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PRÉFACE. 


Ce  Volume  termine  le  Traité  auquel  j'ai  consacré  dix  années  de  tra- 
vail. Il  se  compose  de  trois  parties  principales  : 

La  théorie  des  mouvements  des  satellites  de  Jupiter  et  de  Saturne  ; 

Le  calcul  des  perturbations  des  comètes,  et  l'étude  de  la  figure  de 
ces  astres  étranges  ; 

Enfin,  l'ensemble  des  travaux  de  Mécanique  céleste  suscités  par  la 
découverte  des  petites  planètes. 

La  théorie  des  satellites  de  Jupiter  a  pris,  entre  les  mains  de  Laplace, 
une  perfection  qui  n'a  pas  été  surpassée.  Toutefois,  les  calculs  n'avaient 
pas  été  poussés  assez  loin  pour  donner  aux  Tables  toute  la  précision 
compatible  avec  les  observations.  M.  Souillart  a  eu  le  mérite  d'y  ap- 
porter les  compléments  nécessaires. 

Mais,  si  la  Mécanique  céleste  présentait  toute  l'ampleur  voulue  pour 
la  théorie  des  satellites  de  Jupiter,  il  n'en  était  pas  de  même  pour  les 
satellites  de  Saturne,  par  la  raison  qu'à  l'époque  de  Laplace  on  n'avait 
presque  pas  d'observations.  Le  plus  faible  des  satellites,  et  le  dernier 
découvert,  Hypérion,  a  présenté  une  difficulté  singulière  dont  M.  New- 
comb  a  rendu  compte  par  la  théorie,  en  découvrant  une  libration  ana- 
logue à  celles  des  satellites  de  Jupiter.  Des  librations  semblables  existent 
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pour  d'autres  satellites  :  c'est  là  un  champ  de  travaux  intéressants  et 
nouveaux. 

Nous  savons  peu  de  chose  sur  les  perturbations  des  satellites  des 
autres  planètes;  cependant,  une  anomalie  constatée  dans  le  mouve- 
ment du  satellite  de  Neptune  a  reçu,  il  y  a  quelques  années,  une  expli- 
cation plausible,  que  nous  avons  reproduite. 

Laplace  avait  consacré  un  Chapitre  au  calcul  des  perturbations  des 
comètes  quand  elles  approchent  très  près  des  planètes.  Nous  avons 
donné  une  certaine  extension  à  sa  théorie  ;  mais  les  additions  portent 
surtout  sur  la  figure  des  comètes  :  nous  avons  exposé  les  beaux  travaux 
de  Roche,  Bessel,  Schiaparelli,  etc. 

La  découverte  des  petites  planètes  a  donné  une  vive  impulsion 
à  la  théorie  générale  des  perturbations;  de  là  sont  nés  les  travaux 
remarquables  de  Cauchy,  Hansen,  Gyldén,  etc.  ;  nous  avons  fait  une 
place  d'honneur  à  la  méthode  de  Cauchy,  inventée  en  quelques  se- 
maines par  l'illustre  géomètre,  pour  vérifier  de  longs  calculs  de  Le 
Verrier. 

Nous  avons  jugé  utile  d'exposer  aussi  une  méthode  élégante  de 
Jacobi,  pour  la  détermination  de  la  grande  inégalité  de  Jupiter  et  de 
Saturne. 

Il  était  impossible  de  rédiger  un  Traité  aussi  étendu  sans  parler  des 
belles  recherches  de  M.  Poincaré  sur  le  problème  des  trois  corps.  Nous 
leur  avons  consacré  un  Chapitre. 

Dans  un  dernier  Chapitre,  nous  avons  fait  connaître  les  résultats  de 
la  grande  enquête  faite  par  Le  Verrier,  continuée  par  M.  New^comb, 
pour  confronter  la  loi  de  Newton  avec  l'ensemble  des  observations  des 
planètes  :  tout  marche  avec  un  accord  admirable,  sauf  une  ou  deux 
petites  difficultés  dont  nos  successeurs  triompheront  sans  doute. 

On  peut  juger,  par  cet  aperçu  sommaire,  de  l'étendue  des  progrès 
de  la  Science  depuis  Laplace,  et  de  l'utilité  qu'il  y  avait  à  les  exposer 
dans  un  Ouvrage  spécial. 
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Qu'il  nous  soit  permis,  eu  terminant,  de  présenter  tous  nos  remer- 
cîments  à  M.  O.  Callandreau  et  à  M.  R.  Radau,  qui  ont  bien  voulu 
nous  prêter  encore  le  concours  de  leurs  conseils;  il  nous  a  été  très 
précieux. 

Je  remplis  enfin  un  devoir  agréable  en  remerciant  MM.  Gauthier- 
Villars  des  soins  minutieux  qu'ils  n'ont  cessé  d'apporter  dans  l'impres- 
sion de  cet  Ouvrage  qui  leur  fera  lionneur. 

F.  Tisserand. 


Paris,  janvier  1896. 
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CHAPITRE  1. 


THÉORIE  DES  SATELUTES  DE  JUPITER.  -  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
ET  FONCTIONS  PERTURRATRICES. 


1.  Considérations  générales.  —  Jupiter  possède  cinq  satellites.  Les  quatre 
premiers,  visibles  avec  la  plus  faible  lunette,  ont  été  découverts  par  Galilée  les 
7  et  8  janvier  i6io.  M.  Barnard,  de  l'observatoire  Lick,  a  trouvé  le  cinquième, 
le  9  septembre  1892;  il  n'y  a  guère  que  trois  instruments  de  très  grande  puis- 
sance avec  lesquels  on  ait  pu  jusqu'ici  suivre  son  mouvement.  Au  point  de  vue 
de  la  Mécanique  céleste,  il  y  a  lieu  de  le  mettre  à  part;  sa  masse  est  trop  faible 
pour  qu'il  exerce  une  influence  sensible  sur  les  quatre  anciens  qui,  de  leur 
côté,  ne  le  troubleront  pas  sensiblement  parce  qu'il  en  est  éloigné,  et  très 
voisin  de  la  planète,  dont  l'attraction  sera  absolument  prépondérante.  Le  cin- 
quième satellite  pourra  cependant  éprouver  quelques  dérangements  au  sujet  des- 
quels nous  renvoyons  le  lecteur  à  deux  Notes  des  Comptes  rendus  (t.  CXVII, 
p.  1024,  et  CXIX,  p.  5).  On  peut  donc  considérer  à  part  les  quatre  gros  satellites; 
la  détermination  de  leurs  mouvements  constitue  l'un  des  plus  beaux  problèmes 
de  la  Mécanique  céleste.  Le  mouvement  de  cbacun  d'eux  est  incessamment 
dévié  de  l'ellipse  invariable  de  Kepler  : 

\°  Par  la  force  perturbatrice  du  Soleil,  dont  l'attraction  n'est  pas  la  même  que 
sur  la  planète; 
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2°  Par  le  renflement  équatorial  de  la  planète,  qui  fait  que  son  attraction  ne  se 
compose  pas  seulement  du  terme  en  -^; 

S"*  Par  les  attractions  des  trois  autres  satellites. 

Avant  d'aborder  la  théorie,  il  est  bon  de  donner  quelques  indications  géné- 
rales sur  les  mouvements  des  satellites.  Ils  se  meuvent  à  peu  près  dans  le  plan 
de  l'équateur  de  Jupiter.  Les  excentricités  sont  insensibles  pour  les  satellites  I 
et  II  (les  plus  voisins  de  la  planète),  de  o,ooi  et  de  0,007  P^"''  *^^  ^^  ^^'  ^^^ 
moyens  mouvements  diurnes  sidéraux  ont  pour  valeurs 

/i  =  2o3°,  488  955  28,        «'  =  101",  374  728  96, 
n"=    5o°,3i7  6o8  33,         n"'=   2i%5ji  0^1  33. 


On  en  conclut 

/* 

—  2n'  ■=.  0°,  789  507  36, 

n' 

—  2  n"  :=  0°,  789  Sot  3o. 

On  voit  donc  que  le  moyen  mouvement  du  premier  satellite  est  à  fort  peu 
près  le  double  de  celui  du  second,  lequel  est  de  même  sensiblement  le  double 
de  celui  du  troisième.  Mais  ce  qui  frappe  le  plus,  c'est  l'égalité  presque  absolue 
des  différences  n  —  in'  ein'  —  in",  de  sorte  que  la  relation 

Il  —  3  n'  -t-  2  n"  :=z  o 

est  vérifiée  presque  rigoureusement.  Ce  sont  ces  relations  de  commensurabilité 
qui  font  tout  l'intérêt  et  toute  la  difficulté  du  problème;  bien  que  les  masses  des 
satellites  soient  très  faibles  vis-à-vis  de  celle  de  Jupiter,  les  perturbations  sont 
néanmoins  considérables.  Voici  les  rapports  des  masses  à  celle  de  Jupiter  : 

«i  =::  0,000017;         «i' =  0,000  023;         //i"  =  0,000  088  ;         wi'"  =  0,000  042. 

Les  coefficients  des  plus  grandes  inégalités  périodiques  des  longitudes  jovi- 
centriques  des  satellites  atteignent  cependant  26',  62',  8'  et  5o'. 

Voici  enfin  les  distances  moyennes  des  satellites  à  la  planète,  exprimées  en 
rayons  de  son  équateur  : 

5,93 ;    9.44;    i5,o6;    26,49. 

Le  quatrième  satellite  a  une  théorie  à  part,  analogue  à  celle  de  la  Lune,  pré- 
sentant en  miniature  toutes  les  inégalités  de  notre  satellite;  les  trois  premiers 
forment  un  groupe  dans  lequel  ils  sont  étroitement  unis  par  les  relations  de 
commensurabilité  approchée. 

Ces  satellites  présentent  aux  observateurs  les  phénomènes  les  plus  variés.  A 
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chacune  de  leurs  révolutions,  les  trois  premiers  s'éclipsenten  (Jisparai.ss;iiil  «lans 
le  cône  d'ombre  de  Jupiter,  ou  bien  ils  sont  cachés  parle  disque  même  de  la 
planète.  D'autres  fois,  ils  passent  sur  ce  disque  qui  peut  aussi  être  traversé  par 
leurs  ombres.  C'est  l'observation  de  ces  éclipses  qui  a  conduit  Rœmer  à  la  pre- 
mière détermination  de  la  vitesse  de  la  lumière;  c'est  elle  encore  qui  a  permis 
aux  géographes  de  faire  les  premières  mesures  un  peu  exactes  des  longitudes 
terrestres,  et,  en  particulier,  de  poser  sous  Louis  XIV  les  bases  de  la  première 
Carte  officielle  de  la  France.  On  comprend  donc  l'intérêt  qui  s'attache  à  une 
théorie  précise  des  satellites  de  Jupiter. 

Nous  allons  exposer  la  théorie  en  prenant  pour  base  la  méthode  de  la  varia- 
tion, des  constantes  arbitraires,  comme  l'a  fait  M.  Souillart(A/e/^2ozV5  of  ihe  Royal 
Aslronomical Society,  t.  XLV),  en  lui  apportant  quelques  modifications.  Au  fond, 
cette  méthode  estadoptée  par  Laplace,  à  partir  du  troisième  Chapitredu  TomelV 
de  la  Mécanique  céleste;  nous  croyons  préférable  de  l'employer  dès  le  début. 

2.  Équations  différentielles  des  mouvements  des  satellites.  —  Soient 


m,  X,  y,  z,  r=z  sjx^  -\-  y' 
m',  x',  y,  z',  r', 
m",  x\  y",  z\  r", 

tu  w  }fr  II'  iif 

m  ,  X  ,y  ,  z  ,  r  , 


les  masses  et  les  coordonnées  rectangulaires  des  quatre  satellites  et  du  Soleil; 
ces  coordonnées  sont  rapportées  à  des  axes  rectangulaires  qui  se  coupent  au 
centre  de  gravité  de  Jupiter,  le  plan  des  xy  étant  celui  de  l'orbite  de  Jupiter  à 
une  époque  donnée,  i85o,o  par  exemple.  Désignons,  en  outre,  par  Wo  la  masse 
de  Jupiter,  et  par/ la  constante  de  l'attraction  universelle.  Les  équations  diffé- 
rentielles du  mouvement  du  premier  satellite  seront 


— —   -h  /(  m^  4-  /«  )  —  =  -j-  ; 


d'z         .,  .zd\K 

OÙ  R  représente  la  fonction  perturbatrice;  elle  est  In  somme  de  plusieurs  autres, 

R  =  ,fRo,, -I- ^0,2 -^  ^'*^o,3  +  <^ -^  ^'•"^1  ; 

^o.n  ^0.2,  ^0.3  correspondent  aux  satellites  II,  III  et  IV;^  au  Soleil,  etJl,  à 


4  CHAPITRE    1. 

raplatissement  de  Jupiter.  On  a,  comme  on  sait, 


.'Rc^r/m 


i 


I  .T.x'  4-  yy' 


L'expression  de  ^,  résulte  delà  formule  (43)  (t.  II,  p.  210);  elle  suppose  que 
la  planète  est  de  révolution  ;  h  est  le  rayon  équatorial,  d  la  déclinaison  du  satel- 
lite au-dessus  de  l'équateur  de  Jupiter,  et  J  la  constante 


X  désignant  l'aplatissement  de  la  surface  de  la  planète,  et  x,  le  rapport  de  la 
force  centrifuge  à  l'attraction  pour  un  point  de  l'équateur.  Nous  prendrons 
désormais  b  pour  unité  de  longueur.  La  fonction  des  forces  correspondant  à 
l'attraction  complète  de  Jupiter  sera 


Si  l'on  néglige  la  fonction  perturbatrice  R,  les  équations  (i)  deviennent  celles 
du  mouvement  elliptique.  Yu  la  petitesse  des  excentricités,  on  peut  prendre 

-  =:  1  —  e  cos(  /  —  w), 
a 

(2)  ''  V  =:  /  +  2e  sin(/ — cj), 

/     =r:pH-£,  p  =:  I  n  dt, 

n^  a^  =z  y (  niQ  +  m  )  ; 

—  zz:  cosp  H —  cp2  sinQ  sin(/  —  0), 
r  2  \  /  ' 

Y  I 

(3)  /^=sin<^ o^  cosS  s\n{l  —  Q), 


=;  9  sin(/  — 9); 
1   '■ 


nous  remplacerons  même  souvent  m^  -+-  m  par  m„. 

a,  e,  ©,  0,  V,  /,  £  représentent,  suivant  l'usage,  le  demi  grand  axe,  l'excentricité, 
l'inclinaison,  la  longitude  du  nœud  ascendant,  la  longitude  vraie,  la  longitude 
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moyenne  et  la  longitude  moyenne  do  l'époque.  Les  inclinaisons  9,  cp',  9"  et  9'" 
sont  petites. 

Quand  on  voudra  tenir  compte  de  R,  il  faudra  regarder  les  éléments  ellip- 
tiques comme  des  variables  qui  seront  déterminées  par  les  équations  (h)  (t.  I, 
p.  169);  on  peut  simplifier  un  peu  ces  équations  et  les  écrire  ainsi 


(4) 


/  de 

dt  ~ 

I      dR 
na'e  Jgt' 

dm              I      dR 
dt             na^e  de 

!  dt'' 

I      dR 

na^<^  dd 

dB               i      dR 
dt             na-cp  do 

de 

dt  ~ 

2    dR 

na  da 

e 
ina 

dR         9     dn 

,^  de        2  na'  do  ' 

da 

2    dR 

d^p 

3    ^R 

\  dt  ~ 

na   de 

dt' 

~       a'    de' 

3.  Développement  des  fonctions  perturbatrices.  —  Commençons  par  ^  et 

développons  cette  fonction  suivant  les  puissances  de  —  >  quantité  petite  qui, 

même  pour  le  quatrième  satellite,  comme  pour  la  Lune,  ne  dépasse  pas  ^.  Le 
même  calcul  que  nous  avons  fait  à  plusieurs  reprises  dans  le  Tome  III  nous 
donnera  avec  une  précision  suffisante 


(5) 


Si 


■■')'- ^] 


On  peut  remplacer/m,  par  n'^a],  en  désignant  par  «,  et  a,  le  moyen  mouve- 
ment et  le  demi  grand  axe  de  l'orbite  de  Jupiter.  On  développe  Si  suivant  les 
puissances  de  e  et  e,,  de  9  et  de  9,. 

Nous  désignerons  par  e,,  9,,  rar,  et  Ô,  l'excentricité,  l'inclinaison,  les  longi- 
tudes du  péribélie  et  du  nœud  de  l'orbite  de  Jupiter  autour  du  Soleil;  il  vient 
finalement 


A- 


[I       3  3 

7  +  g  (e^  +  eH  -f-  7  cos(2/—  2/,) 


ecos(/  —  m) 


(6) 


3  3 

-+-  7  Cl  cos(/i  — cj,)  -+■  7  ecos(2/,  —  3/  4-  gt) 

4  4 

—  y  e  CCS  (2/,  —  /—  2GT)    +-^e*  COS  (2  /,  —  2  GJ  ) 


/'?«'  I  — g(?' 


?n 


3  3 

j  99,  COS  (^  —  9,  )  -t-  -  9'  COS  (2  /,  —  2  5  ) 


s 


3 


-i-  Q  9^  C0S(2/,  —  2  9,)  —  7  99,  C0S(2/, 


-9-ô.)j 


La  première  partie  de  cette  expression  provient  de  la  formule  (i5)  (t.  III, 
p.  189);  nous  n'avons  gardé,  d'ailleurs,  que  les  termes  qui  sont  appelés  à  jouer 
un  rôle  dans  la  question  actuelle.  La  seconde  partie  s'obtient  en  négligeant  les 
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excentricités  dans  la  formule  (5),  et  tenant  compte  des  inclinaisons  par  les 
expressions  (3)  de  œ,y,  z  et  les  expressions  analogues  de  x^ ,  y^  et  z^ ,  ce  qui 
donne  (t.  I,  p.  3i5) 

cos(/-- /,)  —  ■-  o'sin(^~0)sin(/i-  9) 

9?  sin(/—  9,)sin(/i  —  5,)  +  99isin(/—  9)sin(/,  —  ^i); 

en  élevant  au  carré,  portant  dans  Si,  et  conservant  les  termes  de  la  forme 
voulue,  on  trouve  bien  la  seconde  ligne  de  l'expression  (6). 

Passons  maintenant  au  développement  de  Si,.  L'orbite  du  satellite  et  l'équa- 
teiir  de  Jupiter  font  des  angles  petits  avec  le  plan  fixe  des  ooy.  On  en  conclut  que 
l'on  peut  prendre 

dr^S  —  Si, 

S  désignant  la  latitude  du  satellite  au-dessus  du  plan  fixe,  et  s,  celle  du  point  de 
l'équateur  ayant  la  même  longitude  que  le  satellite,  relativement  au  même  plan 
fixe.  Or  on  a,  en  négligeant  l'excentricité, 

s  =  9sin(/—  6), 
5,  =  w  sin[/--  (i8o° —  (];)]—  —  w  sin(/-i-  4^), 

en  désignant  par  i8o°—  ^  et  co  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'équateur 
de  Jupiter  sur  le  plan  fixe,  et  son  inclinaison  sur  ce  plan.  Il  vient  donc 


d  =  9  sin(Z— 0)  +  w  sin( /-t- 4')» 
on  a  d'ailleurs 


^i=^-^[?sin(/-0)  +  cosin(/-i-4.)P; 


r  II 

—  =r  I  —     ecos(^ —  cj)  H —  e- e-  cos(2/  —  'irs), 

a  2  2 


d'où 

3 

2 


€t  O  Q 

— ï  =:  I  +  3ecos(/ —  cj)  H —  e--h  -  €^  C0S(2/—  2ct), 

f.i  2  2 

et  il  en  résulte,  en  remplaçant/z^o  P^i'  n-a^, 

c'Ri  =  Jn^     TT  +  e  cos(/—  rn)  -\-  ~  e^- -h  -  e^-  cos(2l—  2w) 9' &)- 

Lo  22  ~  2^2 

(7)  {  4-  -  9^CQS(2/—  20)  -h-  W^  C0S(2/+  2^[/) 


—  900  cos(4^  -+■  6)  -+-  90)  C0S(2/  —  9  +  4^)    • 


Il  reste  enfin  à  passer  au  développement  de  Si^,,. 

Les  formules  (37)  et(4i)  du  Tome  I,  p.  309  et  3io,  donnent,  en  changeant 


TlIliOUIE    DKS    S.VTI.l.l.lll.>    1.1.    .11  IM  1  11; .  n 

X  et  w  en  /et  cï,  ce  qui  peut  se  faire  à  cause  de  la  petitesse  ih^  incliiiai.^ons  mu- 
tuelles des  orbites  des  satellites, 

y^  Jlo.,  =  ^  Ao  +  1  2  A<"  cos(//'  -  .7)  -  ^  cos(/'-  /) 
1 

2 


(8) 


4-  -7  (22  A( '*)  +  7  A'i^'  +  A',*' )  e^  cos  ( 4 /'  —  2  /  -  2 cr ) 
+  ^(A(»)-A'i"-A'2'')ee'cos(cî  -gt') 
-  -'  (2iA(3)  +  7A\^'  +  A*/')ee'cos(4/'-2/-GT-cj') 
+  7  (i9A(2)4-7A'i2'4-A'22))e'2cos(4/'-2/— 2e') 

+  1  Yj2|3{3)(,os(4/'—  2^—  2t'). 
i  2  ^     • 

Dans  les  signes  V,  ?  doit  prendre  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  né- 
gatives, excepté  zéro.  Toutefois,  dans  le  second  V'  ^  "^  ^'^it  pas  recevoir  la 

valeur  -+-  2,  car  le  terme  correspondant  a  été  écrit  plus  loin  explicitement,  en 
raison  du  rôle  important  qu'il  est  appelé  à  jouer.  Dans  les  termes  du  second 
ordre,  relativement  à  e,  e'  et  y],  nous  n'avons  conservé  que  les  termes  séculaires 
en  e-,  e'^,  ee' cos(cï  —  m'),  yj'*,  et  les  termes  en  ^l  —  2/,  qui  donneront  nais- 
sance à  des  inégalités  à  longues  périodes,  en  raison  de  la  petitesse  de  la  quan- 
tité 

4 /i'  —  2 /i  =z  2 ( 2 /i'  —  n). 

Les  deux  dernières  formules  (4)  du  Tome  I,  p.  293,  donnent 

2n  sin-r'  ==  9  sinQ  —  9'  sinô', 

2  r)  cos  t'  ~  9  cos  9  —  9'  cos  9'  ; 
on  en  tire  aisément 

4y)2  — (p2_^  c^'i—  299' cos (ô—  6'), 

4y)2  siQ2T'  =  9^  sin2Ô  -h  9'*  sin20'—  299'  sin(6  -\-  0'), 
^\n^cos27'  =  92cos2  9-f-  9'''cos2  9'  — 2  99'cos(9  4-6'), 

4yî2C0S(4/'— 2/—  2t')=9*COS(4/'—  2/-20)  -i-  9'^  COS  (  4 /' -  ^  ^  "  ^  ô' ) 

—  299'  cos (4''  —  2/ —  6  —  0' ) . 
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En  tenant  compte  de  ces  relations,  et  introduisant  une  transformation  des 
coefficients  de  e^  +  é^  et  de  ee'cos(cï  —  tn')  donnés  dans  le  Tome  1,  p.  4o6,  il 
vient,  pour  expression  de  ^o,i» 

I  j^^K,.  =      ^  A(o)  +  ^  2^^''  cos(.7'-  .7)  -  |,cos(/'-  0 

—  -  V|  2/A'')-t-  a— —  j  ecos[//'—  (/—  i)/  —  ro] 

H 7recos(/'—  cj) TTecos(2/—  l  —w) 

--  (4A(2)+a^^  )ecos(2/'-/-  cî) 
2  \  c/a  y 

+  -    ikS^^-^a—. ^    e'cos(2/'—  /  — 5j') 

2  \  aa         a'^  J  ■ 

4-  l^^^\e'-+e"')  —  7B(2)ee'cos(G7~nî') 
8  4 

4  \  '       aa  2         c'a^    / 

21  A'^'+  7a  — r \-  -aP-     ,   ,       ee'cos(4f  —  2/  —  cj  —  cr') 

2  \  ^       aa  2        da^    / 

I    /  (?A(2)  (  ^2^(2)\ 

4  \  ^  ^       (?a  2         d«^    /  ^  ^ 

-  |B(')[92+ çp'2_  299' cos(9  -  9')] 

+  9'2cos(4^'— 2/— 2Ô')  — 2(p9'cos(4Z'— 2/  — 0  — ô')]. 


(9) 


Nous  remplacerons yw'  par  n-a"^ — ,  et  nous  écrirons  simplement  m'  au  lieu 


de  — 


Il  y  a  lieu  d'introduire  quelques  notations  pour  simplifier;  posons 


(10)  {  {o ,1)  =  J  m' naW\  [0,1]  :=  7  m'/mB(«), 

J  4  4 


|o,i|z=^m'/mB(3). 


On  remarquera  que  ces  quantités  (o),  [o],  ...  sont  du  degré  zéro  relative- 
ment aux  longueurs  a,  a\  et  du  degré  i  relativement  aux  moyens  mouvements. 
Le  sens  des  notations  (0,2),  (o,3),  [0,2],  [o,3]  résulte  clairement  des  for- 
mules (10). 
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Si  maintenant  on  réunit  les  expressions  (fi),  (7)01  (9)  des  fonctions  [jcrlur- 
batrices,  on  trouvera,  en  groupant  convenablement  les  termes,  que  la  fonction 
perturbatrice  totale,  pour  le  premier  satellite,  est  égale  à 

(.1)  R  =  Ro  +  Ri4-  ..^Re; 

Ro  —  m'n'-a'  j       '-  ^  A")  cos { il' —  il)  —  ~  cos(/'-  /) 

"    '-^{^^^^'^  +  a^ycos[il'~{i-i)l-x!j] 

('2)  (  H _ecos(/'--  m)  —  -  ~ecos(2/—  /'  —  cr) 

'  9.  a  ^  2  a'^  ] 

3 
"+"  7  nia^[cos{'2l—  2/1)  +  e cos {2  II  —  S/n-rn)  —  3e  cos (2/,  —  /  —  gj)] 

H-  (.]  n^ nla-\  ecos{l  —m): 

(  n,^       I,^«2i(o)  +  [o]  +  (o,i)  +  (o,2)  +  (o,3)|e^ 
(i3)  j 

(  —  na-\[o,i]ee'  co&im  —  w')  -{-  [o,2]ee"  cos(c7  —  ct")  +  [o,3]ee"' cos(ct  — ra")!; 

(i4)     R3  =  -/'rt2J[o]  {el  —  9Î)  —  (o)w'-+  2[o]e,cos(/,  —  cr,  )  +  5[o]e- cos(2/,  —  2cj)|; 

I          /                     <?A'^^        I      (?*  V'X  /    f 

R,  =r  -  m'n-  à"  {   -2  (2iA(»)  +  7a— . H  -a'      '  ,    )  ee'cos(4/'  -  2/ -cr  — cr')  ) 

1+     ^,9A(^)+7«-^--H^^'-^)^'^cos(4/'-2/-2r.');     1 

l  R5  =^  -  ^  na'-\{o)  -4-  [o]  +  (0,1)  -+-  (0,2)  +  (o,3)jcp- 
^'^^  )  +«a2[(o,i)99'cos(9—Ô')4-(o,2)99"cos(C  —  ^") +  (0,3)99"  ros(0    -,   ;j 

—  «a- (0)90)  cos (9  +  (];)  +  «a2[o]99,  cos(ô  --  ô»,); 

Ro  =^       -/«a2Jo,ij  [9-2  cos(4/'-  2/-  2^)  -  299'  cos(4/'--  2/-  ^  -  ô')] 
(16)  {  -I-  ;^/m2[o]  [9^003(2/1  —  20)  —  299,  cos(2/,  —  ^  — ô,)] 

+  -/m2(o)  r  q2  cos  (  2 /—  2  0)  +  290)005(2/  —  9  + (j')!- 

Il  faut  entendre  que  l'expression  de  Ro  doit  être  étendue  aux  combinaisons  du 
premier  satellite  avec  le  deuxième  et  le  troisième;  il  y  a  donc  deux  parties  ayant 
T.  -  IV.  ^ 
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pour  coefficients 

m"n'^a^     et     ni!"  ii''a^, 

qui  n'ont  pas  été  écrites. 

La  fonction  Ro  donnera  les  inégalités  à  courtes  périodes  des  rayons  vecteurs 

et  des  longitudes,  et  une  inégalité  solaire  {la  va- 
riation )  ; 

))  R,        ))        les  inégalités  à  longues  périodes; 

»  R,        »        les  compléments  apportés  par  M.  Souillart  aux  inéga- 

lités précédentes; 

»  R,        »        les  inégalités  séculaires  des  excentricités  et  des  péri- 

joves; 

»  Rg        »        les  inégalités  séculaires  des  nœuds  et  des  inclinaisons; 

»  R3        »        l'accélération  séculaire  et  deux  inégalités  solaires  im- 

portantes {l'équation  annuelle  et  l'cvection); 

))  Rg        »        les  inégalités  périodiques  des  latitudes. 

'1.  11  faut  montrer  maintenant  comment  on  passera  de  la  fonction  perturba- 
trice R  du  premier  satellite  à  celles,  R',  R"  et  R'"  des  trois  autres.  On  aura  à  in- 
troduire les  quantités 

(i),  (2),  (3);     [i],  [2],   [3];     (1,0),  (1,2),  (i,3);     [1,0],   [1,2],  [i,3];  |i,o},    ..., 

qui  sont  suffisamment  définies  par  les  formules  (10).  On  voit  immédiatement 
que  l'on  aura  les  relations 

(17)    m\/a{o,j)  =  m'\/a' {1,0),     /?i^a[o,  i]  = /n'^a'[  1,0],     my^a  0,1!  = /?2'y/â^ji  ,oj,      .... 

Les  expressions  de  R2,  R.,,  R^  et  Rg  seront  étendues  immédiatement  à  R',,  . . ., 

r; r:,.... 

Mais  il  nous  faut  entrer  dans  quelques  détails  au  sujet  de  R,  et  de  R4  qui 
donnent  les  inégalités  à  longues  périodes. 

En  se  rapportant  aux  formules  (Sy)  à  (4i)  du  Tome  I,  p.  809  et  3 10,  on  verra 
que  R',  se  compose  de  deux  parties  : 

La  première  provenant  du  satellite  I,  et  contenant  2/'—  /; 

La  seconde  provenant  du  satellite  III,  et  contenant  il"  —  /'. 

On  trouvera  sans  peine 

R;=      mn'^a'^ï-  ~Ua('-)  +  a^^\  e  cosi^l'  —  l  -  rn) 

-h  m"  n'^a'^ï-  -Ux'W  ^  a'  ^^\  e'  cos{2  l"  -  t'  -  m') 

+  ^(3A'(n+a'^-^)e"cos(2r-/'-^")]; 
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R",  -^.m'n"-'fM-  ~/'/iA'(*)-i-a'~-')e'cos(2/'-/  -HT  ; 
Les  fonctions  A'^'^  et  A'^^^  sont  définies  par  l'équation 


(i8) 


y/a'*  +  a"*  —  2 a' a"  cos {l'—l') 
Cela  fait,  nous  poserons 


=  --  -  y  A'f)  cos(/r—  il'). 


(•9) 


{^- 


d\('^ 


<?A<' 


=  4«A(*)   +a2 -^^,  G-^ -V  —  3a'A("  -aa'     , 


oa 


G'=:  -j.  -  3a"A'("-  a' a"  ^,- 


On  en  tire  aisément 

a  (  3A<')  +  a  — j -^     =  -  G  +  -! -—  =  -  G  + -  =  -  G, 

oa  a^  )        a'  aa '■  a  n'-  a         a 

-  a  (  SA  (  )  +  a  ~r~. ^  )  _  _  G  +       ^,  ^„,  -  ^,  («  -f ^^ ^  "  ^^  ' 


()A(^> 
da 

,^A'(2) 


da' 


a 


=  fLr. 


Nous  avons  pu,   dans  ces  termes  relativement  peu  importants,  supposer 
t  =::=  in! ^  /î'=  in!' . 
'  Il  viendra  ainsi 

f  R,  .=  -  -m' «2  «2  fp  e  cos(2/'  — /-w)   +  ^Ge'  cos(2/' -  /  -  gi')1, 

R;=—  -m  n'^a'-  Tg  e' cos(2/' —  /  -  cj')  +  ^'  F  e  cos(a/'~/— gt  )1 
-  -  m" n'-'  a"ÏF'  e'  cosi2 1" -  l' -  xs')  +  ^1  G'e"  cos(2  T- /'- cj')!, 

\  R';=-  -/n'/i"2a"*rG'e"cos(2r-/'-cj")4-^F'e'cos(2r-/'— Gi')l. 
Si  l'on  pose  pour  un  moment 


(20) 


a  a  , 
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les  formules  (19)  donneront  {voir  t.  I,  p.  288), 


«a  oc'  Cl  y. 


<:/a'  a'^  da.' 

Or  on  a 

a'*  à^a"'^   _     n'* 

ce  qui  se  réduit  sensiblement  à  i,  à  cause  des  relations  approchées 

n  =:  — ,  n  =z  in  . 

2 

a  diffère  donc  peu  de  a',  et,  par  suite,  les  différences  F'  —  F  et  G'  —  G  sont  très 
petites,  de  sorte  que  l'on  pourra  prendre  souvent 

(21)  F'=F,        G'=G. 

Passons  maintenant  aux  fonctions  R,,,  R'  et  R" .  Nous  ferons 

2  V  ^  da  2  da-    J 

-  m  n[2ia  A'^^  +  7  a- ^  -  «  .  ,     h=  ^0,1, 

-  mil      ina'A'-^  4-  7rtVr  — ; — •  +  -  a  a-  — r-v-  =  «1  o> 
2  \  ^  ^  (^a  2  da^    y  ' 

-  A«/r     21  a'A'^^  +  7«  a  --^j 1 —  a' a-  —r-—-     =:  &,  n; 

2  \  ^  da  2  ôa-    J 

-m"/i  (  22«' A't*^+ 7a^    --^ \--a'^      — ^^^  1  —  a,  ,, 


(23) 


(22) 


2  \  "  ^  da'  2  c/rt'- 

-/«"/i'    2ia'A'^3'+7«/-    -^— \--a'^      — — -—     =  Z^i  2, 

2  \  ^  d«  2  (9«  =*   / 

-  m'«"    i9«"A'(^)+  7r7"a'^  +  l  a" a''^  ^^  )  =.  a,,„ 
2  \  ^  d«  2  (;a^   / 

-  m'  n"[  2ia"A'^^)+  n  a"  a'  ~-^, h  -a"  a'-     ,   ,,       =  /^  i- 

2  \  ^  da'  2  (?a'^    /     .     ^' 

On  aura 

(^4)  m\Jabo,i  =  m'\Jâ'  b^^o,         m'^^d  bi^^  =  ni"\/â'' b-^^i. 


l'Iir.oi'.ll      Dis    SAIIIIITIS    lil.     lllMIll;.  I '^ 

La  (|iiaiitit{j  A'^'^  osl  (h'tiiiic  par  la  l'islalioiM  i  S  )  ;  on  Irouvriji  cn-iiitc  aiM'innii 


na- 


(loA  <-'  COS  {.\l'  —  2  /  —  2  GJ  ) 
—  2  ^0,1  ^c'  COS  (4  /'  —  2  /  —  5T  —  Gt')  -f 


/'—  2/—  2GJ'), 


-p-y5  IV^     -     a,.„  r'-  C0S(4 /'—  2/ —  2C7') 


V^ 


(25) 


—  2i,_o  ee'  COS  (4  ^'  —  •-''/  —  ^  —  w')  -^ ^^  «0,1  fc'^  COS (4/'  —  2/'  —  2GJ) 

rn\'a' 

+  a,,2e'2cos(4/"—  2/'— 2ct') 

—  2Z^i,2  e'e"cos(4/"— 2/'— sî'— ct")-i ^-^^'2,1  <""-cos(4/"—  2/'—  2ct",), 


i'\/a' 


^^,  R;  =      a.,,!  e"2  cos  (4  ^"  -  2  /'  —  2  gî"  ) 


2 Z>.,  ,  e'e"  cos(4/"-  2  /'-îc'-  ct")  +  ^^'^  a,  ,  e'^  cos(4/"-  2  /'-  251'). 

mV«" 
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CHAPITRE  II. 


THÉORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER.  —  INEGALITES  PRINCIPALES 
DES  LONGITUDES  ET  DES  RAYONS  VECTEURS. 


5.  Calcul  de  la  variation.   —   Nous  allons  calculer  les  perturbations  qui 
émanent  de  R(,;  considérons  d'abord  la  portion 

3 
(i)         Ro=  Y nia^[co?,{2l  —  2/,)  H-  ecos(2/,  —  3/+  nr)  —  3ecos(2/i—  l  —  m)]. 

Nous  appliquerons  les  équations  (4)  du  Chapitre  I,  et  nous  trouverons  sans 
peine 

-j-  =~  — -  a  sin  (  2  /  —  2  /,  ),         -r~  —4-  -  n;  sin (  2  /  —  2  /i  ), 

de  o  n\  , 

-j- i  C0S(2/  ~ili), 

dt  II 

de        3  /i  ^ 

--r  =  -7—^  [sin(2/i— 3/  +  G7)  +  3sin(2/,  —  /  —  cr)], 

e  ~  z=  '-— ^  [ces (2/1  —  3/  +  Gj)  —  3  ces (2/1  —  /  —  57)]; 

en  faisant  le  changement  de  variables 

esincT=://,         ecoscj=:iA-, 
que  nous  emploierons  très  souvent,  il  vient 

dk  i     dK?>n]  ^    .    ^     .        „  .         0    •    ,    , 


TIlEOlUi:    DES    SATELLITES    DE    JUPITER, 


I    ) 


Des  quadratures  donnent  immédiatement  les  perturbations  ia,  op,  c:,  c//  cl 
^k,  causées  par  la  fonction  perturbatrice  (i).  On  trouve  aisément 


h  = 


n{n  —  // j  ) 


sin(?. /—  -2  II); 


d/i  —      ^!^  rsin(3/— a/,)  _  3sin(/— 2/i)1 
4«   L     3/^—  2/i,  n  —  2«,       j' 

^,  __       3/tf  rcos(3/—  2/1)       3cos(/— 2/, )"| 
^\n  I       3/j  —  2/j,  «  —  2ni        I 


Il  suffit  de  porter  ces  expressions  dans  les  formules  (2)  du  Chapitre  I,  ou 
mieux  dans  celles-ci,  qui  s'en  déduisent, 


(2) 


èr  z=  da—  a{  àli  sin  l  ->r  èk  ces  /), 

èv  =  àp  -}-  (5g  +  2(ô/csiri/—  ôA  cos/). 


On  trouve  ainsi 


9«i 


C0S(2/—  2/,), 


àr  _  r__3n] 3/î] 

a         L2«(/i — «1)        ^n{'6n  —  ini)        [\n{n — 2/1, 

L         '?.ll{n  —  Hi)  0(«—   /*,)-  2/i(3/i  —  2«,)  2/t(«  —  2«,)J 

On  peut  développer  les  coefficients  suivant  les  puissances  de  la  quantité  — 

qui  est  é^ale  à  -7^-  pour  le  satellite  I  et  à  -^;-  pour  le  satellite  IV. 
^  ^  2400  ^  260  ^ 

On  trouve  ainsi,  en  ne  conservant  que  les  termes  en  (  - 

(o)  — =— — I  cos(2/— 2/, ),         01' = -i-  -^ i  sin(2/ —  2/1). 

an''  o    /«* 

C'est  l'inégalité  qui,  dans  la  théorie  de  la  Lune,  a  reçu  le  nom  de  variation, 
et  les  coefficients  de  cos(2/—  2/,)  et  de  sin(2/  —  2/,)  sont  les  parties  princi- 
pales des  coefficients  correspondants  de  la  théorie  de  la  Lune. 

6.  Inégalités  à  courtes  périodes.  —  Considérons  maintenant  le  reste  de 
l'expression  de  Ro  [formule  (12)  du  Chapitre  I 

[  Ro  —  m'n-'a^^.-^  ^A")  cos(//'-  il)  -  ^e^  ^'^'^'^  cos[//'-  (/-  i)/  -  cr] 


(4) 


rjCOs(/'—  0  H-  -  -r.ecos{i  —  rs)—  -  4-,ecos(3/—  /'— bt)^ 


a- 


c^ACJ 


m' a^ 

2  ri-         'i  Oa 


\  ecos(/—  cj), 
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OÙ  nous  avons  posé,  pour  abréger, 

(5)  ili)(')=2fA"'+rt-., 

^  '  oa 

Nous  avons  mis  en  évidence  le  ternie 

1  I  (?A(<" 

/?i'/i^«Mtbf"'^e  cos(  /  —  gt)  zz; m' ii"^ a'*  — - — ecos(7 —  cr), 

2  2  d« 

de  façon  que  /  =  o  soit  excepté  des  deux  signes  "V-  En  opérant  comme  précé- 
demment, prenant  les  seuls  termes  périodiques  et  dirigeant  le  calcul  de  façon  à 


négliger  l'excentricité  e  dans  le  résultat  final,  on  trouve 

—  ^m'n-'-a  \^iK^')     ?>m{il'  -  il)  -  ^sin(/'-/)], 

m'na''  \^ik^i)     sin(iY' -  iV)  -  ^  sin  (/'-/)! , 

i'  na    \^,(i  —. —  cos(i7'—  il)  -—  — ^  cos(/'—  /)    ; 


d^ 

da 
dt 


de 
dt 


pour  former  -y^  qui  donne  -r-^  on  n'a  pas  fait  varier  a  dans  le  coefficient  n'^a^  de 
la  formule  (4),  car  ce  coefficient  a  été  mis  à  la  place  de  fm^;  on  a  ensuite  (t.  I, 
p.  17O' 


=  m'/ia\  —  -  Vilbt'^cosr//'  —  (/  — i)n  +  -  -^cos/'—  -  -4-,  cos(2/—  /') 
(        2  ^-^  "-  '       2  a'^  2  a'^ 


n  (  —r -. m'a^  — r —     cos  /, 

^  a^       in^       2  aa    ' 


dk 

î/7 


=  m',ia["+12^iy^)sin[//'-(.--.);]-^  |^sin/'+l  |-^  sin(2 /- /')] 

~~  'M  ~l i "^^"  ""1 —    sin  /, 

yof*        2/i^        2  aa  ) 

On  en  conclut,  par  des  quadratures  faciles, 
T  =  "''  [      S^T^"*'"^»^*'-''-  '■')-  ,7^  S™^(''-"]• 
^  ,  r       V^  "  (? V')  on       a-  1 
L      -^^K/i  — /i)         a«           ^               ^        n  —  n'a'^        ^            '\ 
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3    n    «'     .    „        I         n         a'  ) 

"^ô  77  V2  S'"' ;  —  sin(2/—  /') 

"+"    ~s ; m'a*— r —    siii/, 

\a2        2  «2        2  da   / 

8A:  =  /»<    -  I  y  -^-^ — /'  a ilbC)  cos [il'  -  U  —  i) n 

2   «'   a'^  2   2/i  —  /i'  a'*         ^  '^j 

cos/. 


«7 


3    /?    a* 

m'a^  — - — 

a^        in^        1  da 


En  portant  ensuite  dans  les  formules  (2)  et  remettant  pour  iji,')  sa  valeur  (5), 
on  trouve,  sans  trop  de  peine, 


a  Jimà  Wm'  —  {i  —  \)n        n  —  n'  \ 


(6) 


1  in'  —  {i  —  \)n        da 
Z  n        I         n 


a^  — t;^ —  >cos(f/ —  il)_ 


a'^  \ii  —  n'        in'        22 
in^        a'*        2  da 


—^  Vos  (/'-/) 
n  —  n  J 


èv 


^■ny 


2  in 


{i  —  1  )  n        2  i 


n:^n^h^^^ 


(7> 


+     — 7-. r-  +  T  j\a^-^-~\sin{d'  —  il) 

\^in' — {i  —  i)n        i   n  —  n'J 


da 


a^\_    n'        in  —  n'  \n  —  n' )         n  —  n' \ 


La  partie  constante  de  Sr,  dans  la  formule  (G),  appelle  une  réflexion. 
La  partie  non  périodique  de  R  est,  d'après  les  formules  (6),  (7)  et  (9)  du 
n".3, 


dt 


on  en  conclut,  pour  le  terme  constant  de  -j- 


dt 
dt~ 

2   <?R 

na  da 

en  faisant 

■'  -I- 


dt 


lin 


n  a' 


m  na^  — . —  -=  an, 


da 


2j       «î  ,   -dA'o' 

a*        n-  da 


T.  -  IV. 
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On  aura 

z^^ani^-...^  l  ■=:i  {i -{- (j)  nt -\- .  .  . . 

Or,  ce  que  donne  l'observation,  c'est 

Si  de  la  valeur  n^  ainsi  trouvée  on  conclut  une  valeur  approchée  de  a,  «o»  paï"  la 
formule 

ce  ne  sera  pas  la  vraie  valeur;  on  aurait  dû  prendre 

y      II' 

Il  en  résulte 


a  —  a^[  —  )   =  «0  (  1  +  ^  0-  )  ; 


la  partie  constante  de  r  sera  donc,  en  ayant  égard  à  la  formule  (6), 


«?  J  I       ,    „^A(»)\  /  2 


I      \  /  I 


on  aura  donc  finalement 

On  peut  supprimer  les  indices  o  et  dire  que,  a  étant  déduit  des  observations, 
les  perturbations  produisent  dans  le  rayon  vecteur  une  partie  constante 

\6a'        &n-        6  oa   J 

Il  faudra  ajouter  deux  termes  en  m"  et  m'" ,  pour  tenir  compte  des  actions  des 
satellites  III  et  IV. 

Remarque.  —  Les  calculs  que  nous  venons  de  faire  pour  obtenir  les  formules 
(G)  et  (7)  sont  identiques  à  ceux  du  Chapitre  XXII  du  Tome  I,  et  nous  aurions 
pu  abréger  un  peu  en  nous  reportant  à  ce  Chapitre. 

Dans  les  formules  (6)  et  (7),  il  faut  ajouter  des  termes  en  m"  et  m'"  pour 
avoir  égard  aux  attractions  des  deux  derniers  satellites;  enfin,  par  de  simples 
changements  de  lettres,  on  déduira  de  ces  formules  les  expressions  de  Sr,  •5^'', 
Sr",  a^",  ^r'"  et  ^W". 

7.  Influence  des  fonctions  II,  et  R2.   —  Si   l'on  porte  dans  les  équations 


THKORIE    DES    SATELLITES    DE    JUPITER. 


«9 


difï'érentielleï 


cit  Uns 


na^e 


dm       d(R,4-R,) 


dt 


de 


les  expressions  (i3)  et  (20)  données  dans  le  Chapitre  précédent  pour  U,  et  R^j, 
on  trouve 

de 

-7-  ~—  [o,  i]e'  sin  (gt  —  rs')  —  [o,  2]e"  sin(cT  —  ra")  —  [o,  3]^'"  sin(GJ  —  m") 

H-  -  m'/iFsin(2/' — /  — Gj), 

e^=^[(o)4-[o]  4-  (O,  i)4-(o,  2)4-(o,  3)]e 

—  [o,  i]e'cos(cT  — ct')  —  [o,  2]ê'"cos(to  — gt")  —  [o,  3]e*cos(GT  — GJ") 
/w'/iFcos(2/' — /  — gt). 

2 

Il  convient  de  poser 

(    I    "    I  =(o)  +  [o]  +  (o,  i)  +  (o,  2)4-(0,  3), 
1    [Il]=(0  +  [i]  +  (i,o)-i-(i,2)  +  (i,3), 


(10) 


et,  comme  on  Ta  déjà  fait, 

i  A  .-- e  siiiîîT,         II' —- e' %\nTs' ,        h"=z  e"  sinvs",        A"'=  e'*  sinGj"', 

('0  \ 

I  k  =  ecosTn,         A-'=  e'cosGT',         ^"=e"cosGy",         k'"  —  e"  costd" . 

On  trouve  aisément  que  les  équations  (9),  et  les  équations  analogues  pour 
les  autres  satellites  deviennent 

dt  ' 


^n  k  -h  [o,  i] k'  +  [o,  2] A"  +  [o,  3] k"'=  —  -  m'nF  cos u, 


(A) 


^  H-  rô"'  A  --  [o,  I ]  A'  -  [o,  2] h"  -  [o,  3] //'"  =  -I-  -  /«' /i F  sin  «, 

^y  ^  rT~;  /.  '  +  [  I ,  o]  /:  +  [  1 ,  2]  r  +  [  1 ,  3]  k"  =:-lmn'G  cos  w  -  -  -  m"  n'  F'  cos  m', 
t/A- 


-+-  ClU^'  -[i'"]^'-[''2]A"-[i,3]A" 


dk" 
dt 

~dt   ~  l^n  ^"'+  [3,  o]  A  +  [3,  i]  A'  +  [3,  2]  A"  =  o, 

dk"       

-^  -f-  r3~l  h"—  [3,  o]  A  -  [3,  i]  A'  -  [3,  2]  h"  =  o, 


-mn'G  sin  M  H — rn' n'¥'  sin  u', 

2  2 


—  pn  A" +  [2,  o]  A+  [2,  i]  A'  -4-  [2,  3]  A'"  =  —  -  m' «"G'  cos  m', 
+  rj2  ^"~  [2'  o]/«  —  [2,  i]  h'  -  [2,  3]  A"'  =  +  -  m'n"G'  sinu', 
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en  faisant 

(12)  U  —  '2l'—l,  u'—ll"-l'. 

On  a  ensuite 

et  ces  équations  deviennent' 

--^  —      -m'n^      F(k  s'mu  —  h  cosm)-I ;   G(k'sinu—h'cosu)\, 

dl^  2  \_  a'  J 

d^p'  r  «'  "i 

■^  =—  3  m/i'2       G{k'  sinu  -  A'  cosa  )  H F  (A-  sinu  —  h  cosu  ) 


(B) 


dt 

3 


2 


"n'-fF'(Â:'  sini/'  — A'  cosa')+  ^  G\k"  %\wu'  —  h"  zo%u')V 
^  :=  —  3  m'  /i"2  Tg'C  A"  sin  i/   -  /z"  cos  u')  +  ~F'{  k'  sin  m'  —  h'  cos  i^'  )  1 . 

Nous  allons  intégrer  les  équations  (A),  en  faisant  d'abord  abstraction  des 
perturbations  de  u  et  u' ,  en  admettant  donc  que  l'on  ait 

iM  r=  (2/1'  —  n)t  +  2S.'  —  E,  u'  =i  {2  n"  —  n' )  t  -{-  2 e"  —  s', 

du  ,  du' 

dt  '  dt 

8.  Intégration  des  équations  (A).  —  C'est  un  ensemble  de  huit  équa- 
tions linéaires  du  premier  ordre,  à  coefficients  constants,  et  avec  seconds 
membres. 

Nous  intégrerons  d'abord  les  équations  sans  seconds  membres. 

~    -LZ]A  +[o,i]A'  +  [o,2]A"+[o,3]A'"=:o, 
(A')  j-^.  +CZ]^  -[o,.]/,'--[o,2]A"-[o,3]A'"  =  o, 


-^-4-  \~T^h'"-[?>,o]h  -[3,i]A'~[3,2]/i"  =0, 
Les  intégrales  générales  de  ces  équations  sont  faciles  à  obtenir,  d'après  ce 
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que  Ton  a  dit  au  Chapitre  XXVI  du  Tome  I  sur  les  équations  analogues  relatives 
aux  inégalités  séculaires  des  planètes.  Elles  seront  de  la  forme 

h  —M   sin(^i  +  [3)-hM,  sin(i'i^-f-;3,)  +  M^  sinCi^^r  h  ,30 -+- M3  sin(^-3<  +  (S,), 
A-  =:M  cos(^-f  4-(3)-hM,  cos(^,M-(3,)-f-MjCos(^2i  +  (32)+M3COs(^3i4-(3,), 
(.4)  /  h'  =  M'  s\n{gt  +  (3)  +  m;  sin(À',^  +  (3,)  + , 


k'"  =  M'"  ces (^/ 4-  [3  )  -+-  M';'  cos  (^'-j  ^  +  (3,  )  -t- 


g\  gt,  g:^  et  ^;,  sont  les  racines,  toujours  réelles,  de  l'équation  du  (juatrièmc 
degré 


(.5) 


[2,0] 

[3,o] 


[0,2]  [0,3] 

-  i    '    I  [1,2]  [',3] 

[2,1]  ff  -   i    -^  '  [2,3] 

[3,.]       [3,2]    s^-rrj 


Les  rapports  des  quantités  M,  M',  M",  M'"  à  l'une  d'elles,  M  par  exemple,  sont 
déterminés  par  les  équations 


(16) 


i(^-LZ])M4-  [o,t]  M' 4-  [0,2]  M"+  [o,3]  M'^^o, 
[r,o]  M  +  (^- [TJ)m'-i-  [1,2]  M"+  [i,3]  M"  =  o, 
[2,0]  M+  [2,1]  M'-hU-  P^\)M"+  [2,3]  M^'^o, 
[3,o]        M4-        [3,i]        M'+        [3,2]        M"+(^- [X])M"-o. 


Les  rapports  ^^-s  ^^  •  •  •'  ït^'  ït^'  •  •  •'  ït^'  vr^'  •  •  •  seront  détermines  par  des 
^^        Ml    Ml  M2    M2  M3    M3  *^ 

équations  analogues  que  l'on  déduit  de  (i6)  en  mettant  aux  lettres  g.  M,  ...  les 
indices  i,  2  et  3;  il  y  aura  huit  constantes  arbitraires,  savoir  (^,  p,,  ^o»  ?3»  M, 
M,,  Ma  etMg.  Il  reste  maintenant  à  trouver  une  solution  particulière  des  équa- 
tions (A);  on  la  cherchera  sous  la  forme 

/i=:  B  sinw  +  B,  sin//',         A' =  B'  sinM  +  B;  sin//'.         h"  =  W  sint^  +  S;  sinw', 
A:=:Bcosa4-BiCOSff',        X' ^  B' cosm -+-B',  q.os// .         A"  r=:  B'cosm-hB;  cosm'; 


en  substituant  dans  les  équations  (A),  égalant  dans  les  deux  membres  les  coef- 
ficients de  sinw,  cosw,  sinw'  et  cosm',  après  avoir  tenu  compte  des  valeurs  (i3) 
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,      c/a     ,    ,     du' 

de  -j-  et  de  -j-j  on  trouvera 
dt  dt 


('7) 


(18) 


{n-in'-v-  r~^])B   ~[o,i]B'-[o,2]B"=  -m'«F, 

(«— 2«'4-  ,nn)B^  —  [i,o]B  —  [i,2]B"=^  m«'G, 
{n-in'+  [7T1)B"-[2,o]B-[2,i]B'  =0; 

(„'_2,i"+  [V])Bi-[o,i]b;-[o,2]B';=o, 
(,i'_.2^z"-4-  [1^)b;-[i,o]Bi -[i,2]b;  =  -'  m"/i'F', 

(,i'--2^i"+  pT~|  )B^^  —  [2,0]  Bi  —  [2,i]B;  r=z  -m'/i"G' 


Le  calcul  montre  que  les  quantités  [o,iJ,  [0,2],  .  , .,  qui  contiennent  toutes  en 
facteur  la  masse  d'un  satellite,  sont  petites  par  rapport  aux  quantités 

Il  —  2  n'  4-  (    o    I  ,      .  .  . ,     n'  —  2  Al"  +  I    o    I ,      .  .  .  , 

et  l'on  a  ces  solutions  très  approchées 

B  =  1  ^JL^^  ^         g,^  I ^'G ^         ^„^^ 

2  «  —  2  /i'  -f-  ["  o    {  2  ,j  —  2  /i'  +  I    I     I 

1  m"n'W  ■„,        I  m'n"G' 

Bj= -;  Bj  — ;  B,  "  O. 

2  /l' —  2/l"4-   !      I      I  2    ,i'_2«"-t-   |_2 j 

On  pourra,  du  reste,  si  l'on  veut,  obtenir  très  facilement  les  petites  correc- 
tions de  B,  B',  ...  en  remontant  aux  équations  (17)  et  (f8). 

On  aura  donc  ainsi  l'intégrale  particulière  cherchée,  et  en  l'ajoutant  à  l'inté- 
grale générale  (i4)>  on  obtiendra,  pour  les  intégrales  des  équations  (A)  : 


h  - 

I 

m' nY: 

sint/  4-Msin(^i  +  [3)  4-. . 

2  n~ 

I 

in'  -^  \_ 
m'/iF 

0    [ 

k     := 
h'  =z 

2  n- 

X 

2n'  -{-[_ 
fjin'G 

COS  M  -h  1t1  eus  \^^t  "T    p  j  H-  .  . 

0    1 

1  m"/i'F' 
smj<  H 

2  n'  —  1  n"  +  1    i    j 

2  n- 
I 

2/i'  + 

mn'G 

1    1 

1    h'  - 

I           m"/i'F' 

2  n~ 

I 

2n'  +  r 

I 

\ 

2    ^'_2/z"+   [     ij 

h"  = 

k"  = 

h'"~ 

m'n"G^ 

sinw'+M"  sin(^^-+-|3)  +  .  . 

2  ,i'- 

I 

2  «'_ 

M'"  sin 

2/1"+    [ 

m' «"G' 

2      1 

cosM'-f-M"cos(^^  -f-  j3)  +. . 

2n"+  r 

2     1 

+  . 

•  •  J 

sinw'  +  M'  sin(^i  +  (3) 
(G)   (  k' ■=!  - — cosa4- cos  11'  +  M^  cos ( ^-^  +  p ) 


k"'=M"'cosigt-i-^)+.... 
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En  portant  ces  expressions  dans  les  formules (2),  on  aura  l.s  mci-aliics  (  .,1 
respondantes  des  rayons  vecteurs  et  des  longitudes,  savoir, 


6r 
a 


m 


«F 


I 

^  n  —  2  n'  +  [_  o    [ 

m' iiY 


a' 


n  —  in'  -\-  I    0 

1  m/i'G 

^  n  —  in'  -v-  [ i_ 

"n'V 


cos(2/'-  il)  —    Mcos(/~^^  — (3)  — 

sin  (  2 /' —  2 /)  -h  2  M  sin  (  /  —  ^'<  —  (3 )  4- . . . , 
cos(/'—  /) 


m 


(19) 


ai''    =: 


^  /i' —  1n"■^-  I    I    j 
m/i'G 


/i  —  2  /i'  -H  I     I     I 
ni"n'W 


-cos{il"--il')  —  M'cos(/'  —  ^H  —  ^)—. 
sin(/'  —  /) 


/*  —  in 


-sin(2/"— 2/')  +  2M'sin(/'— ^/  -  f3)  ^^ 


a" 
èr 


i  m'n"G' 


2   „/ 


n' —  in"-\-      2 


-cos{l"—l')-    M"cos(/"-^^-(3: 


'«"G' 


/i'—  2«"4-   i      2     I 


sin ( /"—  l' )  ~[-  iW  sin{l"  —  gt  —  ^)  ^  . . . , 


^=--    M'"cos(r-é^7-(3)-..., 
:  di'"'  =      iW"  sin( r  —  .^^  —  (3)  -h ... . 

Les  termes  qui  contiennent  en  facteur  l'une  des  quantités  F,  G,  F',  G'  sont  les 
inégalités  à  longues  périodes,  qui  ont  des  valeurs  considérables,  à  cause  de  la 
petitesse  des  diviseurs  n  —  2n'  -h  |    o 


9.   Grandes  inégalités  des  longitudes  moyennes.     -  Nous  allons   porter 
les  expressions  (C)  de  A,  X:,  . . .  dans  les  formules  (B);  nous  trouverons  d'abord 

A-  sin  a  —  h  ces  n  -~  M  sin  ( 2  f  —  /  —  ^^t  —  &)  — .  .  . , 

A' sin  M  —  h'  cosu  =  — sin(w'—  u)  +  M'sin(2/'  —  l  —  gt—  ^)  -1-..., 

2  n'-in"-^  r"n 


A  sin«  — h   cos u' =^. -\ TT- SI 

2  /î  _  2  n'  H-  r~t'  1 

k"  s\nu'~  h"  cos  a'  =  M"  sin  (  il"  —l'-,irt  —  ^). 


in(M'-«)  +  M'sin(2r— /'-^/-(3)-^. 
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11  viendra  ensuite 

d'p  _       3 


dt^ 


'n'-     (fM  +  -,  GM' ]  sin{2l'-l  —  gt  —  ^)+..  .1 
_^ F^ Gsindi'-u), 


2 

-f  m  m"  n 

4  «'  "' 


n'  —  2  «  H-      I 


^2 


(20) 


^^=.-2,mn'^\(GM'  +'^-  Fm)  sin(2/' -  /  -  ^^  -  [3) +.  .  .1 

^  m"n''  Uf'W-^  ^,  G'M"")  sin(2f  ~  /'  _  ^^  _  [3)  +. .  .1 

F'Gsin(a'— «0, 


4  y  n'  —  2  «"  4-  I     t    j         «  _  2  /i'  +  |_i_J 

=  -  3m'/i"^  r('G'M"+  ^'  F'M'")  sin(2/"-  /'- ^f  -  (3)  +.  .  .1 

F'Gsin(a'— «)• 


3         ,    „.a"    n; 

-  mm  n'-  — 

^  ^     n  —  2/i'+  I    T 


En  ne  considérant  que  les  premières  parties  de  ces  expressions  et  intégrant 
deux  fois,  il  vient,  pour  les  grandes  inégalités  des  longitudes  moyennes. 


di^ 


3     , 
-  m 

2 


(21) 


dv'=^      3  m 
3 


r~-'~-~     ^V(^GM'+-FM^     sin{2l'-l-^t—Q)-\-...\ 
.2/1'  — /i  —gj  \  a        J  '  o        r/         j 


«' 


èç": 


3  m' 


2  /i  —  n  —  §■ 

n" 

2  n"  — ■  n'  — 


F'M'+^G'M")sin(2/"-/'  — ^«-(3)-+-. 


G'M"+-^F'M'    sin(2/"— /'— -f 


•]■ 


Mais  il  nous  reste  à  considérer,  dans  les  équations  (20),  des  termes  qui,  tout 
en  étant  de  l'ordre  du  produit  de  deux  masses,  jouent  un  rôle  important;  dans 
ces  termes  qui  contiennent  sin(M'—  w),  nous  prendrons  n  —  2/1'=  n'  —  in" 
dans  les  diviseurs,  et  n  =  2n',  n'  =  in!'  dans  les  coefficients.  Nous  trouverons 
ainsi 


(22) 


dH 
dt} 

d-V 
dt^ 

(Pif 
dl"^ 


3    a 
8   a' 


>  2  ,^,  '  .M  " 


j-    ~    «2  mm" 

62 

3  a", 
—  ;rT  —T  n-  mm 
64  a 


K 


n  — .  2  n'  -r- 

1 

I 

n 

1 — 

1 

n  —  2  n'  ■+- 

I 

II 

F'G  sm&  —  — ^  K  sm% 


F'Gsin^ 


3  m"  m  „    .    ^ 
—  ,^— KsmSr, 


„,  ^    .    ^        2  mm'  -,    .    ^ 
F'Gsm2r=:  — „^^Ksm3-, 

n  —  2  n'  -\-  [~î    I  '^  " 


u'—uz^l-  3/'+  2/", 
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THEORIE    DES    SATELLITES    DE    JUPITER.  2} 

\0.   De  la  libration.  Théorèmes  de  Laplace.  —  On  tire  aisément  des  équa- 
tions (22) 

rf*  2r Il  (  ^^'  ^'       9  ^^"  '«        4  ni  m'  " 


dt^        "Va*       '       «'*       '       a"     '^'"' 


On  trouve  par  le  calcul  numérique,  F'>o,  G<<o;  d'ailleurs  n  —  in'  est 
positif;  donc  l'expression  (22)  de  K  est  >o;  en  posant 

■  (m' m"        ç)m"m        ^mm' 

(28)  b^rzzK' 


€  sera  réel;  il  viendra 

-7-7  =  ê-sinSf. 

On  en  déduit,  en  désignant  par  G  une  constante  arbitraire, 


(24)  dt  = 


v/C  —  26^  coss' 


on  est  ainsi  conduit  à  une  intégrale  elliptique.  Dans  la  discussion,  il  y  a  deux 
cas  à  considérer  : 

i''  G  >  2  ê-  ;  3^  varie  toujours  dans  le  même  sens,  passe  par  les  valeurs  ±  -, 

±  211,  .... 

2"   —  2€-<^  G  <  2^- ;  on  peut  faire 

I  d^ 


C  =:  26^  C0S2r',  dt 


y/2ê*  y/cosS' — cosSr 


£r  oscille  entre  les  limites  &'  et  211  — £1';  on  ne. peut  jamais   avoir  S:  —  o, 
^  =  27:,  ...  ;  la  valeur  moyenne  de  &  est  t:. 

Le  premier  cas  doit  être  exclu  ;  soit  en  effet  G  =  2^-  +  t^,  on  aurait,  pour  le 

temps  ï  que  mettrait  l'angle  3^  pour  croître  de  -  à  3  -> 


d"^  r^  dx 


-f        -^ -f  — 

J^     v/r'  4-  2  S-  —  2  ê'^  cos3r      Jo    i/r» 


y/r^  4- 2S- —  2ê'^  cos3r      Jq    y/r*  4- 2  e* -i- 26*  cosj: 
2  v^T^4-  26*         2y/2C* 

avec  la  valeur  numérique  connue  de  ê',  on  trouve 

T  <  4oi  jours. 

Or,  les  observations  ont  montré  que  Ton  a,  à  fort  peu  près, 

2r  —  /  — 3/' 4- 2/"^  180° 
T.  -  IV. 
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CHAPITRE    II, 


et  que  les  variations  de  3^,  si  elles  sont  sensibles,  sont  très  restreintes;  2r  ne 
peut  donc  pas  augmenter  de  90"  en  401  jours.  Le  second  cas  est  ainsi  le  seul 
possible,  et  S-  oscille  autour  de  180**,  sa  valeur  moyenne;  on  aura 

(25)  ^  —  3/'+  2/"=  180»+  ^'={n  —  3/i'+  2/1")  t  +  £  --  3£'+  2£"; 

3'  étant  périodique,  ou  du  moins  toujours  compris  entre  deux  limites  que  les 
observations  montrent  devoir  être  exti'émement  petites,  on  doit  avoir 

(26)  n  —  3n' -\- 2/1"  =:  o, 

et  cette  équation  est  rigoureuse  si  l'on  emploie  pour  n,  n'  et  n"  les  valeurs  con- 
stantes des  moyens  mouvements;  avec  les  moyens  mouvements  osculateurs,  il 
y  aurait  une  oscillation  autour  de  zéro. 
L'équation  (25)  donne  ensuite 

(-^7)  £  —  3£'4-  2£"=  180". 

Les  équations  (26)  et  (27)  expriment  deux  beaux  théorèmes  auxquels  le  nom 
de  Laplace  doit  rester  attaché,  car  c'est  lui  qui  les  a  démontrés  le  premier. 

En  faisant  ^  = -îz  —  x  dans  l'équation  (24)  et  remarquant  que  x  est  très 
petit,  d'après  les  observations,  on  peut  écrire 

,  djc  dx 

dt  = 


v/C+aS^cos^        V^C  +  2o2— ê^a;2 
d'où 

^  =  Dsin(6^  +  E), 
en  faisant 

et  désignant  par  E  une  constante  arbitraire.  On  aura  ensuite 

(28)  ^^/-3/'+2r=i8o°— l)sin(ê^  +  E), 

en  se  bornant  à  considérer  dans  3  l'inégalité  qui  provient  des  termes  du  second 
ordre  par  rapport  aux  masses.  La  période  -^  de  cette  inégalité  est  de  2270  jours, 
soit  un  peu  plus  de  six  ans. 

Revenons  maintenant  aux  équations  (22),  qui  sembleraient  devoir  donner  des 
inégalités  très  considérables,  si  elles  renfermaient  réellement  le  diviseur 
{n  —  3«'-f-  2«")-.  Mais  la  relation  (28)  donne,  D  étant  très  petit, 

sin&rr:])sin(l^  -t-E) 
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il  en  résulte 

I  ,,  ni'ni"    Kl)    .    ,^ 

/   ^//  3 m" m  KD    .    ,_        „, 

(29)  ^  ô/'=-h  -^77-  -g^sin(êf-f-E), 

.,,,  2mm'    KD    .    , -,        „, 

KD 

Laplace  désigne  sous  le  nom  de  libration  rinégalité-^sin(€^H- E),  qui  se 

répartit  ainsi  entre  les  longitudes  des  trois  premiers  satellites,  suivant  un  rap- 
port dépendant  à  la  fois  de  leurs  masses  et  de  leurs  distances  moyennes  à  Jupi- 
ter. Cette  inégalité  est  très  probablement  insensible,  car  toutes  les  recherches  de 
Delambre,  pour  la  mettre  en  évidence  d'après  les  observations,  ont  été  infruc- 
tueuses. 

Les  trois  premiers  satellites  ne  peuvent  jamais  être  éclipsés  à  la  fois. 
En  effet,  la  relation 

(30)  1  —  2,1' +11"— 1^0° 

s'applique  aussi  aux  longitudes  moyennes  synodiques 

L  =  /-/,,         L'-=l'-h,        L"=l"-ti, 
car  /,  disparaît  de  cette  relation-  On  a  donc 

L  — 3L'+2L"  =  i8o°. 
Or,  dans  les  éclipses  simultanées  des  satellites  I  et  II,  on  a 
L  =  i8o%         L'=i8o",         d'où         L"—2-jo-; 
dans  les  éclipses  simultanées  de  I  et  III,  on  a 

L  =  i8o»,         L"=i8o°,         d'où        L'=:i20°; 
enfin,  dans  les  éclipses  simultanées  de  II  et  III,  on  a 

L'=i8o»,         L"=i8o°,         d'où        L=:36o% 

de  sorte  que  le  premier  satellite,  au  lieu  d'être  éclipsé,  peut  produire  sur  Jupi- 
ter une  éclipse  de  Soleil. 


28 


CHAPITRE    11. 


11.  Réduction  des  inégalités  périodiques  des  trois  premiers  satellites.  — 
Les  relations  (26)  et  (3o)  permettent  de  simplifier  les  expressions  (19)  des 
inégalités  provenant  de  R,  et  Rg.  On  en  tire,  en  effet, 


a 


-  m 

1 


n  —  2n'=n'—2n",  2 /"— 2 /' — - 180"+ /'— /, 

Fcos(2/'— 2/), 


n  —  2n'-\-  I    o    I 


n  —  2  n'  H-      o   ] 


Fsin(2r— 2/)  =  (I)sin(2/— 2/'); 


:d) 


Sr'  I 

2L  —  _i(,nG  — m"F') 

a'  2 


a^;'  — -(/nG-m"F') 


n 


cos(/'—  l), 


n  —  2  n'  +  I i_ 

n' 


n  —  2  /i'  +       I 


sin(r-/)=-(II)sin(/-/'); 


dr"  I 

-^  = " 

a  2 

dç"  =  -  m' 


n  —  2n'H-  L 


-G'cos(r-/'), 


n  —  2/i'+      2 


G'  sin(/"—  /')  =  -  (111)  sin(/'~  /"). 


Considérons  les  expressions  précédentes  de  §(',  Iv'  et  ^v"  dans  le  cas  des 
éclipses;  nous  pouvons  rapporter  les  longitudes  à  un  axe  animé  d'un  mouve- 
ment de  rotation  uniforme,  car  son  mouvement  disparaîtra  dans  les  différences 
/ — l'  et/'—  /".  Choisissons  pour  cet  axe  le  rayon  vecteur  mené  de  Jupiter  au 
Soleil,  en  faisant  abstraction  de  l'excentricité  de  la  planète.  Soient  v,  v'  etv" 
les  moyens  mouvements  synodiques  des  trois  premiers  satellites;  nous  aurons 

èv  ^'     (I)sin(2y«  —  2v'^  +  2£  —  2s'), 
ô(^'  — —  (Il)sin(v^  — v'f  4-£  — £'), 
àv"  =  -  (III)  sin (v'/  —  v"  t  +  z'—  z"  ). 

Concevons  que  i  et  t'  soient  nuls,  ce  qui  revient  à  admettre  que  les  deux  pre- 
miers satellites  aient  été  en  conjonction  à  l'origine  du  temps;  en  ayant  égard  à 
la  relation  (27),  on  aura 


V  —  2V   —  V   —  2  V 


£"  =:  90" 


et  les  formules  précédentes  deviendront 


^ç  ■=      (I)  sin((.)Z  +  v^), 

ô(  "=  -  (III)  sin(a)^  +  v"/ —  90°: 
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Or,  dans  les  éclipses  des  satellites,  v/,  v'/  et  V't  -f-  ()(>"'  sont  de-  mnliiplrv  ,|(. 
la  circonférence;  on  a  donc  alors 

ô«^  =  (I)sinco«,         ô(''=:  — (Il)sinw^         w"  —  {\\\)%\n'At. 

Donc,  dans  les  éclipses,  ^v,  ^v'  et  ^v"  dépendent  du  même  argument  w/,  et  la 
période  commune  T  de  ces  éclipses  est 

T-        2^             ^^  /a    i  «- 

1  =  —  = 7  -r=.  4^7^D^Q. 

Ces  résultats  sont  conformes  aux  observations  qui  avaient  fait  reconnaître  les 
inégalités  précédentes  avant  qu'elles  aient  été  indiquées  par  la  théorie. 
Les  inégalités  (D)  ont  pour  valeurs  numériques 

<5('  =  +  25',9  sin(2  / — 2/'), 
ô(^'=:—  61,5  sin(/ — /'), 
êc"  =  -     3,8sin(/'- T). 

Si  l'on  réfléchit  à  la  petitesse  des  masses  des  satellites,  on  voit  que,  pour  ob- 
tenir des  inégalités  aussi  importantes,  il  faut  des  conditions  de  commensurabi- 
lité  aussi  remarquables  que  celles  que  présente  le  système  de  Jupiter. 

12.  Calcul  de  l'équation  annuelle  et  de  l'évection.  —  Ces  inégalités  répon- 
dent aux  deux  dernières  parties  de  l'expression  (i4)  de  R3.  Prenons  d'abord 

3 
Rjzr:  -  nja^e,  cos(/i  —  cr,); 
4 

la  formule 

dz 2     (9R 

dt  na  da 


déduite  des  formules  (4)  du  Chapitre  I,  nous  donnera 

dî.  0/17  .  ,  . 

-=-— e.cos(/.-^,), 

d'où,  en  intégrant, 

(3i)  ô('  =  —  — e,sin(/,  — CT,). 

Cette  inégalité,  qui  est  l'analogue  de  l'équation  annuelle  dans  la  théorie  de 
la  Lune,  est  sensible,  parce  que  le  petit  diviseur  n  a  agrandi  le  coefficient  et 
aussi  parce  que  l'excentricité  e^  de  l'orbite  de  Jupiter  est  notable. 

Prenons,  en  second  lieu, 

R3=:  -ô-«*«*e'C0S(2/,  —  2  5T). 


3o  CHAPITRE   II. 

Les  formules  (4)  du  Chapitre  I  donnent 

de  i5  /i?       .     ,    ,  . 

dt  [\     a 

dm  ]5  «?  ,    ,  . 

e -7-  rrzH -, =-eC0S(2/i —  2Cî), 

dl  4     " 

d'où 

dh^      ±<^  _^  -!^  ^(^cos2/i  +  Asin2A). 

dt  4     n  ^  ^  4     n  ' 

-— := ; î-esin(2/i  —  C7)= 7 i(A:sin2/,  —  A  cos  2 1^  ). 

«f^  4     «  4     « 

11  convient  de  tenir  compte  des  parties  principales  de  R,  et  de  R2,  et,  dans  ce 
but,  de  remplacera  et  h  par  leurs  expressions  (i4)  et  d'intégrer  en  introdui- 


sant les  termes  importants  —  |   o    |^  et  -+-  |   o    | A  des  deux    premières  des 


équations  (A).  On  trouvera  ainsi  les  équations  différentielles 

^-[^/c.-..      :^^Mcos(2/.-^^-P)+..., 

^+QT]A=-:^^Msin(2/,-^«-[3)-....      ' 

Il  y  a  trois  autres  termes  analogues,  dans  lesquels  les  lettres  M,  g  et  (^  reçoi- 
vent les  indices  i,  2  et  3.  En  cherchant  une  solution  particulière  de  ces  équa- 
tions sous  la  forme 

/<  =  A  sin(2/i  —  gt  —  (3),         A'  ==  A  cos  (2/1  —  gt  ~  {3), 

on  trouve  immédiatement 

i5  n\  M 

A  -  7 ~  ; r> 

4  "  2/i,  —  ff—  non 


après  quoi  les  formules  (2)  de  la  page  4  donnent 

(  i  =~T  ~( ""'      , ^    Mcos(2/t-/-g-/-[3) 

1  ^     /^(2»i— ff—  I     O     I) 

(32)  {  ^       

î^;^_  i 'h — ^_^Msin(2/i-/-^^-(3) 

\'in,-g-\    o    I) 


2 


Ces  inégalités  répondent  à  l'évection  dans  la  théorie  de  la  Lune;  mais  il  y  en 
a  quatre  au  lieu  d'une  seule.  La  valeur  (82)  de  ^v  est  beaucoup  moins  forte  que 
la  valeur  (3i),  parce  que  M  est  beaucoup  plus  petit  que  e,. 
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13.   Réaction  de  la  libration  sur  les  inégalités  à  longues  périodes.  — 

Les  relations  qui  lient  les  moyens  mouvements  et  les  longitudes  moyennes  des 
trois  premiers  satellites  résultent  uniquement  des  attractions  mutuelles  de  ces 
astres;  il  importe  donc  de  s'assurer  que  les  actions  étrangères  ne  viendront  pas 
en  troubler  l'exactitude.  Considérons  en  efl'et  une  inégalité  à  longue  période 
qui  affecte  les  longitudes  moyennes  et  qui  soit  due  à  une  cause  quelconque, 
comme  les  déplacements  séculaires  de  l'orbite  et  de  l'équateur  de  Jupiter,  ou 
la  résistance  d'un  milieu  très  rare.  Soient 

lsm{it  -h  o),        V  sin{  it  -h  o),         1"  sin(it  -\-  o), 

les  termes  qui  en  résultent  directement  dans  les  longitudes  moyennes;  la  valeur 
correspondante  de  ^  sera  —  i^\ûn{il  -h  o),  de  sorte  que,  au  lieu  des  équa- 
tions (22),  nous  devrons  prendre  les  suivantes 

-^   —         -^  KsinS -f-X  sm(f^  +  o), 

33)  ;  -^  n:=  —  3 — ^y-  KsmS  —  f^A'sm(i< -h  o), 


On  en  tire 


—r~—       2 — —    KsmSr  — f2X"sin(f/ +  o). 
at- ,  a  ' 


d'^'b 

-T-^  ='3«sinS  —  i-(X  — 3X'+  iV')%\n{u  +  0); 


dt 
soit  posé,  comme  plus  haut, 

2r=:i8o°—  X, 

il  viendra,  en  confondant  sin^  avec  x, 
d^x 


+  g2^  =z  /2 (X  —  3 X'  +  2 X")  sin  {a-\-o)\ 


l'intégrale  générale  est 

(34)  o^  — Dsin(ê^  +  E)+  g^-^jX  —  3X'+ 2X")  sin  (f7  +  o). 

En  portant  cette  valeur  de  x  dans  les  équations  (33)  où  l'on  fera  sinS  — j?, 
et  intégrant  deux  fois,  on  aura  les  expressions  suivantes,  qui  devront  être  ajou- 
tées aux  expressions  (19)  : 

-   ,        /-         m' m"  ^  X-3X'-t-2X"\    ...  , 

,5.,                           ,  .  „       /,,       3m"m^X-3X'+2X"\    .    ,.  . 

(3o)  {o^V—\V ^^77- K. TïZTgl jsin(f^-+-o), 

5,  ,,,       /-,,       2mm' -.  X  —  3X'h- 2X"\    .    ,  .,         . 
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La  formule  (34)  donne  d'ailleurs 

l  —  o 

Le  facteur  ^rzrgi  ^^  réduit  à  zéro  si  l'on  peut  négliger  i^  à  côté  de  ^^;  donc, 

par  le  fait  des  attractions  mutuelles  des  trois  premiers  satellites,  les  inégalités  à 
longues  périodes  de  leurs  longitudes  moyennes  se  coordonnent  de  façon  à  satisfaire 
aussi  à  l'équation  (3o)  et  cela  avec  une  exactitude  d'autant  plus  grande  que  la 

période  est  plus  longue.  Il  faut  que  la  période  —.-  de  l'inégalité  sin(«/  +  o)  soit  no- 
tablement plus  grande  que -^j  laquelle  est  voisine  de  six  ans,  comme  nous 

l'avons  dit  plus  haut. 

L'équation  annuelle  est  à  peine  dans  cette  condition,  puisqu'elle  a  pour  pé- 
riode une  année  de  Jupiter,  soit  près  de  douze  années  solaires.  Nous  avons 
trouvé  dans  ce  cas,  d'après  la  formule  (3i), 


0/  = ^-  e,  sin  (l,  —  ts,  ). 


On  a  donc 


de  sorte  que  les  formules  (35)  donnent 

X-3V+2X"  =  -36'i/iY'    -  1  +  -1V 

\n        II         n  J 


.   ,  „  I    1  m' m"   ^,  //        n'        ri"   \    .     ,  , 

/  i  _  ^       A  \ 

en  supposant  n  —  in'  ~  [^,i" -^  ces  formules  se  simplifient  et  deviennent 

(^   ,  3/ii      /         m' m"        3K     \    .    ,  , 

i^ni  I  ^  V  '^fh      f         3m" m      3K     \    .    ,,  , 

<^o)  \è,l=--  --^e,  (^i  -  -— ^  -^—g.j  sm(/,-  r.,), 

^  /"        ^"»    /   ,  '"'"'       3k:    \  .  .,        , 
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Dans  les  autres  cas,  lorsque  i^  est  beaucoup  plus  petit  que  6',  on  peut  appli- 
quer les  formules  (35),  en  y  remplaçant  r  —  6'^  par  —  ^'^;  il  est  inutile  de  ré- 
crire les  formules. 

14.  Compléments  des  équations  (A).  —  Dans  les  seconds  membres  de  ces 
équations,  nous  attribuerons  aux  arguments  u  et  u'  les  accroissements 

dw  =:  2  Ôp'  —  Ôp,  ou'  =  2  Ôp" —  Ôp', 

§p,  Sp'  et  §p"  étant  déterminés  par  les  équations  (21)  de  façon  à  tenir  compte  des 
grandes  inégalités  des  longitudes  moyennes.  Nous  trouverons  aisément,  en 
remplaçant  u'  par  u  -\-  iSo**,  dans  les  seconds  membres, 

00=1 m'    — , 

•^  2        \  2  /i  —  n  — 


FM+  -GM'    sin(«  — ^;  — (3)— ..., 


(37; 


du'  =  - 

où  l'on  a  fait 


— - — ^^ — -    sm{u  —  gt  —  ^)-h..., 


(2«'—  /i  —  ^)^ 


sin(w  — ^^  — (3)+..., 


=       3  m"  n"  F'  -t-  -  ^  (m'  n^-+-^-  mnA  G, 
2  a   \  a  I 


(38) 


G  =      3^,m"/i'2G'; 
a 


JU' 


3-m/i'2F, 


Dy=:+  3mn'2G  +  -  ('m"/i'^—  4^'«'/i'")  F', 

G' -4--  ^(^m"/i'2-4^'m'/j"^V'- 
2  a  '  \  a'  J 

Il  faudra  ensuite  remplacer  sinw,  cosm,  sinw'  et  cosm'  respectivement  par 


sina  +  cosMÔa,  cosm  —  sinaôw, 

sin  u  —  CCS  u  du',         —  cos  u  -+-  sin  m  ô«'  . 


T.  —  IV. 
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Les  produits  tels  que  cosu^u  contiennent  l'expression 


co 


s u  sm{u  —  gt  —  ^)  =^—  -sin{gt-h^)+  -sin(2  w  —  ^i  — [3). 


Nous  conserverons  les  termes  en  gt-h  ^;  nous  trouverons  finalement  que  les 
équations  (A)  deviennent 


^  -[^k  +[o,  i]Â:'+[o,2]^"+[o,3]r 


4  {2n'—n  —  gf 


cos(^^+(3)+..., 


dh' 


ïh  -  nu  ^'  +  [I,  o]Â:  +  [I,  2]^"+  [I,  3]^^ 


dt 


(A') 


—  \      ^mG(JUM  +  DbM'4-GM") 

+  \  m"F'(^'M  +  olVM'  +  e'M")l  «'  /"f^^^"^^\,  + .  •  • , 
~  -  [^  A:"  +  [2,o]A:  +  [2,  i]Â:'+[2,3]A:" 

4  (2«  — n  —  gY 

^  -  [J^  A"'+  [3,  o]Â:  +  [3,  i]A:'+  [3,  2]A:"=:  o. 


Nous  n'avons  pas  écrit  les  équations  ^n  ^^  -i-?  •  •  •  »  parce  qu'elles  nous  con- 
duiraient au  même  résultat,  celui  que  nous  allons  obtenir.  Pour  intégrer  les 
équations  (A'),  nous  faisons  comme  précédemment 

/:  =  Mcos(^i  +  P),        A'=:M'cos(^i  +  (3),         

En  substituant  et  égalant,  dans  les  deux  membres  de  chaque  équation, 
les  coefficients  de  cos(^;  h-  (3),  nous  trouverons  les  équations 

^)  M  +  ([o,  I]  -  ^)  M'+  ([o,  2]  -  ^i^  M"+  [o,  3]M'"=  o, 

(3^^     ^,^-L^-^)m'^-([.,o]-^)m^-([.,2]-^)m''-.[.,3]M-o, 

{g-  [I^  -  ^)m-+  ([2,o]-  ^)m  +  ([2,  x]_  ^)m'+[2,3]M"'=.o, 

{S-{JI\  )  M'"+     [3,o]  M+    [3,1]  M'+[3,  2]M"  =  o, 


g—  |o 
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oîi  nous  avons  fait,  pour  abréger, 

X  z=in'  —  n  —  g, 
4Ao,o  =  /w'/iFvl.,  4Ao,,  r-m'/iF\)l>,  4Ao,2=m'nF3, 

4A2,o=m'/i"G'Jlp',         4A2,,  =  m'«"G'D!.',        4A,,j  =  m'«"G'G', 

4A,,o  =  (mOJU  +  m"¥'X')n', 

4A,,i  ~.  (mGiii>  -+-  m"FMî/)«/, 

4A,,2  =  (mG3  -\-m"¥'Z')n'. 

L'équation  en  g  que  l'on  déduirait  des  équations  (Sg),  par  l'élimination  de  M, 
M',  M"  et  M'",  serait  d'un  degré  élevé;  on  la  résoudra  par  des  approximations 
successives  qui  seront  faciles  parce  que  les  quantités  complémentaires  A,,^ 
contiennent  deux  masses  dans  chacune  de  leurs  parties,  et  parce  que  ^diffère 
sensiblement  de  in'  —  n,  de  sorte  que  le  diviseur  x"^  n'est  pas  trop  petit. 

15.  Compléments  de  M.  Souillart.  —  M.  Souillart  a  apporté  aux  formules 
données  par  Laplace,  pour  représenter  les  longitudes  des  satellites,  des  complé- 
ments notables  portant  principalement  sur  les  grandes  inégalités  en  il'  —  il, 
/'  —  /  et  /"—  /';  ces  corrections  sont  —  91",  +  18G"  et  —  36"  pour  les  trois  pre- 
miers satellites,  en  laissant  de  côté  d'autres  corrections  moins  importantes;  on 
voit  donc  qu'elles  sont  très  sensibles  et  qu'il  est  indispensable  d'y  avoir  égard. 

Sans  reprendre  tous  les  calculs,  nécessairement  longs  et  délicats,  de  M.  Souillart, 
je  me  propose  d'en  exposer  les  principaux  résultats  par  une  méthode  qui  me 
paraît  assez  simple,  et  qui  apportera  un  contrôle  utile  dans  une  question  impor- 
tante. Disons  d'abord  que  M.  Souillart  a  considéré  les  termes  des  fonctions 
perturbatrices  qui  dépendent  des  arguments 

4/' —  il  —  2GT,  L^l  —  2/  —  XxS  — Gt',  [\l'  —  2/  —  2Cj', 

4f_2Z'_  25t',  ^1"-%1'—W'—-G5\  4/"—  2/'—  2CJ" 

que  Laplace  avait  laissés  de  côté.  Nous  avons  donné  à  la  page  i3  les  expressions 
des  fonctions  perturbatrices  R,,  R'^,  R'^  qui  contiennent  les  arguments  précédents. 
Nous  en  déduisons  immédiatement,  par  l'application  des  formules  (4)  du  Cha- 
pitre précédent, 


de 
dJ 


3,1  e  sin(4^'—  2/—  2ct)  +  ^0,1^'  sui(4^'—  2/—  cr  —  rn'  )  , 


<?-y-  =        rtn,,eC0S(4^'—  2^— 2ÎÏJ)  —  />0,1^'COS(4/'—  2/  — C3  —  5t')    : 


d'où 


dt 

dh 
di 

dk 
di 


ao,iecos(4^'—  2/  —  gt)  —  (^0,1^' cos(4^' —  2/ —  cr'  ), 
«0,1  <?  sin(4^'  — 2/  —  ct)  +-  ^o.i^'  siii(  »/  —  2/  —  ct'). 
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on  bien,  en  remplaçant  l\l  —  2/ par  2u, 
dh 


dt 

dk 
dt 


ao,i(^cos2  w  +  ^sin2M)  —  6o,i(^'cos2a  -f-  h'  sin2M), 


=  aQ^i{h  cos2«/  —  k  sm2u)  —  6o,i(  A'cos2m  —  k'  sin2u). 


dh'    dk'    dh"        dk" 

On  introduira,  de  même,  dans  -j-,  —r-^  -7-  et  -1-  des  termes  en 

dt      dt      dt  dt 


cos  '  cos^  ' 


on  pourra  remplacer  l\l"  —  il' ,  ou  iu'  par  2(z<  h-  iSo")  =  211.  On  trouvera  ainsi 
que  les  équations  (A)  de  la  page  19  doivent  être  remplacées  parles  suivantes  : 


(a) 


/     dh        . 

'     dl-  ^ 


A-  +  [o,  i]/c'+[o,  2]/^"+[o,  3]/c" 


= m'fiF  cosu  4-  «0,1  (^ cos 2  M  4-  h  sin2M)  —  bQ^i{k'  cos 2  u  -+-  h'  sin2u), 


dk 
dt 


+  [JJ  h  —  [o,i]h'—[o,2]h"—[o,3]h" 


^= -h  -  m' nF  sin u  ■+-  ao,t(/icos2M  —  ksin2u)  —  bo,i{h'  C0S2u  —  k'  sinaw). 


^-  CZ]  A-+[i,o]/r-|-[i,2]X:"+[i,3]A'" 

= n'{j7îG  —  m"  F')  cos  m  H-  («,,o  H-  «1,2)  {f^'  cos  211  ■+-  h'  sin2M) 

—  6,,o(Â-cos2M  H-  h  sin2a)  —  Z>,,2(A'"cos2m  h-  A"  sin2M), 


/       dl~^    LJJ  h'  -[1,  0]h  -[l,2]h"-  [1,3^1'" 

=z+-/i'(mG  —  m"F')  siriM  +  («,^9+  a^^^)  {h'  cos 211  —  A-'  sin2M) 


—  &i,o(Acos2?f  —  X:sin2M)  —  b^^^J h"  cos2u  —  Â:"sin2a), 


dh" 
dt 


'>.    \  A:"+[2,o]A'  +  [2,  i]X:'+[2,3]A-" 


=  -m'rt"G'cos«  H-  «2,1  (^"  cos 2 if  +  /i"sin2M)  —  b^^x{k'  cos2u  +  /î'sin2M), 


dk" 
~dt 


2_\  /i"_[2.o]A  — [2,  i]A'— [2,  3]A" 


= m'n"Çj'  sin  u  +  «2,1  ( h"  cos 211  —  k"  sin  2  //  )  —  62,1  (  /*'  cos 2m  —  k'  sin  2  «0» 


rfA 


_  [X]r'+[3,o]^+[3,  i]r+[3,2]/r"=o, 


dt 


dk 
dt 


,-+  QI]  A"'-[3,o]A-[3,i]/^'-[3,2]/*"=o, 
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Voyons  maintenant  ce  qu'il  faut  ajouter  aux  équations  donnant  ^. 


Nous  trouverons  sans  peine 
,.  —  3 


{f') 


n    «o.i«^sin(4/'—  il—  2CT)  — -ib^^^ee'  s\ï\{\l'  —  ^l—zs—  m') 

m'\f^'  1 

—  2nj'  I 


y/â 


a,,oe*sin  (/»/'  — 2/ 


(4o) 


^  _ 
dt''  ' 

d^p"  __ 
dt^ 

Cela  posé,  nous  allons  chercher  une  solution  particulière  des  équations  (a), 
sous  la  forme 

Il  =:B2sin«,         k  =B2C0S«, 

h'  m  B'j  sin  II,  k'  =  Bj  cos  ii, 
h"  =z  B'j'sinw,  k"  =  B;  cos  m, 
h"'=o,  k"'=o. 

Cette  forme  est  possible  parce  que  l'on  aura 

A  C0S2M  +  A  Sin2M  =:        B2COSW, 

h  cos 2  a  —  k  sin  2  u  :rz  —  Bj  sinu, 

de  sorte  qu'en  substituant  les  expressions  (4o)  dans  les  équations  (a),  on  aura, 
dans  tous  les  termes  de  chacune  d'elles,  s\nu  ou  cosm  en  facteur.  On  trouvera, 
en  égalant  à  zéro  ces  coefficients  de  sin  a  et  de  cosm,  et  tenant  compte  de  la 

valeur  2/i' —  n  de  -r-, 
dt 

(/i  —  2/i'+  [~ô    1+  «0,1)1^2—  ([0)ij  +  ^0,1)  B'j  —  [0,2]  B2  =  -  m'nF, 
(n  —  2n'-h  I    I     I  H- «1,0+ «1,2)^2  — ([1,0]  +  ^1,0)62 

—  ([1,2]  4-^,2) B;  =  ^n'{mG—m"F'), 

(  „  _  2  /i'  +  r~r~|  +  «2,1  )  b:  -  [2,0]  b.,  -  ([2,  i]  +  è,,,)  b;  .=  _  i  m'  «t,'. 

Les  valeurs  de  B2,  B!j  et  B^  différeront  peu  des  suivantes 

I  m' nF 


(40 


(42) 


B, 
B, 


2  n  —  'zn'-]-]    <)    l-t-flrp.i 
I  n'(mCj—m"F') 


b;=-- 

*  r» 


n—  2«'-+-[__i_]  +  a,,o  +  a,,s 


2  /i  — 2w^+  I    '•    |  +  q>.i 
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les  petites  corrections  à  apporter  aux  valeurs  (42)  de  Ba,  B'^  et  B'^  se  déduiront 
aisément  des  formules  (4i)  par  la  méthode  des  approximations  successives. 

Arrivons  maintenant  au  calcul  du  complément  de  p  d'après  l'équation  (b). 
Nous  avons,  d'après  ce  qui  précède, 

h=e  sinGT  =  B2  sin{2l' —  l) -hM  sin(^^  +  [3)  +  M,  sin(^i<  +  (3i) +. . . , 
k  =e  C0SGT=:B2  cos(2/'—  0  +  M  cos(^^  +  (3)+. .  .  , 
h'=e'  sincT'=B;  sin(2/'—  0  +  M' sin(^f  +  [3)  +  .  .  ., 
k'=  e'  cosct'=  B;  cos (  2  /'  —  /)  +  M'  cos (^<  -^  (3 )  +  . .  . . 

On  en  déduit  sans  peine,  en  négligeant  les  carrés  et  les  produits  des  quantités 
M,  M,,  ...M',  ..., 

e  sin(2/'—  /  — m)  =M  sin(2/'—  /  — ^f  —  (3)  4-. . ., 

e' sin(2/'— /  — cî')r=M'sin(2/'— /  — ^^  — [3)+.  .  ., 

e^sini^l'  —2I—  2vs)  =  2'BzM sin{2 1'  —  l  —  gt  —  ^)  -^ . .  . , 

ee'  sinilil'  —  2 1  —  TU  —  m')  =  {B^W  +  B'^M)  s\n{2 1'  —  l  —  gt  —  ^)  +  .  .  . , 

e'^  sin(4/'— 2/—  2gt')       =  2B',^M'  sin{2  l'  —  l  —  gt  —  ^) .  .  ., 

et,  en  substituant  dans  l'équation  {h),  il  viendra 


d^ 


\n  I  «0^ 


iB^M-èo.iCBjM +B;M) 

si  11(2/' —  l  —  gt  —  (3)  — 


"''^^a,,,B',W 


d'où 


(43) 


sja 


Lp^j--^-'L^--—  Lo.iB^M-^.iCB^M'+B'.M) 


(^<in'—n  —  g) 

m 

H 

m 


-^'«,,oB;M'|  ?,\n{2l'-l-gt-<^)-... 


Les  termes  non  écrits  se  rapportent  aux  racines  g^,  g.,,  g^,  autres  que  g. 

On  trouvera  de  même  Ap'  et  Ap";  mais  nous  n'insisterons  pas  sur  ce  point  qui 
ne  présente  plus  de  difficulté. 

M.  Souillart,  à  qui  j'avais  communiqué  la  solution  précédente,  m'a  fait 
observer  que  la  même  méthode  permettrait  de  tenir  compte  des  termes  des 
fonctions  perturbatrices  qui  ont  pour  arguments 

6/'_3/— 3cT,     ...,     6/"— 3/'— 3cj',     .... 

On  trouve,  en  effet,  que,  pour  avoir  égard  à  ces  nouveaux  termes,  il  faut  corn- 
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pléter  les  équations  {a)  comme  il  suit, 

^   -[V]A  4-[o,.]A'^-[o,2]^" 

=  —[ZC{k''—h^)-'2^{kk'-  lih')  -H  g(A'î- A'»)]  cos3f« 
—  [6Ckh  —  2^{kh'-hhk')  +  2gk'h']  sin3  w, 

-^  -QI]^'  +  [i,o]A4-[r,2]/c" 

-\-[6C' k' h' -  2  J' (  A'  A"  +  h' k")-\-i  g k" h" ]  sin 3  « 

+  -^^^  !     [#(A*-A^)-2g(M'-M')  +  35(^"-/i'«)]cos3a 
m  \Ja' 

H- [2.fM  -  2(,'(M'H-M')  +  65A:7i']  sin3M  j, 
___[;T]A:"  +  [2,o]A^+[2,i]^' 

//i    \l CL 

= ^  !     [^'ik'^-h'^)-2g'(k'k"-h'h")-^^^'{k"*—h''*]cosiu 

m"  y  a" 

+  \_2§'k'h'  —  2g'{k'h"-^  h'k")  +  65'A:"/i"]  sin3M  }  ; 

les  quantités  c,  ,^,  ...  sont  des  fonctions  des  masses  et  des  grands  axes,  que 
nous  n'écrivons  pas  pour  abréger. 

En  cherchant  la  solution  particulière  des  équations  {a)  complétées  ainsi, 
sous  la  forme  (4o).  on  trouve  que  les  quantités  Bj,  B.,  et  W.,  seront  déterminées 
par  les  équations  suivantes 


o  — (n  —  2/i'H-  I    o    i  H-  «0,1)62  —  ([o>i]  -+-  ^0,1)62  — [0,2]  Bg m' nY 


-(3£B|-2^B,B;4-gB;^), 

0  =  (n  —  2«'+  I    I     I  4- «1,0  +  «,,2)62—  ([ijo]  +  èi,o)B, 
—  ([1,2]  +  6,.2)B;  +  -  n'{m"¥'—  mG) 

+  .^A^  (^g2  _  agBgB;  +  35B'2')  +  ?,c'B',j  -  2^'b;b;  +  g'B;«, 

m' y  a' 
o  =  (,i  _  2/î'+  nn  +  a2,,)B;  -  [2,0]  B2  -  ([2,1]  +  62,,)  Bj  +  lm'n''G' 

-  ^^  (#'b;^ -  2g'B;B'^  +  35'B;»). 

Résolvant  la  première  de  ces  équations  par  rapport  à  Bj,  la  seconde  par  rap- 
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port  à  BU  la  troisième  par  rapport  à  B'^,  et  posant 


I 

m' 

nF 

n  — 

^                 2 

in'  ^ 

o 

4- «0,1 

,                  I 

«'(m"  F' 

-mG) 

^-         1 

ri  — 

1  n'  -h 
m'  ) 

I 

-h  «1,0  -+-  «1,2 

"_          ï 

i"G' 

n  —  1  n'  -+-  I    1    I 

puis  réduisant  en  nombres,  M.  Souillart  a  trouvé 

B.  =  §2  4-  (2,26784)3;  -f-  (4,7885o)b; 


+  (2,46623)B|  — (2,93619)823;  4- (2,80228)6;% 

b;  ~  g;  4-  (2,06801  )B2+  (2,57998)3; 

(45)  l  -(i,44o32)B|  +  (2,90247)B2B;-(r,o77i4)B;^ 

+  (7,25h5)b;b;-(7,ii835)B';S 

b;  =  g;  +  (5,93857)62  +(3,92484)b; 


(46)  ,  _  _ 

4-(2,295o3)b;^— (2,76429)b;B';+(2,62898)b;2. 

On  a  d'ailleurs 

62  =:  (3,59620),      g;  —  —  (3,95926),      g;  =  (4,79357). 

Les  équations  (44)»  (4^)  et  (46)  se  prêtent  parfaitement  aux  approximations 
successives.  Si,  dans  leurs  seconds  membres,  on  fait 

B2  =  g2,      B;  =  g;,      B;=:g'2, 
on  trouve  ces  nouvelles  valeurs 

B,  =  (3,57750),      b;^- (3,95592),      b;  =  (4.73674). 

En  substituant  ces  dernières  valeurs,  on  obtient 

B2  =  (3,57862),      b;  =-  (3,95682),      B'^  =r  (4,73872), 

d'où  résultent  les  inégalités  suivantes  dans  les  longitudes  des  trois  premiers 
satellites, 

i563"sin(2/— 2/'),         —  3735"sin(^- ;'),         226"  sin(r— /') 
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M.  Souillart  avait  trouvé  d'abord  par  sa  théorie  complète,  en  considérant  les 
termes  auxquels  nous  avons  eu  égard  autrement,  les  coefficients 

i56r",     —3787",     226"; 

l'accord  est  donc  très  satisfaisant;  les  nombres  de  Laplace,  pour  les  mêmes  coef- 
ficients, étaient 

i63/i",     —  386o",     262"; 

ces  valeurs  de  Laplace  supposaient 

„   _i  m'n¥  „,  I    n'(m"F'—mG)  „„  i  m'«T, 


2 


/l  —  2«'H- 


n  —  2/i'4-       I  -^  n  —  2/i  H- 


^    /*  —  o  n'  -4-  I     ni 


Les  termes  considérés  par  M.  Souillart  ajoutent  de  légers  compléments  aux 
équations  (39);  mais  nous  ne  pouvons  pas  insister  sur  ce  point. 

En  terminant,  nous  ferons  une  remarque  sur  le  calcul  des  inégalités  pério- 
diques, tel  que  nous  l'avons  présenté  au  commencement  de  ce  Chapitre.  Consi- 
dérons, pour  fixer  les  idées,  la  portion  suivante  de  la  fonction  R,,, 


on  en  tire 


B.o  =  -  m' n-  — 7T  e  cos  (  /'  —  cj  )  ; 
2  a^ 


de  3      ,     «2 

-7-  = m'  /i  -7;  sm  (  r  —  CT  ) , 

dt  2  a'2        "^  '" 

dm  3      ,      a^ 

e  —j-  =  4-  -  m  n  -^  cos {l  —  w). 


Si  nous  voulons  en  déduire  Se  et  eoxs,  il  convient  d'avoir  égard  à  la  variation 
de  GT,  comme  on  l'a  fait  pour  la  méthode  de  Poisson  dans  le  cas  de  la  Lune.  Or, 

d'après  la  formule  (9)  de  la  page  19,  la  partie  principale  de  -^  est  égale 


o  \  ;  il  viendra  donc 


^         3      ,      a"    cos(/'  — gt) 
oe  =z  -  m  n  —7- 


""  «'-CEI 


^         3      ,     a^    sin(/'  —  cj  ) 
eoTjs^  -  m' n  —r-  r—:^'  ' 


2  a 

On  en  déduit 


/,    X  ,^       3      ,      r^«        sin/'  ;^^       3      ,     a'        cos/' 


n  —     <> 


tandis  que  nous  avions  trouvé  (p.  17), 
T.  -  IV. 
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Ces  deux  systèmes  de  formules  sont  en  désaccord.  Auquel  doit-on  donner  la 
préférence?  C'est  au  groupe  (47);  en  effet,  nous  avons  trouvé  les  formules  (48) 
en  partant  des  équations 

dh        3      ,     a'  ,,  dk  3      ,      a-  , 

—r-=-m'n—T-.cosl,  ^- = tn' n  —^r  co S  l' ; 

dt        2  a'^  dt  1  a^ 

or,  il  sera  plus  exact  de  tenir  compte  du  terme  séculaire  le  plus  important  en 

prenant 

dh       I 1  ,  3      ,      «^  „ 

dt        I '  2  a"' 

—, — h  I    ô~~l/«  = m' n  —TT  sin/'. 

dt        ' '  2  a'^ 

Ces  deux  équations  sont  vérifiées  identiquement  par  les  expressions  (4?); 
ainsi,  les  deux  procédés  s'accordent  maintenant.  Nous  avons  omis  la  correction 
précédente  dans  les  inégalités  à  courtes  périodes  parce  qu'elle  serait  très  faible  ; 
on  pourra  du  reste  en  tenir  compte  facilement  si  on  le  juge  à  propos. 
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CHAPITRE  m. 

THÉORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITEK.  -  INÉGALITÉS  SÉCULAIRES 
DES  NŒUDS  ET  DES  INCLINAISONS. 


16.  Formation  des  équations  différentielles.  —  Nous  partons  de  l'expres- 
sion (i5)  du  Chapitre  I,  pour  la  fonction  perturbatrice  R5.  Les  équations 


donnent  sans  peine  (') 


i  -?  =(0,1)0' sin(0  —  ô') +(0,2)9"  sin(ô  —  0")-i-(o,3)9«'sin(9  —  Ô^) 
(0  \  "^ 

(  +  [o]9,  sin(0  —  0i) —  (o)&jsin(0 +  (];), 

/      de  , , 

\  ?  — =— I    o    |9H-(o,r)?'cos(g— 0i)+(o,2)9"cos(g  — g") 
(  2  )  <       "' 

(  +(o,3)9'"cos(0  — 0'")  +  [o]?iCos(9— 0,)  — (o)wcos(ô+(|/). 

On  aurait  des  formules  analogues  en -^»  •'■> -j-^  — 

Il  nous  reste  à  calculer  la  position  de  l'équateur  de  Jupiter  à  une  époque  quel- 


(1)  La  formule  (2)  montre  que  la  moyenne  de  -j-  est  égale  à  —  |   u    |  ;  d'après  la  formule  (9)  du 

Chapitre  II,  la  valeur  moyenne  de  -r-  est  égale  à  +  |    o  |  ,  de  sorte  que  ces  deux  quantités  sont 

égales  et  de  signes  contraires,  ce  qui  est  un  résultat  intéressant.  Je  profite  do  l'occasion  pour  réparer 
un  oubli  commis  dans  mon  Tome  III,  à  la  page  147.  Préoccupé  de  retrouver  les  inégalités  périodiques 
causées  par  l'aplatissement  de  la  Terre  dans  le  mouvement  de  la  Lune,  j'ai  omis  de  parler  des  inéga- 
lités séculaires  correspondantes  de  w  et  de  0.  Elles  ont  été  remarquées  pour  la  première  fois  parllan- 
sen,  qui  les  a  calculées.  M.  G.  Ilill  a  confirmé  ses  résultats  et  trouvé  -+-6',  8aoi  et  —6', 4 128  pour 
les  mouvements  annuels  du  périgée  et  du  nœud. 
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conque,  en  tenant  compte  de  l'attraction  du  Soleil  et  de  celles  des  satellites. 
Les  formules  (i)  (t.  II,  p.  427)  nous  donnent,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes 
séculaires, 

d(^  _       ï        d\S  d^  _  \         dU 


(3) 


dt         fCsiiico  d'^  dt  îGsiiiw  (?(.) 


OÙ  i  et  C  désignent  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  Jupiter  et  son  moment 
d'inertie  polaire.  Ces  formules,  établies  pour  la  Terre  troublée  par  la  Lune,  sup- 
posent que  la  longitude  du  nœud  descendant  de  l'équateur  est  égale  à  —  -];; 
c'est  bien  ce  que  nous  avons  admis  pour  Jupiter  (p.  6).  D'autre  part,  les  for- 
mules (i)  (t.  II,  p.  4o5),  donnent,  en  désignant  par  A  et  B  les  deux  autres  mo- 
ments d'inertie  principaux,  et  par  z  la  distance  du  satellite  au  plan  de  l'équateur, 

U  =  -|/m(2C-A-B)i;, 

d'où,  en  remplaçant/  par  rî^a^,  et  -  (p.  6)  par 

.ç  — ^1  =  9  sin(^ — 9)  +  w  sin(/4- 4^), 

et  ne  conservant  que  les  termes  indépendants  de  /, 

3 

(4)  ^— ~~  8  (2C  — A  — B)m/i2[92_^co«H-2cpcocos(9  +  (]^)]. 

II  faut  aussi  tenir  compte  de  l'action  du  Soleil,  ce  qui  donnera 


où  l'on  aura 
II  viendra  donc 


4     *    ''  'al 


—  =  (pj  sin(/,  —  9i)  -I-  w  sin(/i  -+-  ^). 
«1 


(5)  U=:-  |/i?(2C-A-B)[9j  +  (o-+29iWCOs(0,  +  ^];)]. 

En  faisant  la  somme  des  expressions  (4)  et  (5),  et  la  portant  dans  les  for- 
mules (3),  on  trouve 

d(ù       ^  2  c  —  A  —  B 


dt 


-p-r^ ['^i?!  sin(0i  +  4^)  -i-  7nn^c^  sin{0  -h^)  -h.  .  .] 


"  ^  =  3  j~ [ni  w  H-«j9iCOs(0i  +  4)  +  mn^(x>  -h  mn-<p  cos(9  -h  4»)  +•  •  .]» 

où  les  points  représentent  les  termes  provenant  des  autres  satellites. 
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4> 


(6) 


Posons  maintenant 

,->,      „2C  —  A  —  B     ,  ,, 

©  =  3 y-j^,^ ^'n«_H..., 


,-.       5  2  G  —  A  —  B 

®=3 ^.ç^ mn\ 


et  nous  pourrons  écrire 

il) 


dt 


©cpisin(9i  +  ^)  H-©(psin(9  +  t|;)  4-  ©  cp' sin(9' +  ■>) 


Nous  avons  donc  maintenant,  pour  déterminer  les  dix  inconnues 

les  deux  équations  (i)  et  (2)  et  les  six  équations  analogues,  enfin  les  deux  équa- 
tions (7). 

17.  Changement  de  variables.  —  Adoptons   les   variables  employées  par 

Lagrange  dans  le  cas  des  planètes  (t.  I,  p.  171), 


(8) 


/?  =  9  sin  9,        p'  :=.  9'  sin  9', 


/>'^  z=      w  sirn}',         ^  =  9,  sin^i, 
(7'^  =  — w  cos^»,         ^=9iCOs9,  ; 


[  ^=9  0080,        7'=9'cos9',         ..., 
et  nous  trouverons  sans  peine  les  équations 


^7  +  [Z]  '/  -  (O'07'-  (0,2)  r/'-  (o,3)<7'"-  (o)7'^^+  [o]^^, 
g  -Q^p  4-(o,i)/,'+(o,2)/>"+(o,3)/'+(o)7-=_[o]a\ 


(9) 


dt 


+  rTn7'-(i,o)7-(i,2)7"-(i,3)<-(i)^'^  =  -i-[.]^. 


^-rn/>-+(r,o)/.+(i,2);.--+(i,3)/>"'+(i)/>'^=3-[i]cr, 


^V  ®^ +  ©/>'+©/>" 4- ®/>"-0/>-=-0«, 

Les  quantités  $  et  ^qui  fixent  la  position  de  l'orbite  de  Jupiter  par  rapport 
au  plan  fixe,  à  l'époque  /,  sont  des  fonctions  du  temps  qui  restent  très  petites 
pendant  plusieurs  siècles,   et  dont  nous  donnerons  les  expressions  plus  loin. 


46  CHAPITRE   III. 

Nous  allons  intégrer  d'abord  les  équations  (9)  en  faisant  abstraction  des 
seconds  membres;  nous  aurons  alors  un  système  de  dix  équations  linéaires 
simultanées,  à  coefficients  constants.  Leurs  intégrales  générales  seront  de  la 
forme 


(10) 


P   =N 

sin(6^  +  y)H-Ni  sin(6i/ +  yO  +  . 

.  +  N4  sin(64^  +  y4), 

p'  =N' 

sin(èi-t-y)  +N'i  sin(6if  +  yO +. 

.4-N;  sin(^/4^  +  y4), 

/>'^:=N'^ 

'  sin  (  6^  +  y  )  H-  N7  sin  (  61  ^  +  y,  )  + . 

.  +  N'4^sin(64i  +  y4); 

q    =N 

cos(è^  +  y)+N,  cos(^^i^4-yi) +. 

.  4- N4  005(64^+  y4), 

q'  =N' 

cos(6^  +  y)4-N'i  cos(^*i^  +  yi)  +  . 

.  +  N'4COs(^?4i  +  y4), 

^•^=N'^ 

cos  (  ^>^  4- y )  +  N7  CCS (  èj  «  H- y,  ) -h . 

.H-Ny'cos(^?4^H-y4) 

où  les  N,  y  et  6  sont  des  constantes.  En  écrivant  que  ces  expressions  vérifient 
les  équations  (9)  privées  de  leurs  seconds  membres,  et  égalant  à  zéro  les 
termes  d'argument  bt  h-  y,  on  trouve  les  relations 


('0 


(6  +  [^)N  +  (o,i)N'4-(o,2)N"4-(o,3)N'"+(o)N'^  =  o, 

(i,o)N-(é>  +  [T])N'+(i,2)N"+(i,3)N"'H-(i)N'^  =  o, 
1 

®  N  +  ®  N'-i-  ®  N"+  0  N'"-  {b  ^Q)W''  —  o; 


si  l'on  élimine  entre  ces  cinq  équations  homogènes  les  cinq  quantités  N,  N',  N", 
N'"  et  N'%  on  obtient  l'équation 


(12) 


-(ô  +  EZl)  (o»0  (0,2)  (o,3) 

(1,0)  -(è  +  QT])  (1,2)  (1,3) 

(2,0)  (2,1)  _(^,H..[T])  (2,3) 

(3,o)  (3,1)  (3,2)  -{b  +  \~r} 


® 


® 


© 


© 


(o) 
(i) 
(2) 
(3) 

-(^+0) 


qui  est  du  cinquième  degré,  et  qui  a  pour  racines  b,  ^<,  è^»  ^3  et  b^.  Les  rap- 
ports 


(i3) 


N 


N" 
N 


N 


N 


seront  déterminés  par  quatre  des  équations  (n)  qui  seront  des  équations  du 
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premier  degré  relativement  aux  inconnues  cr ,  . ..,  i'^.  On  mira  de  rn(*'nio 

(  -  (*.  H-  CZ]  )n,  +  (o,i)n;  4-  (o,2)N';  +  (o,3)N';'  h- (o)N','  =  o, 
(!•.) 

l  Co}Ni  +  ®N;+®NÏ-+-@N'i'-(fe.4-0)NV  =  o. 

ce  qui  déterminera  les  rapports 

n;-^"     n;-^"     n;-''"      n;=^'' 

on  arrivera  ainsi  jusqu'au  calcul  de 

n;-^^'     n:-^^'      n;-^*'      n:^^^- 

Finalement,  il  restera  les  dix  constantes  arbitraires 

(i4)  N,  Ni,  N2,  N3,  N4;     y,  y„  y,,  73,  y*. 

Les  équations  (10)  donneront  donc  bien  les  intégrales  générales  cherchées. 
On  démontrera,  comme  on  l'a  fait  pour  les  inégalités  séculaires  des  planètes 
(t.  I,  p.  4i  ")'  ^"^^  l'équation  (12)  a  ses  racines  réelles  et  inégales. 

18.  Intégration  des  équations  (9)  avec  leurs  seconds  membres.  —Nous 
ferons,  pour  plus  de  symétrie, 

(P-      [o]^,        P'==      [i]^,        P'"=     0^, 

(Q=--[0]^\  Q'=z-[l]$,  Q-:=-0$. 

La  première  chose  à  faire  est  de  connaître  les  expressions  de  $  et  de  ^en 
fonction  du  temps.  Nous  choisirons  pour  plan  fixe  le  plan  de  l'orbite  de  Jupiter 
à  l'époque  zéro.  La  théorie  des  inégalités  séculaires  des  planètes  donne,  relati- 
vement à  l'écliptique  de  i85o,  les  valeurs  de  $  et  de  i^,  que  nous  désignerons 
pour  plus  de  clarté  par  ^^  et  ^f,  sous  la  forme 

où  les  signes  V  comprennent  autant  de  termes  qu'il  y  a  de  planètes,  soit  huit; 
les  S  et  ç  sont  des  constantes,  et  l'on  sait  que  les  valeurs  des  s  sont  très  petites. 
Relativement  à  l'écliptique  de  i85o,  la  position  de  l'orbite  de  Jupiter  à  l'époque 
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zéro  sera  déterminée  par  les  formules 


% 


=3:^Ssinç,  ^0=^8  cosç; 


la  position  de  l'orbite  de  Jupiter  à  l'époque  t,  rapportée  à  la  position  qu'elle 
occupe  à  l'époque  zéro,  sera  déterminée  par  les  formules  approchées  (t.  1, 
p.  345), 

On  aura  donc 

l  $  — 2)S[sin(.v^  +  ç)-sinç], 

/    ^  =  2S[C0S(5^4-ç)— COSç]. 

Les  formules  (i5)  et  (i6)  déterminent  P,  P  ,  . . .,  Q,  Q',  • . .  en  fonction  de  t. 

Nous  conserverons  les  expressions  analytiques  (lo)  pour  exprimer  les  inté- 
grales générales  des  équations  (9)  avec  seconds  membres,  mais  en  y  regardant 
comme  variables  les  dix  constantes  arbitraires  (i4)-  La  nouvelle  expression 
de  —-  sera  égale  à  l'ancienne,  augmentée  de 

u  +  «1  +  11^  -h  U^  +  M4, 

en  posant,  d'une  manière  générale, 

(17)  Ui=  --iisin(6,-^+y,)+Ni  -^  cos(^>,;  +  y,). 

Mais  l'ancienne  expression  de  -j-y  ajoutée  à 

I    o    I  q  —  {o,i)q'  —  ...~  {o)q'\ 

donnait  et  donnera  encore  un  résultat  nul  identiquement.  Il  viendra  donc 

u  -\-  Ui  -\-  Mj  H-  W3  -t-  u,^  =  p. 

La  troisième  des  équations  (9)  donnera  de  même,  en  ayant  égard  aux  rela- 
tions (i3), 

ct' w  H- o-'i  Wi  + .  .  .  +  0-4  W4  =  P'. 

On  aura,  d'autre  part,  des  résultats  analogues,  relatifs  aux  quantités  q,  en 
faisant 

(  j8)  Vi  =  -^  cosib^t  H-  yi)  —  N,  ^j  sm{bit-hyi), 
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de  sorte  que  l'on  obtiendra  cet  ensemble  d'équations  : 

l  «  4- «1  + a2-f-«3 -i-«4  — P;  (.^  ^,J4_  v;j4_  t,j4_  t-^  — Q^ 

('9^  '.  (j' Il  -^a'i  //|  -+-  ff',  u-i  4-  a'.^  «.1  4-  (t',,  «.  — :  P';       t'i'  h-  t',  i'i  -h  a'.j  v,  -h  ^'^  r^,  -+-  7.  «■.  -;  Q', 


Pour  résoudre  ces  équations,  il  est  nécessaire  d'établir  quelques  relations 
préliminaires. 

19.  Formules  préliminaires.  —  Posons  pour  plus  de  clarté 

^^^^  na  n'a'  /i"«"'  ,i"'aJ"'  n^'a^     3(2C-A-B)' 

et  nous  trouvons  aisément  les  relations  suivantes,  en  nous  reportant  aux  for- 
mules (2)  et  (10)  du  Chapitre  I^%  et  (6)  du  Chapitre  actuel, 

I  (o,i)c=(i,o)c';  (o,2)c  — (2,o)c";  ...,  (o)c  =  (Ô)c'\ 


En  admettant  pour  les  constantes  — ^ — r, et  «les  valeurs  de  Laplace,  on 

peut  calculer  les  constantes  c,  c',  c" ,  c"  et  c^". 

Cela  posé,  si  l'on  élimine      «»    |  entre  les  premières  des  équations  (ii)  et 


(il,),  puis  entre  les  secondes  de  ces  mêmes  équations,  puis  entre  les  troi- 
sièmes, etc.,  on  trouve 

(6  -  ^^i)  NNi      --      (o,i)(N'N,  -  N',  N)  4-  (0,2)  (iV'N,  -  N';  N) 

-H  (o,3)(N"'N,  -N;N)  4-  (o)(N'^N,  -  \VN)' 

(^-Z>,)N'N;    =      (i,o)(N;N-N'N,)  +  (.,2)(V,N"-N'N'i) 

4-(i,3)(n;n-"-n'N';)  +-(i)(n;n'^-n'nv), 

(6-^)N"N';  r=  (2,o)(NN';-N"xN,)4-(2,i)(N'NÎ-N"iV,) 
4-  (2,3)(N''N';  -  N'N'O  4-  (3)  (N'^N'i  -  N"Nï), 

{b-b,)^"'Kl  =  (3,o)(NN'i'-N.N'')4-(3,i)(N'iY;-N«'N;) 
4-  (3,2)(N''N';  - N*N'; )  +  (3)  (N'^N:  -  N'NV), 

{b-  6.)  N'^NV  =     @(NNV  -  N'^N.)  4-  ®  (N'N-  -  N'^N',  ) 
4-@(N"N7-  N'^NÎ)  4-  ®  (N%\?-  -  N'^NT). 

En  multipliant  ces  cinq  équations,  respectivement  par  <-,     ...  ^\  ajou- 
T.  -  IV  7 
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tant,  et  tenant  compte  des  relations  (21),  on  trouve  que  les  seconds  membres 
donnent  une  somme  identiquement  nulle  et  il  vient 

{h  —  èi)(cNNi  +  c'N'N'i  -h  c"W'W[  +  d"WKl  +  c'^N'^N7)  =  o. 

On  peut  supprimer  le  facteur  b  —  bf  différent  de  zéro,  et  l'on  obtient  l'une 
des  relations  contenues  dans  le  type  général 

c  N,  N,  4-  c'  n;n;  +  c"  n;  n;  +  c'"  XK-^  c"-  N;y  n-/  =0, 

où  les  indices  r  et  s  peuvent  recevoir  les  valeurs  o,  i,  2,  3,  4  sous  la  condition 
r^s.  En  divisant  par  N^N^,  et  introduisant  les  quantités  a^',  il  vient 

(22)  c  +  c'  a;,  cr;  +  c"  cr;  cr;  +  c"  <  al'  +  c'^  a;y  a^^  =  o . 

La  résolution  des  équations  (19)  est  maintenant  facile  :  en  les  multipliant 
par  des  facteurs  convenables,  et  tenant  compte  de  la  relation  générale  (22),  il 
vient 

,  u  =:/P  ^-/'p'^-/'P"^-/''P"'+/'^P■^       v  =fQ  ^-/'Q'+/"Q"+/'"U'"+/'''Q•^ 

j * j      > 

(  «,=/,P4-/;p'+/;p"+/:P-+/rP^        r4  =  /4Q+/4Q'4-/:Q"H-/rQ"-H/rQ'% 
où  l'on  a  posé 


'  ^'  ^11  ^11 


Il  ^" 


(24)    \    „        c  ,,        c o\    „  ,„        C'a 

c  +  c'  a\-  -t-  c"al  2  +  c'"  a",'^  +  c'^  a'/ 


•/l   ,.     î      ^'V;     I      ^"-,"2     ,      ^W-t"'2     i_  ,^tV  _iT2'  -^  1   ^       •/•'  "'1    ,^         '1' 


On  a  maintenant,  d'après  les  formules  (17)  et  (18), 

dT^i  sinv;  ,  .    , 

— '—  =  u;  cos  bi  t  —  Çi  sm  bi  t, 

at 

dl^iCosyi  .    ,  , 
~% — —  ■=  Ui  smbit  -+-  Çi  cos  bit, 

de  sorte  que  l'on  tirera  des  équations  (^S), 
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^"^  =     (/P  ^/'P'  4-/"P"  +/'"  P'"  +/•"  P'")  sin^^f 
+  (/Q-H/'Q'+/"Q"+rQ"'+/'"Q'")cos/>/, 

^^^^^=    (/.p+/;p'+...+/rp-)cos^^ 
-(/iQ4-/;Q'+...-+-/rQ'")sin6.^ 


En  remplaçant  P,  P',  . . .,  Q,  ...  par  leurs  valeurs(i5)  et  (i6),/,/',  . .  .  par 
leurs  expressions  (24),  on  trouve 


dt 
flfNcosy 


—      OL 


"V  S[C0S(.V^H- s  —  <^0     —COSiç  —  ht)], 


"^'^'^"^^  =      3^1^  S  [cos{st  +ç-b,t)  -  cos(ç  -  ^'j  0], 
■ •  •  •  > 

où  Ton  a  posé 

[o]c+[i]c'cr'4-[2]6'"a"+  [3]c'"cr'"+ 0  c'V^' 


3b  — 


c  +  c'c7'^+  c"a"^+  c"'o-'"^+  c'*o-"2 


cDbi ;: — ,  ^ ^^^ z ' 


20.  Résolution  des  équations  (19).  -  On  peut  effectuer  immédiatement  les 
intégrations  dans  les  formules  (26),  et  il  vient,  pour  les  variations  SN  siny,  . . . 
de  Nsiny,  . . ., 

ON  smy=:-%2s[ ^^7^^ +  ^ J> 

aN  cosy  =:  X  2;S  [^^^^^^^  H-  ^^(ipii)]  , 
ÔN^siny.^  Db^^S  [ JZ^^^ +  ô^ J' 


(•■^7) 


On  aura  ensuite,  d'après  les  formules  (10), 

â/)  =  sin  6f  ôNcosy  H-  cos6f  ôNsiny  -H  sin*i<ôN,cosy,H- 

ô^  =  cosè^âNcosy  —  sinôf  ôNsiny  4-  cos^i^ôNiCOsyi— . .  ., 
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et  il  en  résulte 


>  V^    o    /       -^^  ^^]  "^2  «^3  =^4     \       •       /     .  s 


■\^    _    /  DTâ  .Oî)!  DXd^  i)b3  <Dvp4\       . 

(=8)      (  V  c /"  !'''''        "'i^i        a',^,        «r'.S'is        a',3î.,\    .    ,  ,        , 


Us 


Les  oq,  ùq' ,  .    .  s'obtiennent  en  changeant  les  sinus  en  cosinus.  Les  expres- 
sions précédentes  peuvent  se  simplifier  un  peu;  on  doit  avoir 

3b  0b,  3b2  dZ,  i)b4 

—       -f-     — ■      +     — -      4-     -  -       +      —       =  —  I , 

0  Ùi  Ù.2  />3  b/, 

(29)  ■  \    aj)b  Q-'i   Jb,  C7'2^)b2  O^'g  ^bj  «T^  .^b^   _ 


En  effet,  dans  les  expressions  (28),  les  termes  en  sinç  et  cosç  constituent  une 
solution  des  équations  (r)  dans  lesquelles  les  seconds  membres  sont  réduits  à 

—  [oJ^Scosç,        H- [o]  2  S  sinç,        —  [il^Scosç,        H-Cij^Ssinç, 

Or,  cette  solution  se  trouve  immédiatement  sous  la  forme 

/?  =  —  ^S  siiK  =  //  =  //=.  .  ., 
q  —  —  ^?>COSç  —  f/'=:.q"=...; 

car,  en  substituant  dans  les  équations  (9),  il  vient 

I  [0I  +  (o)  +  (o,i)  +  (o,3)  +  (o,3)—  i    o    I  l^Scosç^o, 
I  [i] +  (  I)  4- (i,o)  +  (i, •>.)  +  (,, 3)-  ;^j2Scosç  =  o, 


Or,  ces  conditions  sont  vérifiées  d'après  les  formules  (10)  du  Chapitre  II.  En 
comparant  la  solution  précédente,  qui  doit  être  unique,  à  la  partie  constante  de 
la  solution  (28),  on  obtient  les  relations  (29). 

il  est  facile  d'exprimer  maintenant  les  latitudes  A,  X',  X",  X'"  des  satellites 


Tiii.oi'.ir.  nr.s   sMii.i.nrs   m    iii'ini;. 

au-dessas  du  plan  tixe.  On  a,  en  négligeant  rcxcuiihiciic  ci   Us  pn  tm  l);itHiii- 
de  la  longitude, 

>i  =  sincpsinf/  —  (5)  =«7  sin/  —  /M(i^/. 

Il  en  résulte,  avec  les  expressions  précédentes  de  p  et  de  q, 

\  _2]Ssin(/-ç), 

Soient  A,  A',  A",  A'"  les  latitudes  des  satellites,  rapportées  à  l'orbite  de  Ju- 
piter pour  l'époque  /.  On  aura 

A  —  X  =  (P  cos  /  —  ^  sin  /  =  2  S  si n  (  /  —  ç)  —  2  S  sin  (  /  -  .9/  -  ç), 
d'où 

A"  =:  2  N"sin  (/"  _  A/  _  y)  ^-  2  S  (^l  4-  .  .  .  i-  ^^^  -  i)  sin  (/"-  .^^  -  ç), 
\"'=  2  N"'sin(  r-  /y/  -  y)  +  2  S  (^'^f^  -^  .  .  .  +  ^^  -  i)  sin(r-.ç/  -  ç). 

21.  Détermination  des  constantes  arbitraires.  —  Soient 

0,i,        o', ,       o",        o|,,       '.),!, 

0       y       0"      y"      'v 

^(H  ^D»  ^0>  ^11'  T" 

les  valeurs  des  inclinaisons  et  des  longitudes  des  nœuds  à  l'époque  o,  rappor- 
tées à  la  position  correspondante  de  l'orbite  de  Jupiter; 

/>o,  p[n    •••,  z?;;;    vo,  v»')'    •••'  Vo' 

les  valeurs  que  l'on  en  déduit  par  les  formules  (8).  Les  expressions  çrénriilrs 
de /;,  r/ />•' et  ^''' s'obtiennent  en  l'aisaiil  les  sommes  des  (^[.iv^Hniiv  ,  , ,,) 


(3i) 
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et  (28).  Faisons-y  /  — -  o  et 


dZ 


b  —  s 


Ncosy=/,         N,  cosyi=/i, 

.X,  \    . 

. ..+  -j — —  +1     sinç, 

<7;x4     \  . 

. .  .4-  -r^ — -  +1     sinç, 


Y  =  ^0  +  2  ^ 


o)b/. 


b^  —  s 
b.  —  s 


I  I  cosç, 
I  )  cosç, 


et  nous  trouverons  les  équations 


(32) 


.37  4-  ^1+...+  ^4=:X,  /+  Ji4-..-4-  J4=Y, 
(7'  .37  +  CTi  .37,  4-  .  .  .  4-  0-4  .374  =  X',  0-' J  4-  ct'i  Ji  4-  .  .  .  4-  0-4  74  =  Y', 
' > 

C7"^37  4-  cj'/^i  +  .  .  .  4-  aV.374  =  X'%  <T'^7  4-  C7V>i  4-  ...  4-  0-7/4  =  Y'\ 


Ces  équations  sont  de  la  même  forme  que  les  équations  (19),  et  se  résoudront 
de  même.  On  aura  donc 

a7=N   siriy  =/X4-/'X'4-...4-/'^X^ 
.ri  =  N,  siny.=r/iX4-/;X'4-...4-/rX-, 


y  =N    cosy  =/ Y4-/'Y'4-...4-/"  Y'% 
71  =N.  cosy.=/.Y4-/;Y'4-.  .  .  i-/-  Y'% 


22.  Remarques  relatives  à  l'ordre  de  petitesse  de  divers  coefficients. 
—  Il  convient  de  donner  une  indication  sur  le  calcul  numérique  des  racines  b, 
bi,  —  Ô4.  On  voit  a  priori  que  l'influence  du  déplacement  de  l'équateur  de 
Jupiter  sur  les  déplacements  des  orbites  des  satellites  est  faible,  de  sorte  qu'au 
lieu  de  l'équation  (12),  qui  est  du  cinquième  degré,  on  peut  considérer  cette 
équation  du  quatrième  degré  : 


—  f^  +  l    o   I),     (0,1),     (0,2),  (o,3) 


(3,o),  (3,1),     (3,2),     -{b-^UJ) 


^=  o. 
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L'inspection  des  valeurs  numériques  des  quantités  |  i  \  et  ^i,j )  montre 
que  les  premières  sont  beaucoup  plus  grandes  que  les  secondes,  de  sorte  que, 
dans  un  premier  calcul  d'approximation,  l'équation  précédente  se  réduit  sensi- 
blement à 

On  a  donc  ces  valeurs  approchées 

^,=-[;tj,     6,=:_[j],     b,^-\^,     b,=-  rn . 

La  suite  du  calcul  montre  que  l'approximation  est  déjà  au  moins  de  --^  pour 
les  trois  premières  racines  et  de  ^^  pour  la  quatrième.  En  partant  de  là,  par  des 
tâtonnements  successifs,  on  trouve  aisément  des  valeurs  précises  des  cinq  ra- 
cines et  des  vingt  quantités  af.  Voici  les  valeurs  obtenues  par  M.  Souillart  pour 
les  racines  : 

è=  —  o°,  i^iogig,  èjr^  —  0°, 007  02 1  549, 

bi=.  —  0°,o33  01  19,  63  rr:  —  0°,00I  900  689, 

^4  m  —  0°,  000002  l85. 

Ces  valeurs  sont  exprimées  en  degrés  sexagésimaux  et  rapportées  au  jour  so- 
laire moyen  pris  comme  unité  de  temps.  Voici,  d'autre  part,  les  valeurs  de  S,  5 
et  ç  empruntées  à  Stockwell;  l'unité  de  temps  est  la  même  que  pour  les  ^;  les 
coefficients  S  sont  exprimés  en  secondes  sexagésimales,  et  nous  donnons  leurs 
logarithmes  : 

Indices,               logS.  s.                                     ç. 

o  o     ,      . 

0 o,7i5  3iH  — 0,000003898  21.  6.27 

1 0,29806  —  0,000  oo5oi3  i32.4o.58 

2 T,7i4  io«  —0,000013228  292.49.53 

3 2,171  76«  — 0,000014000  251.45.  9 

4 3,75756  o  io6.ii.i8 

5 2,39339  —0,000  000  5o3  20.3i.25 

6 2,2586i  —0,000002218  133.56.11 

7 3,ii3  8o  —0,000019724  306.19.21 

On  observera  que  le  coefficient  S^,  le  plus  grand  de  tous,  disparaît  des  expres- 
sions (16)  de  ^et  de  ^,  parce  qu'il  répond  à  la  racine  nulles,.  Je  mécontenterai 
de  donner  la  valeur  numérique  de  A,  à  laquelle  parvient  M.  Souillart,  en  me 
bornant  aux  dixièmes  de  seconde  d'arc, 

A=  5",5sin(/-è;-y)  +  33",osin(/-^,  <--/,) +  3',9sin(/-^,  <- y,) 

-  i%4sin(/-Z/3i-y3)  +  3o8",3sin(/-^<-y*) 

+       II",  8  sin  (  /  —  5^  —  ç)  —  3",  5  sin  (  /  -  5,  /  -  ç,)  H-  74",  o  sin  (  /  -  5,  /  —  «,) 

—  i2i59",2siti(/  — .vg  l  —  ç.i)  —  i46i",4sin(/  — 57^  —  57). 
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Le  coefficient  énorme  de  l'avant-dernière  inégalité  vient  de  ce  que  le  diviseur 
^6  —  ^4»  qui  figure  dans  les  formules  (3i),  est  très  petit.  On  a,  en  effet, 

^6  —  ^v  =  —  o",  000  ooo  o33. 

Les  calculs  précédents,  depuis  le  n"  17,  sont  empruntés,  sauf  des  différences 
insignifiantes  dans  la  forme,  à  un  Mémoire  de  M.  Souillart  {Bulletin  astrono- 
mique, t.  XI,  p.  i45). 

23.  Transformation  des  formules.  —  La  période  du  terme  en 

tos  (■^ti  ^  +  56  'h  t)y 

qui  figure  dans  les  expressions  (23)  et  (27)  de  d^^  siny^  et  oN^  siny^,  est  d'en- 
viron 3o  millions  d'années.  On  ne  peut  avoir  la  prétention  d'étendre  la  théorie 
des  satellites  de  Jupiter  à  des  époques  aussi  éloignées.  Les  formules  trigonomé- 
triques  qui  donnent,  dans  ^$  et  ^,  les  inégalités  séculaires  du  nœud  et  de  l'in- 
clinaison de  l'orbite  de  Jupiter,  cesseraient  d'être  exactes  au  point  de  vue  nu- 
mérique parce  que  les  racines  Si  dépendent  des  masses  des  planètes  qui  ne  sont 
pas  encore  connues  avec  assez  de  précision;  et  aussi  au  point  de  vue  analytique, 
parce  que,  dans  ces  conditions,  il  faudrait  tenir  compte  des  carrés  des  masses 
des  planètes.  11  faut  se  borner  aux  besoins  de  la  pratique,  pendant  trois  ou 
quatre  siècles  par  exemple,  et  tenir  compte  du  déplacement  de  l'orbite  de  Jupiter 
en  ajoutant  aux  quantités/?^''  et  ^'"  des  corrections  de  la  forme 

ao  +  a,  ^  +  3^2  ^^  -t-  .  .  .  ; 

on  pourra,  en  toute  sécurité,  laisser  de  côté  les  termes  en  t^.  On  aurait  plus 
vite  fait  de  déterminer  directement  les  §/?'''  et  ^q'^'^  sous  la  forme  indiquée;  mais 
je  préfère  me  servir  des  calculs  de  M.  Souillart,  comme  je  l'ai  fait  déjà  {Bulletin 
astronomique,  t.  XI,  p.  1S9). 
Je  pars  des  expressions  (25), 

^7~^  —  ^W  2^  [C0S(5/  4-  -  _  Z>^  ^)  _  cos(s  —  b,J)]. 

Je  développe  le  second  membre  suivant  les  puissances  de  t,  en  négligeant  t--, 
il  vient 

de  même 

-^~-   —  —  ^^.t  2^  S5C0SÇ. 

Or,  si  l'on  développe  les  expressions  (16)  suivant  les  puissances  de  /,  on 


trouve 

(33 

Il  vient  ainsi 
D'où 
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'0        >,sinO|  — A/  + 0        o,c()s9,        ])/ 


ô  Xi  sin y^  —  -  Oô;  B  ^^  ;  o  N^  cosy-,  rr i~  ,  \  r-. 

Or,  on  a,  en  prenant  encore  le  jour  pour  unité  de  temps, 

o",Oq557  „  0",I20iQ 

A  = .,^f    J  ^         Brrr ^  ^,         Ob,,  =  o" ,  ooo  ooTT —  —  /;,.  scnsiblomcnt, 

36,),  20  3o3,25 

OÙ  il  faut  encore  multiplier  STi,  par  sin  i°.  En  (élisant/  =  30")  2h),  ce  ({ui  cor- 
respond à  dix  siècles,  on  trouve  seulement 

ôNiSinyv  —  —  o",9. 

Nous  pouvons  donc  supposer 

(  3/^ )  (5N;  sin  y.  —  o,         0N4  cos y.  n.-  o. 

Les  expressions  (23)  donnent  ensuite,  en  développant  suivant  les  puissancf-; 
de  st  et  conservant  ht  sous  les  signes  sinus  et  cosinus,  parce  que  h,  />,,  h,  et  6, 
sont  beaucoup  plus  grands  que  les  S;, 


r/N  sin  y 

7h~ 


-X.^  V  S.9  sin(ç—  ht)  ~  Ob^f       P,  ros/>/'  -H  A  sin  A/), 


r/Ncosy  ^-     V^  o  /  7   n        ^-    /       »          ,         t^    •    #    ^ 
'  —  —  X.t  >   S.?COs(ç  —  A/)    :    .)b/(-  -  A  rosA/  -i-  P.  siiiA/), 

d'où,  en  intégrant  sans  ajouter  de  constante, 

.^,    .  ^^  /     r.      .    ,         A  ,         AsinfefH- H  cos/^A 

'         h  \  f>  ' 

ON  cos  y  =  —  /  _  A^sinA/  —  Wtvo^bf  -\ y 

On  en  tire  deux  des  équations  suivantes,  celles  qui  répondent  à  /—  o. 

(aN,sin(^.^--y,.)r=:        -^/P    -^A.   ) 
(35)  ^:  ^J  .         (/-=o.  f.5,3). 

f  ON,  cos{bit  +  y,)  -    -  7^  V  -  -pnf   \ 
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On  a,  du  reste,  d'après  les  formules  (34), 
(36)  d^^sin{b,t-]-y,)  —  o,         §^,cos{b^t  +  y,)  =  o. 

On  aura  ensuite,  en  ayant  égard  aux  relations  (lo), 


(37) 


ri.i 


0  0  0 

k  3  3 


(j'i  5b/ 


p'  =2;^;N,sin(^.,-^  +  y,)  +  B2^'-A^2 


>'^-r=2«^'/^/  sin(6,/  +  y,-)  +  B2 


bi 


A. 2 


^^' 


,'v^2-.vN,.eos(/...  +  y.)--A2  ^^'  -B^2  ^ 


Or,  avec  les  valeurs  données  par  M.  Souillart  pour  3^,  at,,,  3Ï.2»  ^Ti's»  <^/.  (Bul- 
letin astronomique,  t.  XF,  p.  i53),  et  de  a^f  (deuxième  Partie,  p.  i58),on  trouve 


Y     3  b,- 

^      b, 

0 

=::—  0,0000I, 

2 

0 

bj 

■i 

0 

=  — o,oo5i9, 

3 
0 

o-,-  3b,- 

^'Z 

3 

^T  —  o,o26i5, 

3 
0 

apî,,- 

^  b^ 

0 

^1 

3 

Zà    bi 

0 

^ —  o,  i3o6i, 

3 
0 

cr-'3^,- 

Za     b, 

r=-i-o,ooo53, 

3 

2 

C7r3t>,- 
b} 

—      o,7, 


io,3, 


_^    :- +     62,6, 


443,1, 


-      i'7- 


3b,- 


Les  valeurs  de  -r^  sont  calculées  avec  l'année  pour  unité  de  temps;  on  doit 
donc  prendre  maintenant  A  =  — o", 09557;  B  =  — o",  12949,  et  il  en  résulte 


TIIÉOIUK    DES    SATELLITES    DE   JUPITER.  t<) 

([ue,  dans  les  formules  (^j),  les  termes  complémentaires  ont  pour  valeurs 


èp'  =-i",à; 

èp"  =  -    8",  I 

a/>'"  =  -57",4 

ô/>'^=:  +  o",2; 


o",oo2^; 
o",oi'6t; 


èq   =-o%i, 

àg" 


èq'  =+  i",o, 


-+-    6",o  —  o",oo3t, 


oq    =:-h42  ,L\ 


oq' 


On  voit  que  les  termes  en  t  sont  négligeables  pour  les  trois  premiers  satel- 
lites et  pour  l'équateur;  ils  sont  sensibles,  bien  que  faibles,  pour  le  quatrième 
satellite.  Enfin,  les  parties  constantes  sont  appréciables  pour  le  troisième  et  le 
quatrième;  il  y  aurait  lieu  d'en  tenir  compte  dans  la  détermination  des  con- 
stantes N/  et  Y,,  en  modifiant  légèrement  les  valeurs  de/?]^,/?™,  q"^,  q'I.  C'est  à  cela 
que  se  borne  l'effet  direct  du  déplacement  de  l'orbite  de  Jupiter. 

On  aura  ensuite 

/  =z  {q  -\-  oq)  %\u  l  —  {p  -\-  ôp)  COs/, 
\  —  l~  ^X'cosl—^sii\l=  t{\  cos/—  H  siii/), 


d'où 


A  =2^  sin(/  —  bt  —  y)-^  t{o",i2gshil  —  o",og6cosl), 


(38) 


A'  =^^'  sin(/'  —  Z>^  — y)  +  ^(o",  i29sin/'— o",o96cos/') 

0  , 

H-  i",o  si  11/'  -+-  i',  3  co.s/ , 
A"  =y ^."  siu {l"  —  Ot  -  y)  +  l (o",  )  26  sin /"  —  o", 094  cos l") 

+  G",osinr-i-8",i  cos/", 

k 

A"  —  y  ^'"  ï^in  (  r  —  bt  —  y)^t  (o",  1 1 2  sin  /"  —  o",  o83  cos  T  ) 

\  "  +4'i",4sin/"'4-57",4cos/". 

24.  Position  de  l'équateur  de  Jupiter.  —  On  a,  par  les  formules  (10), 

/>'^=      w  sin^};  =  NV  sin(/^,«  +  y.)  +  N'a^  siii(/>3^ +-/:,)  -h.  .  •  +  N"' sin  (/;/ +  7), 
^»^  — —  ojcos^];=N';  008(^1^-+- yO  H-N';cos(/'3<  +  7a) +•  ..  i-N'^^cosl/'f +  7). 

L'inspection  des  valeurs  numériques  des  coefficients  N';,  ....  N'^  montre  que 
le  premier,  N';  est  au  moins  mille  fois  plus  grand  que  la  somme  des  valeurs 
absolues  de  tous  les  autres.  On  en  déduit  que  b,i  h-  7,  est  la  partie  moyenne  de 
180"—  '|,  car  on  a 

ùj  sin ('I  +  b.J-\- 7; )  =  N';    sin {ùj -hy-i  —  b^l  —  y-j -]- .  . . 
+  N'^  sin  {h  t-hy—  0.,t-  7^1), 
—  w  cos(t|  +  ^i  ^  -+-  y,  )  —  N';   -\-  N';  co6{ùJ  4-  y,—  0,  i—yi)-^--- 

-f-N"cOS(///  +  7~  f^J—y:)y 
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et  l'on  voit  que  cos('j'+  h,,t  +  y,,)  ne  peut  jamais  s'annuler,  ce  qui  prouve  que 
l'argument  doit  toujours  rester  compris  entre  ±  --  Posons 

et  les  formules  précédentes  donneront 

co  sinÇ  =  «j[        Û3  siii(Z>3^  +  '/a  —  «^4^  —  74)  +•  •  •  +  ^1  sin(^i^  +  Vi  —  ^4^  —  74)], 
0)  cosC=:  fo,[i  H-  03  co^{b.j  H-y:j  —  ^i^  ~  yO  +■  •  •  +  ^1  cos(/>>i^  +  y\—  1>'J  —  '/i)]- 

On  n'a  pas  écrit  les  deux  termes  multipliés  par  6  parce  qu'ils  sont  négli- 
geables. On  en  tire  avec  une  précision  suffisante 

Ç  =  03  sin  {bit  +  y.^—  ba  —  y^)-h..., 

(o  =  coi  [  r  +  Ô3  cos  (  Z^a  ^  +  ys  —  ^»4  i  —  y4  )  + .  .  .  ] . 

Avec  les  valeurs  numériques  (Souillart,  deuxième  Partie,  p.  169) 

log  03  =  4^42637;         logÔ2  =  4,45i43«;         log^i  =:4,i6o63„;         ot),  =  3"4'7"' 
il  vient 


(39) 


iSo°— ^  —  b^t -h  y^  —  2g",gsin{bil  +  yi—  b^t  —  y^) 

—  58",3sin(Z^2^  +  y2—  b^t —  y^) -h  55",  i  sinib-J -h  y^—  b,,l  —  y.,), 
cj  rr  (Oi—  i",6  cos(ti^  +  yi  —  ^4^  —  y4) 

—  3",  I  cos{b<it  ^  y-i  —  b^t  —  y^)  -+-  3",o  cos(Z>3<  +  ys  —  Z>4«—  y,). 


Ces  formules  montrent  que  le  nœud  de  l'équateur  de  Jupiter  sur  le  plan  fixe 
est  animé  d'un  mouvement  uniforme  de  précession,  dans  le  sens  rétrograde,  de 
2", 873  par  an  (la  quantité  dont  croît  l'arc  bj,t  en  une  année  julienne)  ;  il  y  a 
en  outre  trois  termes  pour  exprimer  la  nutation  ;  les  périodes  de  ces  termes 
sont  respectivement  d'environ  3o  ans,  i4o  ans  et  620  ans.  L'inclinaison  de 
l'équateur  n'a  pas  de  terme  séculaire,  et  les  trois  termes  qui  expriment  la  nu- 
tation sont  faibles. 

Calculons  maintenant  la  position  de  l'équateur  de  Jupiter  par  rapport  à  l'or- 
bite actuelle  de  cette  planète.  Soient  o)'  et  ^'  les  quantités  analogues  à  w  et  (]^. 

En  faisant 

on  aura 

d'où 

l        w'sin(|''^      w  sind>  —  A^, 
(  — oj'cos '-!>'= — &jcos'4>  —  B^. 


(4o) 
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Il  est  l'acile  d'en  tiiei'  eu'  et  j^',  en  faisant 


il  vient,  en  effet. 


II  en  résulte 


ùjccs'l»  Avj'  -+-  siinj'  Aw  —  —  A^ 

(,)  Sill'l  1^  —  COS'^  Aw  =: —  hty 

A',j  =  —  t{A  sirnl^  —  B  cosv];). 


\  d,'  :=z  ibo''—  0:,t  —  y^  —  t î ^  -+-  nutation, 

(40  y  ^  co 

(  co'  —  wi  +  f  (—  A  sin^|>o  -+-  B  cos<Vo)  +  nutation. 

Nous  avons  mis,  dans  les  petits  termes  en  /,  au  lieu  de  ']^,  la  valeur 
•]/^  =  —  i^4°45'  qui  répond  à  i85o,o.  Avec  les  valeurs 

A=  — o",095o7,         B  =  —  o",  1 2949, 
on  trouve,  en  une  année, 

Acosd>o  +  B  sinJ/o  „       ., 

B  cos^j^o  —  A  siu'lo  ==  +  o",o233, 

d'où 

^'  =  i8o<î—  y^  —  o",  100^  +  nutation, 

w'=:w,  +  o", 02,33^4- nutation. 

Le  coefficient  de  /,  qui  était  positif  dans  ^,  est  négatif  dans  ^'.  Donc  le  nœud 
de  l'équateur  de  Jupiter  sur  l'orbite  actuelle  de  la  planète  est  animé  d'un  mou- 
vement direct  très  faible,  il  est  vrai.  Laplace  avait  trouvé  un  mouvement  rétro- 
grade très  petit  aussi.  C'est  M.  Souillart  qui  a  donné  le  sens  direct;  il  a  montré 
que  la  conclusion  de  Laplace  était  fondée  sur  une  valeur  de  b^  légèrement  in- 
correcte. 

Les  valeurs  numériques  des  expressions  (38)  sont,  d'après  M.  Souillart,  en 
négligeant  les  petites  corrections  introduites  en  dernier  lieu, 

A  z=4",8sin(/— 6^-y)-+-33",osin(/-6,^-y,)-)-3",9sin(/-^'i<-y,) 
—  i",  f^{l  —  b,t  —  y,)  -\-  t  io3f  ,5  sinil  —  b^t  —  y^), 

+  1 0980",  4  si  n  (  /'  —  64  ^  —  74  ), 
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A"  =  -57",4sui(r-Z>ii-yi)+644",2siQ(r-62«-y2)+97".3sin(/"-^'3^-y3) 
+  i0749",7sin(r— 64^  —  74), 

A"'  =  -i",5sin(r— ^1^  — yi)  -ii^  ,?,ih\{L"' -  bU —  y.,)  +%\\"  ,[^?,m{l"' —  b,t —  y^) 
H- 9595",4  sin(r— ^4^  — yi). 

Remarque.  —  Les  derniers  termes  de  ces  formules  sont  de  beaucoup  les  plus 
importants;  considérons  les  seuls  pour  un  moment,  et  remarquons  que  nous 
pouvons,  d'après  l'expression  (4i)  de  'Y,  remplacer  6,, ^  4- y,  par  180*^—^'; 
observons  encore  que  co'  ==  3''4'7">3  diffère  peu  des  coefficients  des  termes  con- 
sidérés, dans  A,  A',  . . .,  et  nous  aurons 

Ao  •=  —  ]jLw'  sin(/ 4- 'J>'),         A[,  =; — /jl'co' siri(/' H-  6'), 
A^  =  -  |jl"u)'  si  m  (  l"+  ^'  ),         a;'  =  -  .u'"co'  sin  (  /'" +■  ^'  ), 

en  désignant  par  [x,  [j,',  \l"  et  li."  des  facteurs  peu  différents  de  i.  On  en  conclut 

sin  9  sinô  = /jiw'sinJ;',         siii9Cos9:=  —  /Jt.oj'cos'|i', 

Q  =  B' =  e"  =  e"'  =  i%oo—^', 

Donc  les  plans  des  orbites  des  satellites  couperaient  l'orbite  de  Jupiter  sui- 
vant la  même  droite  que  le  plan  de  l'équateur  de  la  planète.  Ces  plans,  dont  les 
orbites  réelles  s'éloignent  peu,  sont  les  plans  fixes  considérés  par  Laplace;  les 
coefficients  de  sin(/''^  —hj  —  y^)  sont  peu  différents  de  l'inclinaison  w',  de  sorte 
que  les  plans  fixes  font  avec  l'équateur  de  Jupiter  les  angles  ç^'^ —  w'  : 

10;        ^7'        H*^"»        24    12. 
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CHAPITRE  IV. 

THÉORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER.   -  INÉGALITÉS  PÉRIODIQUES 
DES  LATITUDES.  -  ÉQUATIONS  SÉCULAIRES  DES  LONGITUDES. 


(2) 


25.  Inégalités  périodiques  des  latitudes.  —  Nous  prenons  comme  point 

de  départ  la  formule  (i6)  du  Chapitre  1,  en  utilisant  d'abord  la  première  ligne. 

Les  équations 

,     ^9  âR,  .    d9       âK 

^   '  '  dt  â6  '  dt         d<^ 

nous  donneront 

^  r=-jo,i{[9sin(/i/'-2^-29)-<?'sin(4/'-2/-9-9')], 

O   ^  =-^jo,lj[cpCOS(4/'-2/-29)-o'COS(4/'-  2l-d-e')], 

ce  qui  peut  s'écrire 

[      ^?  =^^_jo,]j[(9COS0-cp'cos6')sin(/i^'-2/-0)-(?sine-(?'sin6')cos(4/'-2/-9)], 
I  ^  'lî  --f-|o,ij[(ocos6-9'cos6')cos(4/'-2/-  e)  +  (osin0-cp'sinô')sin(4/'-2/-0)]. 

Or,  les  formules  (10)  du  Chapitre  III  donnent 

9  cosô  =  V  N  cos(^^  H-  y)  -H  N»  cos{b,,t  ■+-  y^); 

on  peut  prendre  ici  (voir  page  62) 

h^  t^y^=i  80°  —  4/',         N*  —  f^w'  ; 
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il  vient  donc 

<p  sin9=:  V  N  sin(A^  +  y)  +  fxo'  siii'l', 

(pcosô  =  \^N  co?,{bt  ■+■'/)  —  i^w'  cos^'. 

Le  signe  V  s'étend  seulennent  a  h,  b^,  h.-,  et  h^.  On  aura  de  même 

o'  sinS'—  VN'  sin(^>«  +  7)  4-fjL'oj'  sin<j^', 
o'  COS0'  =  \^N'  cos(ht  4-  y)  —  /j.'o)'cos'|', 

et  les  équations  (2)  deviendront 


do        (         , 


je 


2(N-N')  sin(/',/'-  9J  ~0~ht-y) 
+  (|ui-^')o)'sin(4/'-^/-5H-^')|, 

0''l  r      2(^~"^")^^^(^''"~^^'~  B-hl  —  y) 

—  (fJl  —  fJl' )r,)' C0S(/4 /'  -  C?  /  -  9 -i-  'I')  I  . 

Il  faudrait  encore  substituer  pour  0  sa  valeur  en  fonction  de  t;  mais  il  nous 
suffira  de  remarquer  sur  la  formule  (2)  du  Chapitre  précédent  que  —  |  <>  |  est 

le  terme  le  plus  important  de  la  partie  constante  de  -r-y  de  sorte  que,  pour  le  but 
actuel,  nous  prendrons 


=  const. —     «>     <-+-••• 


Nous  pourrons  donc  intégrer  les  expressions  précédentes  de  -^  et  de  —^  et,  en 
supposant  ^'  constant,  il  viendra 


ô(p=jo,i  j  f-  y  ■ ^"^^ ^^- -co^{\l'  -il-e-bt-y) 

I  -in  —  ^n'  -h  b  —  [    o    I 

2rt  —  4/î'  —  I     o     I  J 


èB  =  \o,i\  [—2 T^^^ ^'  s\n{^l'  -il-B-bt-y) 


lit  —  \n'  +  b  —  [ 


2  «  —  4  '*  '  —  I   Q   I  J 
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On  aura,  pour  les  inégalités  correspondantes  de  la  latitude  A, 

dl  =  sin(l  —  9)  $o  —  co&{l  ~  e)(^  $9, 

-ht -y) 


(  ^^=!o'>iri; —  ^^     , ^sin(4/--3/ 

in  —  4w'  —  I    o   I 


(3) 


Considérons  maintenant  la  seconde  ligne  de  l'expression  de  R„;  en  opérant 
comme  précédemment,  nous  trouverons 

-^  =—  [o]  [(cpcos9  — o,  cos9,  )  sin(2/,  —  5)  —  (cpsinô  —  cp,  sinô,)  cos(2/,  —9)], 
(p-v-  =+  [o]  [(?  cos9  —  9i  cos9i)cos(2/i  —  9)  +  (9  sin9  —  o,  sin9, )  sin(2/,  —  0)]. 

-^  =— [o][9  cosô  sin(2/i  --  6)  —  9  sinOcos(2/,  —  9)  —  91  sin(2/j  —  9  —  9,  )], 
9-5-33;      [o]  [9  ces 9 ces (2/1—  9)  H-  9  sin9  sin(2/i  —  S)  —  9,  cos(2/,  —  5  —  9,)]. 
On  peut  laisser  de  côté  le  terme  en  9,,  parce  que  o,  est  très  petit;  on  trouve 
~®  =-[0]  \'^^^m{'2l,  —  e-bt-y)-p.(^'  sin(2/, -9-}-'y)|, 
9  —  —      [*^]     2  ^'^0^(2^1  —  Q  —  bt  —  ■/)  — ,uw'  cos(2/,  —  54-(];')  L 
09  —      [o]      V cos(2/i  —  B  —  bt  —  y) 

y^^^  2  11^  —  b  +  \  o  1 

2/^,  +  [    o    I 
9Ô9=r       [o]  [y ?!!____^sin(2/,-5-/>f-y) 

l^'*^  2/J,  —  6-f-  I     O     I 

if^^L sin(2/, -5  4-<]/')] 

^«i  +  CôU  J 

[  a>>r=~[o]  [y ^^    _        _  sin(2/.-/-/v/-y) 

j  |_^2/^,-^  +  |    o   I 

2/f,+  |_oJ  J 


^"'  C0S(2/.  -g-f-4^')"| 


(4) 


^  sin(2/,  — 

2 /il  +  I   o    I 

T.  —  IV. 
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Dans  les  éclipses  du  i^""  satellite,  on  a 

/i=;:  /+ 180",  ll^—l—l, 

et,  par  suite,  les  inégalités  (4)  dépendent  des  mêmes  arguments 

l—bt  —  y,     l—byt  —  y^,      ...,     /+<]>' 

que  les  termes  des  formules  (38)  du  Chapitre  III. 

Considérons  enfin  les  termes  de  la  troisième  ligne  de  l'expression  de  Rc-  En 
procédant  comme  plus  haut,  et  faisant  usage  des  formules 

91  sin0  —  co  sin4'=:  2^  sin(Z>^  +  y)  —  (i  —  [jl)w'  sin^'', 

9  cos9  H-  0)  cos^J;  =  ^  N  cos{bt  +  y)  -H  (i  —  ^j.) (»i' cos^' , 
on  obtient 

â^=^-(o)ry ^    , ,  sm{l-bt-y)-+-       ''J"       a)'sin(/  +  4.')l. 

L^*^  '?.n  —  b  +  I    o   1  2/1  +  I   o    I  J 

On  pourrait  réduire  cette  formule  h 

(5)  ôX  =  -(o)2^,sin(/-6^-y), 

mais  ces  termes  sont  très  petits,  et  on  peut  les  laisser  de  côté. 

Nous  donnerons  enfin,  sans  les  démontrer,  les  formules  analogues  aux  précé- 
dentes pour  le  2^  et  le  3^  satellite  (Souillart,  première  Partie,  p.  i4o)  : 


ÔX'=: 


(6) 


1,0!  ïy  ^ ^^^ sin(3/'-2/^^^  — y) 

sin(3/'  — 2/+d;')l 


(fx'—  ^)a)' 


in  —  [\n' 

N'  — N" 


^^^2n'-fin"-^b 


sin{fil"—3l'—bt—y) 


iix'-ix")^' 


èl"=:         \2, 


(7) 


•ifi; — - 


in'  —  ù,n"—  Q 

N"-N' 


sin( 


4/"_3/'+^')1. 


in'  —  4 «"  —  I    '^- 


?>m{?>l"  —iV  —bt—y) 


SI 


n(3/"— 2/'+»];')] 
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26.  Equations  séculaires  des  longitudes.  —  L'une  des  formules  (A;    il, 

p.  169)  nous  donne,  en  négligeant  e'*  et  9^  devant  e  et  9, 

.gv  ^_ i.  f^  e     (?H  9     ()R 

dt  na  da        inà^  de        2na^  d(^  ' 

Nous  allons  appliquer  cette  formule  à  la  portion  de  la  fonction  R3  (iWrp.  9) 
dont  nous  n'avons  pas  encore  tenu  compte, 

R3  rr:  i  na'[o]{e'l  -9l)^^  nla^e\  -  9?); 

nous  trouverons 

de  3  «f 

Or,  les  éléments  <?,  et  9,  de  l'orbite  de  Jupiter  sont  soumis  à  des  inégalités 
séculaires  provenant  de  l'action  des  planètes.  On  a 

(9)  ei  —  e^-i-e^t,         9,3=924-93/; 

il  en  résulte 


de  3  n 

di 


—  -    -7-[e2—?l  +  2(^2^3—  9293)/], 


2    n 


d'où 


9  2 

(10)  £  —  s^-^£^t-\-£'t-;         £' =—  -  ^  (^263  — 9293). 

Le  terme  l't-  donne  naissance  à  une  accélération  séculaire  du  moyen  mouve- 
ment. On  a 

62=0,0.48239;         6'3  =  0,000001  3o5, 

et  il  vient,  en  ne  tenant  compte  que  de  e^  e.^  dans  e',  et  considérant  le  4*  satel- 
lite, 

e't^=:—o",oooo^l-, 

où  t  est  exprimé  en  années  juliennes;  le  terme  z't'-  est  ainsi  insensible  pendant 
très  longtemps  pour  le  4"  satellite,  et  a  fortiori  \)Ouy  les  autres;  la  partie  des' qui 
contient  cp^  et  93  est  encore  plus  petite.  Il  n'est  pas  inutile  de  rappeler  que  c'est 
en  travaillant  à  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter  que  Laplace  a  trouvé  le  terme 
t't'^  qu'il  a  transporté  à  la  théorie  de  la  Lune  où  il  se  trouve  prendre  une  valeur 
importante. 

Il  y  a  lieu  d'examiner  maintenant  les  inégalités  périodiques  les  plus  impor- 
tantes de  l'élément  £.  Dans  la  formule  (8),  il  faudrait  remplacer  R  par  R^,  puis 

par  R5;  mais  Ra  et  -^  contiendraient  les  carrés  et  les  produits  des  quantités  M, 
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M,,  ...,  i\r,,  ...  qui  sont  très  petites.  Nous  nous  bornerons  à  prendre  R:=R3, 
mais  sous  la  forme  primitive,  résultant  des  formules  (6),  (7)  et  (9)  du  Cha- 
pitre I  : 

R5  =  —  i//;2'B(i)[9^+9'2— 29cp'cos(0  — Ô'  )] 
o 

(10)  /  —l     nla^    [o2+cp2_2<v59jcos(0  — 9,)] 

o 

Jn-      [9^+ 0)^ -h  2903  008(4»  4- 5  )]• 

La  formule  (8)  donnera,  en  réservant  pour  plus  loin  le  terme  — ^  3—1 

dz        I  (?B^" 

^-  =  7  m' na}  —. —  f  o^  +  9'^  —  2  cpm'  cos  {b  —  6'  )] 
dt       l\  oa    '-  '         ^  ^  ^  '-' 

(11)  {  +- ^  [9'-^-?? -2  9?icos(0-0i)] 

fl 

~  3J  —  [9^+  co^  H-  29C0  cos  {^  -h  0  )]. 

On  a  maintenant 

(p2_|_  jp'2_  299'cos(0—  ù')  =  (/?  —  pT'-h  {g—  q'y-, 

p  -/>'=  2  ^^'  ~  ^'^  ^^"^^^  +  '^^  +  (f^  -  /^')«'  sin^', 
7  —  ^'=  V  (N  — N')cos(6^  +  y)  —  (/ji  —  fji')&j'cos4^'. 

La  somme  des  carrés  de  ces  expressions  est  négligeable  à  cause  des  petits 
facteurs  N  —  N'  et  (x  —  u.'.  On  a  ensuite 

9'''+  0)2+  2  9WC0S(^];  -4-  Ô)  =  (/)  -— />'^)2+  {q  —  q'^Y, 
p  — /»"  =  ^  N  sin(i;  +  y  )  —  (i  —  /ji.)co'  sirnj;', 

ç'  -—  7'"=  V  N  cos {bt  +  y)  +  (i  —  i^)w'cos^p'; 

la  somme  des  carrés  de  ces  expressions  est  négligeable  à  cause  des  petits  fac- 
teurs N  et  I  —  a.  Enfin,  dans  la  formule  (11),  on  peut  négliger  la  très  petite 
quantité  ©^  et  il  reste 

(f^  =  p^  +  q^=\^Ns'm{bt-hy)-\- lJ.(^'s\n']/'\   h-     V  N  cos(^>^  +  y)  —  jjico' cos^]>'     , 

ce  qui  peut  être  réduit  à 


9^  =  —  2/jia)'  ^N  cos{bt  +  y  +  4')' 


TiiKOKiK  i)i:s   SAri:i.i.rn:>   di.  .himii.k.  (],, 

Si  l'on  remplace-  -^  par2[o],  les  termes  déjà  considérés  dans  la  formule  (i  i) 
se  réduisent,  dans  le  calcul  approché  que  nous  nous  bornons  à  faire,  à 

(•2)  ^-=-4[o]{jiw'2Ncos(i>^4-y-+-tj>'). 

Il  nous  reste  à  tenir  compte  de  l'équation 

ds  _     9     dRs 
dt       2«a^    6>9 
qui  peut  s'écrire 

ds  I     ^dQ I  /     dp  dq 

'dt~'i^    'di~^y  'dï  ~  ^'  dt 

en  ayant  égard  aux  formules 

dO  i      ÔK 

di^lï^^J^'         /.  =  9sm5,         7-9COS9. 

Or,  on  a 

/>  =  2Nsin(^>^4-y)  +  ^co'sirn].',         ^J  =— ^  ^N  sin  (^'^  4- y)  —  p^j'/^;  siini/', 
'7  =  2^^^^^^'"^  V)  ~/^^'cos^',         'dL~      'y  ^NcosC^'^  +  y)  —  paj'6iC0St]>'; 
il  en  résulte,  en  prenant  le  terme  le  plus  important, 

(i3)  ^r=-i^co'2^Ncos(Z^Z  +  y  +  d/'). 

En  faisant  la  somme  des  expressions  (12)  et  (i3),  il  vient 

^  =  —  4[o]/jiw'  2  N  cos{bt  +  y  +  ^|/')  —  -  fjLoj'  ^  ^'N  cos{bt  +  y  +  ^'), 
(i4)         Ô£  =  — 4[o],a&j'2-sin(^/  +  y +  4^')  — -i^w'2    N  sin(^>^  +  y  4- ^j^'); 

le  premier  terme  de  cette  formule  est  de  beaucoup  le  plus  important. 

Je  renvoie  aux  deux  Mémoires  de  M.  Souillart  pour  le  calcul  détaillé  d'un 
nombre  assez  grand  de  termes  petits  et  cependant  sensibles,  qui  proviennent  de 

d£ 

la  considération  attentive  de  l'expression  complète  de  ^>  et  notamment  des 


dt 


termes  en  e  et  e'  négligés  d'abord. 
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THÉORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER.  —  DES  ECLIPSES  DES  SATELLITES. 
DÉTERMINATION  DES  CONSTANTES. 


27.  Considérations  préliminaires.  —  Les  mesures  micrométriques  permet- 
tent d'obtenir  les  éléments  des  orbites  des  satellites  des  planètes,  mais  avec 
une  précision  assez  faible,  à  cause  du  raccourci  sous  lequel  nous  apparaissent 
les  angles  ayant  leurs  sommets  au  centre  de  la  planète.  Dans  le  cas  de  Jupi- 
ter (')  on  peut  arrivera  une  précision  plus  grande  par  l'observation  des  éclipses 
des  satellites.  Jupiter  projette  derrière  lui,  relativement  au  Soleil,  une  ombre 
dans  laquelle  les  satellites  se  plongent  près  de  leurs  conjonctions.  Les  incli- 
naisons des  orbites  des  trois  premiers  satellites  sur  l'orbite  de  Jupiter  et  leurs 
distances  à  la  planète  sont  telles  que  ces  corps  s'éclipsent  à  chaque  révolution, 
mais  le  quatrième  cesse  souvent  de  s'éclipser. 

C'est  l'observation  des  éclipses  qui  a  révélé  les  inégalités  les  plus  importantes 
des  mouvements  des  satellites.  Cependant  ces  phénomènes  présentent  des 
causes  d'erreur  assez  gênantes.  D'abord,  un  satellite,  avant  d'entrer  dans 
l'ombre  pure,  pénètre  dans  la  pénombre,  et  son  éclat  s'affaiblit  graduellement, 
de  sorte  que,  si  la  lunette  de  l'observateur  est  de  force  médiocre,  quand  elle 
cessera  de  montrer  le  satellite,  ce  corps  ne  sera  pas  encore  sur  la  surface  de 
l'ombre;  il  en  sera  moins  éloigné  si  l'instrument  est  plus  puissant.  La  surface 
de  l'ombre  pure  peut  être  remplacée  par  une  surface  fictive;  l'immersion  du 
satellite  dans  cette  surface  et  son  émersion  seront  pour  nous  le  commence- 
ment et  la  fin  de  son  éclipse. 

Cette  ombre  fictive  n'est  pas  la  même  pour  tous  les  satellites.  Elle  dépend  de 

(1)  On  a  observé  quelquefois  des  éclipses  des  salelliles  de  Saturne,  notamment  de  Titan;  ces  phé- 
nomènes sont  rares  à  cause  de  la  grande  inclinaison  des  orbites  sur  le  plan  de  l'orbite  de  la  planète. 
Les  astronomes  de  l'observatoire  Lick,  en  Californie,  ont  observé,  avec  leur  puissante  lunette,  des 
éclipses  des  satellites  de  Mars. 
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leur  distance  apparente  au  disque  de  Jupiter,  dont  l'éclat  affaiblit  leur  lumière 
(cette  cause  agit  même  pour  un  seul  satellite,  le  premier,  par  exemple;  quand 
on  le  voit  disparaître  à  une  assez  grande  distance  du  disque,  on  pénètre  bien 
plus  avant  dans  la  pénombre  que  quand  la  disparition  se  fait  tout  près  du 
disque);  elle  dépend  encore  de  l'aptitude  plus  ou  moins  grande  de  leurs  sur- 
faces à  réfléchir  la  lumière,  etc.  L'élévation  de  Jupiter  au-dessus  de  l'horizon, 
la  pureté  de  l'atmosphère  terrestre,  la  force  des  instruments  dont  se  sert  l'ob- 
servateur, influent  pareillement  sur  la  durée  des  éclipses.  Ces  causes  d'erreur 
agissent  davantage  sur  le  troisième  et  le  quatrième  satellite;  heureusement,  on 
peut  observer  assez  fréquemment  l'immersion  et  l'émersion  de  ces  deux  satel- 
lites, ce  qui  donne  l'instant  de  la  conjonction  d'une  manière  assez  précise  et 
presque  indépendante  des  causes  d'erreur  dont  nous  venons  de  parler. 

L'observation  des  disparitions  serait  bien  plus  précise  si  l'on  faisait,  avec  un 
photomètre,  plusieurs  mesures  de  l'éclat  du  satellite  à  partir  du  moment  où  il 
est  entré  dans  la  pénombre,  de  façon  à  en  conclure,  par  un  calcul  d'interpola- 
tion, le  moment  où  cet  éclat  s'annule,  ou  mieux  le  moment  où  cet  éclat  est  ré- 
duit à  une  fraction  donnée,  à  la  moitié,  comme  le  propose  M.  Cornu.  On 
démontre  facilement  (ro^r  la  Thèse  de  doctorat  de  M.  Obrecht,  Annales  de  T Ob- 
servatoire de  Paris,  t.  XVIIl)  que  si  l'on  représente  l'éclat  par  l'ordonnée  j  d'une 
courbe  dont  l'abscisse  x  est  le  temps,  le  demi-éclat  correspond  à  un  point  d'in- 
flexion de  la  courbe,  de  sorte  que  la  variation  de  l'éclat  en  un  temps  donné  est 
alors  la  plus  grande  possible.  En  outre,  le  satellite  est  très  peu  distant  du  cône 
circonscrit  à  Jupiter  et  ayant  son  sommet  au  centre  du  Soleil,  de  sorte  que  le 
calcul  du  phénomène  sera  assez  simple. 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  mesures  micrométriques  conserveront  encore  de  l'in- 
térêt :  d'abord  elles  sont  nécessaires  pour  la  détermination  de  la  masse  de  Jupi- 
ter à  l'aide  des  mouvements  de  ses  satellites;  ensuite  elles  seraient  très  utiles 
dans  le  cas  du  quatrième  satellite,  pour  suppléer  aux  éclipses,  trop  peu  nom- 
breuses. 

Nous  allons  nous  occuper  de  la  figure  de  l'ombre  de  Jupiter. 

28.  Figure  de  l'ombre  de  Jupiter.  —  Chasles  a  démontré  {Aperçu  histo- 
rique, p.  249)  que  la  développable  circonscrite  à  deux  ellipsoïdes,  c'est-à-dire 
l'enveloppe  des  plans  tangents  communs  aux  deux  ellipsoïdes,  est  une  surface 
du  huitième  degré.  Ce  sera  le  cas  de  la  surface  de  l'ombre  de  Jupiter,  car  nous 
pourrons  admettre  que  la  surface  de  Jupiter  est  celle  d'un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion; nous  pourrons  même  supposer  le  Soleil  sphérique.  Nous  allons  simplifier 
la  détermination  de  cette  surface,  en  suivant  d'abord  la  thèse  de  M.  de  Saint- 
Germain  {Thèse  d'Astronomie  :  Sur  la  durée  des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter; 
1 862).  Nous  supposerons  le  centre  du  Soleil  situé  dans  le  plan  de  l'équateur  de 
la  planète,  et  nous  pourrons  admettre  que  les  courbes  de  contact  de  la  dévelop- 
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pable  avec  Jupiter  et  avec  le  Soleil  sont  les  sections  de  ces  deux  corps  par  des 
plans  menés  par  le  centre  S  du  Soleil  et  le  centre  J  de  Jupiter,  perpendiculai- 
rement à  la  droite  SJ. 

En  effet,  si  l'on  négligeait  l'aplatissement  de  Jupiter,  la  surface  de  l'ombre 
serait  un  cône  de  révolution  touchant  les  deux  astres  suivant  des  cercles  situés 
dans  des  plans  parallèles.  Les  distances  respectives  de  ces  plans  aux  centres  du 
Soleil  et  de  Jupiter  ont  pour  expressions 

R_Z,  R_6 

R et     h > 

OÙ  R,  b  et  r,  désignent  les  rayons  du  Soleil,  de  Jupiter,  et  la  distance  SJ. 

Or,  on  a 

Ri  b        i         . 

—  :rzi  ,  iv  =  —  environ. 

./"i         II 20  K        10 

I^es  distances  dont  il  s'agit  sont  donc  petites;  la  modification  qui  en  résul- 
tera pour  la  section  de  l'ombre  par  un  plan  perpendiculaire  à  SJ,  mené  par  une 
position  déterminée  d'un  satellite,  sera  très  faible,  et  il  en  sera  encore  ainsi  en 
ayant  égard  à  l'aplatissement  de  Jupiter.  Au  surplus,  nous  renverrons  à  la 
Thèse  de  M.  de  Saint-Germain  pour  une  démonstration  rigoureuse  et  détaillée. 

Cela  posé,  prenons  l'axe  de  révolution  de  Jupiter  pour  axe  des  z,  la  droite  SJ 
prolongée  pour  axe  des  x,  les  équations  de  nos  deux  courbes  de  contact  seront 

^=0,      ii  +  ^2=^ 

La  surface  de  l'ombre  sera  engendrée  par  une  droite  D  rencontrant  les  deux 
directrices  précédentes,  en  deux  points  A  et  A' où  les  tangentes  soient  paral- 
lèles, car  ces  tangentes  seront  les  intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un 
troisième  contenant  la  droite  D.  Soient 

x=:o,  y  ■=z  b  '&\nu,         z  z^  c  cosu      les  coordonnées  du  point  A, 

x  =  — /j,        j=:Rsini/',         s  =  Rcos«'     celles  du  point  A'. 

Pour  le  parallélisme  des  tangentes,  on  devra  avoir  la  condition 
(1)  tang«'=r  -  tang«. 

Les  équations  de  la  droite  D  seront 

.-r  f — bs,\nu        z  —  ccosm 


(2) 


/•,        6sinM  — Rsinw'       ccosa  —  Rcos«'' 


et  l'équation  de  la  surface  de  l'ombre  résulterait  de  l'élimination  deu  et  «'entre 
les  équations  (i)  et  (2).  M.  de  Saint-Germain  a  effectué  cette  élimination  qui 
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conduit  en  effet,  même  après  la  simplification  opérée,  à  une  équation  du  liui- 
lièmc  degré  en  x,  y  et  z. 

Mais  ce  qu'il  nous  importe  surtout  de  connaître,  c'est  l'équation  de  la  section 
de  la  surface  de  l'ombre  par  le  plan  x  =  r,  mené  perpendiculairement  à  SJ  par 
l'une  des  positions  du  satellite  dans  l'intérieur  du  cône  d'ombre;  nous  admet- 
tons qu'à  l'intérieur  du  cône  d'ombre  toutes  les  positions  du  satellite  se  trou- 
vent sensiblement  dans  le  plan  x  =  r.  Les  équations  (2)  donneront 

l  r  =  6/  M  —  y     sin«  -\ r(sm  a  —  sin«  ), 

f  z  =^c  \  i ces  «  H /•  (  cos  II  —  ces  u  ). 

\  \  'i       f-V  '\ 

Or  l'équation  (t)  donne,  d'après  un  développement  connu, 

u  =:  U  H 7  sin  2a  H —    y  ]  sm4«  -)-.... 

c  +  0  i\c  -^  0 J 

On  posera 

c  —  b  i 

c  -^  b  2 

On  voit  que  l'on  pourra  négliger  les  termes  en  '&\nu  —  sin  m'  et  en  cos  m  —  cosw', 
parce  qu'ils  contiendront  le  petit  facteur--  Il  nous  restera  donc  simplement 

y  =  ^     1  H -; sin  «  —  a  sin  u, 

•^  \         t\        b   rj 

f         r         \\  v\  a 

Zz=C  [   \  -\ COS  u  =  r  COS  U. 

D'où  l'on  tire,  pour  équation  de  la  section  de  l'ombre, 

(4)  a'--y'=z'-{i  +  yJY. 

Cette  section  est  donc  une  ellipse,  ayant  pour  demi  grand  axe  a  et  pour  apla- 
tissement x'.  Si  l'on  pose 

b      ^       i         . 

(5)  -  =:X= —environ, 
^    '  R  10 


on  aura 


;■  r 


(6)  «:=,^,,^.^____J; 

b      /         r        ^   1  +  x\ 


T.  -  IV . 


I  -I-  x'         I 

10 
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on  en  tire  aisément 

(7) 
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I  + 


/' 


i-l-            r 
î—r ^         I .- 


Cette  valeur  de  x'  diffère  très  peu  de  x  car,  même  pour  le  quatrième  satel- 
lite, on  a 


/•  =  26b  =  26IR, 


—  -  =26—  =  ^ 


29.  Calcul  de  la  durée  d'une  éclipse.  —  Soient  g^  la  hauteur  du  satellite  au- 
dessus  de  l'orbite  de  Jupiter  au  moment  de  sa  conjonction,  r  sa  distance  au 
centre  de  Jupiter  et  ç^,  l'angle  décrit  par  le  satellite  sur  l'orbite  de  la  planète, 
depuis  le  moment  de  la  conjonction  et  en  vertu  de  son  mouvement  synodique. 
Prenons  ensuite  pour  axe  des  x  le  prolongement  du  rayon  vecteur  SJ,  au  moment 

Fig.  I. 


de  la  conjonction.  Le  mouvement  du  satellite,  en  projection  sur  le  plan  des  ccy, 
se  fera  sur  la  droite  AB  parallèle  à  Jj;  on  aura 

JM  =  JMo  =  JA  =  /,         AJB  =  r,,         AJMo  =  5o,         B  JM  =  5, 

AB  =:  jK  =:  JB  sin('i  =  \Jr-  —  z^  sinPj,  z -=  js, 

et  l'équation  (4)  donnera 

d'où,  en  négligeant  z-  sin^t^,, 

(8)  /'^  sinVi=:  a-— /■^^-(n- x')2. 

Mais  on  a  aussi 

/  ds\    »  dso    . 
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En  portant  dans  la  formule  (8),  il  vient 

d'où,  en  résolvant  cette  équation  du  second  degré  en  sinp,  et  négligeant  le 
carre  de  *„  57' 

(9)  sin(..  =  -(n-x')^S^±y/|^+(,4-x').9oj|^-(i  +  x')5oJ. 

On  aura  ainsi,  en  prenant  le  signe  4-,  l'arc  v^  décrit  par  le  satellite  en  vertu 
de  son  mouvement  synodique,  depuis  la  conjonction  jusqu'à  l'émersion;  en 
prenant  le  signe  —,  la  valeur  de  sinç^^  donnera,  au  signe  près,  l'angle  décrit  de- 
puis la  conjonction  jusqu'à  l'immersion. 

Soit  /  le  temps  que  met  le  satellite  à  décrire  l'angle  ç^,.  Posons 


n  —  /i,    dt 

X  sera  égal  à  ~—t-  —  i,  en  négligeant  la  petite  quantité  —«On  pourra  écrire  ap- 
proximativement 

i  +  X,  ^-__lJ_(i_X). 


Soit  T  la  moyenne  des  temps  que  le  satellite  emploie  à  parcourir  l'angle 

(.0)  P  =  ^; 

en  appliquant  la  formule  précédente,  et  remplaçant  ^  v,  et  X  respectivement 
par  T,  p  et  zéro,  on  aura 

<■■)  T=«^>    '=^(-'^)- 

Les  formules  (9),  (lo)  et  (i  r)  donneront  ensuite 


On  a  vu  (Chapitre  I)  qu'en  ayant  égard  aux  inégalités  les  plus  importantes, 
on  a 

r  =  a(i  —  -Xj; 
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l'expression  de  /  deviendra  ainsi 

(,.)<=T(,_x))-(,+.Tîp'|î±v/[.+^x+(M-.')f][.+^x-c^;:^] 

Soit  i'  la  durée  entière  de  l'éclipsé;  on  aura 

(i3)  ,'=,T(i-X)y/[.  +  ^-X  +  (T  +  x')'^°][i+^X-(.4-x')'^], 

d'où  l'on  conclura 


(i4)  '^0 


2T(i  +  x')(i-X) 


Cette  équation  servira  à  déterminer  les  constantes  arbitraires  que  renferme 
l'expression  de  ^q,  en  choisissant  les  observations  de  ces  éclipses  dans  lesquelles 
ces  constantes  ont  le  plus  d'influence. 

Nous  mentionnerons  ici,  parmi  les  travaux  relatifs  à  la  figure  de  l'ombre  de 
Jupiter,  celui  de  M.  Asaph  Hall  {Astr.  Nachr.,  n*"  2156),  et  celui  de  M.  Souillart 
{Astr.  Nachr.,  n'' 2169).  Ce  dernier  Mémoire  se  rapporte  au  cas  d'une  planète 
dont  l'orbite  fait  un  angle  notable  avec  le  plan  de  l'équateur;  l'effet  de  cette 
inclinaison,  à  peu  près  nul  pour  Jupiter,  serait  très  sensible  dans  le  cas  de 
Saturne. 

30.  Indications  sur  le  calcul  numérique  des  constantes.  —  Ces  constantes 
sont  nombreuses  dans  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter  ;  il  y  en  a  trente  et  une, 
savoir  :  six  éléments  elliptiques  et  la  masse  de  chaque  satellite;  l'aplatissement 

de  Jupiter,  ou  plutôt  la  quantité  x x,,  et  les  deux  constantes  qui  fixent,  à 

un  moment  donné,  la  position  de  son  équateur.  Mais  il  convient  de  séparer  la 

détermination  des  masses  m,  m' ,  m",  m'"  et  de  x x,.  Nous  allons  chercher  à 

2 

éclairer  un  peu  ce  problème  assez  complexe. 

La  première  chose  à  faire  est  le  calcul  des  moyens  mouvements  n,  ri ,  Ji" ,  n" . 
Pour  y  arriver,  on  détermine  d'abord  les  moyens  mouvements  synodiques  n  —  n^, 
n  —  n^\  on  y  parvient  en  considérant  deux  conjonctions  très  éloignées  d'un 
satellite,  observées  aux  époques  l  et  t' \  on  a,  en  désignant  par  k  le  nombre  total 
des  conjonctions, 

(j5)  (^n  —  ny){t'—  t)  =  2k'[i, 

d'où  n  —  n^.  On  n'observe  pas  l'instant  même  de  chaque  conjonction;  mais  on 
peut  l'obtenir  pour  les  deux  derniers  satellites,  et  quelquefois  pour  le  second, 
en  prenant  la  moyenne  des  instants  d'une  immersion  et  de  l'émersion  suivante. 
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Pour  le  premier,  on  peut  tenir  coiiiplc  de  l;i  (Icmi-dinrc  de  rcrlip-c  (Irterminéc 
par  une  immersion  et  une  émersioii  observées  dans  le  voisinage  de  l'upposition, 
donc  il  peu  de  distance. 

Les  inégalités  du  sahdlite  sont  négligées  dans  la  formule  (i  ">),  ou  bien  on  en 
tient  un  compte  approximatif,  ou  l'on  s'aiiange  de  manière  qu'elles  soient 
presque  les  mômes.  On  aura  donc  ainsi,  avec  une  grande  exactitude, /i  — /?,, 
d'où  n. 

11  faut  ensuite  déterminer  a,  a\  «"et  (i  \  en  prenant  pour  unité  le  rayon  équa- 
torial  de  Jupiter.  On  détermine  à"  exprimé  en  secondes  d'arc,  d'après  Vélonga- 
tiofi  du  quatrième  satellite,  et  le  demi-diamètre  apparent  de  Jupiter  ii  la  même 
époque,  exprimé  de  la  même  façon;  le  quotient  de  ces  deux  nombres  donne 
ce  que  nous  appelons  à" .  On  se  sert  de  la  troisième  loi  de  Kepler  pour  avoir  a, 
«'et  a".  Mais  il  faut  remarquer  que  la  relation  n'^  a^  =^  n""^  a'"^  doit  être  rem- 
placée par 

11- {a  —  oa)-^=:  n  -{a   —  oa   y, 

Ba  et  Sa'"  désignant  les  parties  constantes  des  demi  grands  axes,  produites  par 
les  perturbations.  On  a,  à  fort  peu  près  (Chap.  II,  p.  i8). 


et  il  en  résulte  aisément 


X X| 

2 


'6  a 


da" 


I 
2^' 


-(0'hK^-^O(^'-^O]^ 


-X, 


on  emploiera  une  expression,  même  assez  grossièrement  approchée  de  x 

et  l'on  obtiendra  ainsi  a,  a'  et  a".  Il  semble  qu'il  conviendrait  de  retrancher  de 
n,  n',  ...  les  coefficients  de  /  dans  les  longitudes  moyennes  de  l'époque  £,  £,  .  .  ; 
mais  la  correction  qui  en  résulterait  serait  bien  faible. 

Avec  les  rapports  -^»  ^,  •••  on  calcule  les  transcendantes  èj"  et  leurs  déri- 
vées, première  et  seconde.  On  est  à  même  de  calculer  les  quantile>  I',  G,  F', 
G',  ...  et  les  coefficients  de  m',  m",  ...  dans  (o,  i),  (o,  2\  . . ..  La  formule  (lo) 
du  Chapitre  II  donnera  les  |  |  avec  des  valeurs  provisoires  de///,  m",///  .  el  (|iii 
seront  bien  suffisantes  pour  ce  but.  On  peut  donc  regarder  fo  ] ,  |  i  | ,  |  -2  | 
et  ["  3    I  comme  connus,  sauf  peut-être  la  correction  à  api)<>iier  à  x—  -x,. 

Laplace  calcule  ensuite  les  perturbations  indépendantes  des  excentricités 
(Chapitre  II);  il  y  tigure  m,  m',  m"  et  //i"  comme  indéterminées.  Pour  éviter 
des  nombres  trop  grands,  il  représente  par/w  loooo  fois  le  rapport  de  lu  masse 
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du  premier  satellite  à  la  masse  de  Jupiter,  et  de  même  pour  les  autres,  de  sorte 
que,  d'après  les  résultats  d'une  théorie  provisoire,  m,  m! ,  m!'  et  m'"  sont  des 
fractions  comprises  entre  o,  i  et  0,9  ou  1,0.  Des  fautes  de  calcul  assez  nom- 
breuses ont  été  commises  par  Laplace  dans  cette  partie;  elles  ont  été  corrigées 
par  Bowditcb,  Airy  et  Bessel  (t'OïVles  pages  499-501  du  Tome  IV  des  Œuvres 
complètes  de  Laplace,  et  le  Tome  II  des  Astronomische  Untersuchungen  de 
Bessel,  Bestimmung  der  Masse  des  Jupiters).  Laplace  pose  ensuite 

X Xj  nr  0,0217  794]^, 

où  (Jt,  désigne  une  indéterminée  voisine  de  i,  et  il  se  propose  de  déterminer 
d'abord  les  cinq  inconnues  m,  m' ,  m" ,  m"  et  [x. 

31.  Voici  les  cinq  données  numériques  qu'il  emprunte  à  la  discussion  faite 
par  Delambre  de  plusieurs  milliers  d'éclipsés  des  satellites  : 

(I)  *  àv  =      d  sin(2/'  —2/)+.  .., 

(II)  (5(''  =  —  C'sin(2/"- 2 /')+..., 

§ç"  ::^  +  C"  Sin  (  /"  -  ^3  ^  -  (33  )  +  .  .  . . 


(III)  . 

^  àv'"  =  -H  C"  sin  (  l'"  -  ^3  ^  -  j33 ) 
(IV)  l'=      B'sin(/'-6,<-y,)   +.... 

Les  données  dont  Laplace  fait  usage  sont 

C" 

C  est  de  beaucoup  le  coefficient  le  plus  considérable  de  Bv.  Laplace  dit  que 
Delambre  a  déduit,  de  la  discussion  d'un  grand  nombre  d'éclipsés  du  premier 
satellite,  que  G  est  égal  à  228% 471  en  temps;  c'est-à-dire  que  l'inégalité  en 
question  peut  avancer  ou  retarder  une  éclipse  de  près  de  4™- 

Pour  convertir  C  en  angle,  il  faut  le  multiplier  par  4oo^''  et  le  diviser  par 
1^,769861,  durée  de  la  révolution  synodique  du  premier  satellite. 

On  trouve  ainsi 

og%  5o5o59  =  5o5o",  69  =  i636",  89. 

On  a  d'ailleurs,  en  se  reportant  aux  formules  (D)  du  Chapitre  II, 

(A)  -m' "^  F=zC.         m'=o, 232355. 

n  —  2  n'  -+-  I   o    I 
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On  trouvera  de  même 


n  —  2/i'-h 


''  ~{m"F'-m{})  =  C'. 


C'est  une  relation  du  premier  degré  entre  m  dm".  C  est  le  coefficient  le  plus 
considérable  de  0(^'.  Delambre  lui  assigne  en  temps  la  valeur  1069%  18,  d'où  l'on 
déduit 

C  =  is%  1 92  068  ■=  1 1920",  68  =  3862",  3o, 

(B)  m  =  1,714843  — 1,741934m". 

Ces  deux  relations  (A)  et  (B)  sont  très  précises,  vu  la  grandeur  des  inégalités 
d'où  on  les  a  tirées. 

Delambre  a  trouvé,  en  prenant  l'année  pour  unité, 

^3  =  7959",  io5  =  2578",  760  =  42' 58",  75. 

Or,  on  a  (Cbap.  II,  p.  38), 

e'"sinîn'"=:M"'sin(é'^  +  (3)4-M';'sin(^-,i4-[3,)  +  M;sin(^,^4-i30-HM';:sin(^,/4-(3,), 
e'"cosro'"=M'"cos(i'^  +  P)  +  M';cos(^,  <  +  (3,)  +  M'^cos(é'2 1 -\- ^,)  +  M";  cos(é'3  i  +  Ps). 

On  en  conclut 

fan«^rnî'"--  t-&  )=   ^2  sin(^2^  +  (3,- g.,<  -  (Sa) +■  ■  .  + M^"sin(^"'^  +  (3  -  ^-3/ -  jS») 

Or,  il  arrive  que  les  rapports 

m;;;     M]     M| 

Mr  m:'  m: 

sont  petits  et  égaux  au  plus  à  ~.  On  voit  donc  que  la  partie  moyenne  de  en'"  est 
^3^  +  Ps»  et  que  la  différence  rar'"—  ^3^  —  ^3  se  compose  seulement  de  termes 
périodiques  petits;  de  sorte  que  l'on  peut  dire  que  ^3  est  le  moyen  mouvement 
annuel  du  périjove  du  quatrième  satellite,  et  c'est  à  ce  titre  que  Delambre  a  pu 
le  tirer  des  observations. 

Dans  les  équations  (III),  on  a 


Delambre  a  trouvé 


d'où 


C"  =  M'^,        C*'=M';. 

C"=    756%6o5r=    244",  90, 
C"'=9265»,  56  =  3002",  04  ; 


M" 
(C)  ||=:  0,0816  578. 
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Les  équations  analogues  aux  équations  (i6)  du  Chapitre  II  sont  de  la  forme 

.1.  Ms  +  X' m;  4-  X" m;  4-  ^v" M3  =  o, 

,  0A91M3  + —  o, 

(D)  { 

X^MaH- =  0, 

X3M3  + =  0, 

où  les  coefficients  Jiof  sont  des  fonctions  connues  de  g.^,  m,  m\  m",  m'"  et  [x. 

L'élimination  de  M,,  . ..,  M'3  entre  les  équations  (C)  et  (D)  donnera  deux 
équations  entre  les  cinq  inconnues  m,  m',  m",  m'"  et  [j.. 

Le  terme  IV  est  le  plus  considérable  de  V,  après  celui  qui  se  rapporte  au 
plan  fixe  de  Laplace,  et  il  est  facile  de  voir  que  bf  est  le  moyen  mouvement  an- 
nuel du  nœud  de  l'orbite  du  second  satellite.  Delambre  a  trouvé 

biz=zi33  870"  —  43  374"  =  12" 2' 54". 

Si  Ton  élimine  N<,  N', ,  ...,  N';  entre  les  équations  (11)  du  Chapitre  III,  on 
trouvera  la  dernière  des  relations  cherchées.  Cette  relation  se  réduit  approxima- 
tivement à 

(16)  _^,,  =  [t;]  =  (,)  +  [!]  4- (1,0)  4- (1,2)  + (1,3). 

Il  convient  d'observer  que  C"  est  petit  et  doit  être  assez  mal  connu;  C"  répond 
à  II  7^  en  temps,  soit  un  peu  moins  de  2'°;  les  éclipses  du  second  satellite  s'ob- 
servent moins  bien  que  celles  du  premier;  des  erreurs  de  10*  ou  même  de  20* 
sur  une  immersion  ou  une  émersion  peuvent  être  commises  assez  facilement; 
c'est  là  certainement  une  cause  d'incertitude  dans  la  détermination  des  masses 
des  satellites. 

Donnons  quelques  indications  numériques  sur  le  calcul  de  ces  masses. 

M  M' 

Les  rapports  j^,  et  ^,  sont  petits;  dans  une  première  approximation,  les  équa- 
tions (D)  pourront  être  réduites  à 


M" 

X'"  4-  A>"  p  r=  M"  4-  0,0816678  JU"  —  o. 

C'est  ainsi  que  Laplace  a  trouvé  les  équations  suivantes  : 

(17)  6735  —  2947 fJt.  —  363 m  —  4193»^"  ^^-  o, 

(18)  I834/?^"  4-  jgim'"  —  2090 /nm" 4-  iS^gm"^  ~  o, 

(19)  277  —  i736]ji  — 267m  — i24/«"4-35i4/n'"=io. 

Je  laisse  de  côté  l'une  des  équations  (D),  dans  laquelle  les  termes  obtenus, 
après  avoir  fait  Mg  =  M^  =  o,  sont  positifs,  d'ailleurs  très  petits.  Enfin,  l'équa- 
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tion  (16)  donne 

(20)  i33663  — 1 09003  fx  — 3 1574  m  — 19567  m"—  iSo/i/n^^o. 

L'équation  (B)  combinée  avec  trois  des  équations  précédentes,  par  exemple 
(17),  (19)  et  (20),  donnera  les  inconnues.  On  trouve  ainsi 

m  m  o.  178, 

//t"=:  0,882,  /Ut  =  1,0088, 

m"'=o,465. 

M         M' 

On  se  servira  de  ces  valeurs  approchées  pour  déterminerai,  et  ^  par  deux 

des  équations  (D),  et  l'on  portera  les  valeurs  ainsi  trouvées  dans  les  deux 
autres;  on  complétera  de  même  l'équation  (16)  en  tenant  compte  de  N,,  N',,  ..., 
N7,  et  l'on  continuera  jusqu'à  ce  que  deux  calculs  consécutifs  donnent  le  même 
résultat. 

Damoiseau  a  déterminé  une  nouvelle  valeur  du  coefficient  C"  dans  la  longi- 
tude du  troisième  satellite.  La  valeur  ci-dessus,  245",  i4,  adoptée  par  Laplace, 
répondait  à  1 16%73  en  temps.  Damoiseau  l'a  remplacée  par  65%o73,  qui  n'en  est 
guère  que  la  moitié.  D'après  son  Manuscrit,  conservé  à  la  bibliothèque  du 
Bureau  des  Longitudes,  cette  correction,  ainsi  que  toutes  celles  qu'il  a  appor- 
tées au  troisième  satellite,  proviendrait  d'un  calcul  particulier  dans  lequel  on 
aurait  tenu  compte  de  quatre-vingt-treize  éclipses  complètes  de  ce  satellite, 
observées  entre  1740  et  1824.  En  introduisant  le  nouveau  coefficient,  65', 078, 
on  modifie  très  sensiblement  les  masses,  ainsi  que  M.  Souillart  l'a  montré  et 
que  cela  résulte  du  Tableau  suivant  : 

Laplace.  M.  Souillart. 

m 0,173281  0,377267 

m' o, 232355  o,2453o5 

m" 0,884972  0,821795 

m" 0,426591  o,23i233 

On  voit  que  le  principal  changement  consiste  en  ce  que  la  masse  du  quatrième 
satellite  est  presque  réduite  à  moitié,  tandis  que  celle  du  premier  est  plus  que 
doublée. 

32.  On  a  maintenant  tout  ce  qu'il  faut  pour  calculer  les  racines^,  ^,,  g.,  et 
^3  (déjà  obtenue),  ainsi  que  les  rapports 

m;     m;;     M^        m^     m;     mj 
m'     m'     m^       m;'    m;'    m;' 

M,     m;     m;        M3     m;     m; 

M;'    m;'    m;'       m:'    m;'    Mf 

T.  —  IV.  «  • 
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On  trouve  que  ces  rapports  sont  inférieurs  à  i,  et  souvent  même  assez  petits. 
On  aura  donc 

e   sincT   =M   sin(^^   +(5)    -+-••-,  e   cosgt  =:M  cos(^f   +P)  -H---, 

e'  sincr'  =Mi  sin(^i^  +  (3i)  +.  . .,  e'  cosgt'  =  M'i  cos(^i/;+  jSj)  +. . . , 

e"  sincj"=:M'2  sin(^2^  +  (32)  +•  •  -^  e"cos5T"  =  M2  cos(é'2^H-  (Sg)  4-. . .  , 

é"  sinGT'"=:M3sin(^3^  +  (33)  +...,  e'"  cost^'^^M;' cos(^3^4- Ps)  4-- •  •  • 

Laplace  ^^^^^W^WV  excentricité  propre  du  premier  satellite,  et  ^/  +  (3  la  longi- 
tude de  son périjove propre,  de  même  M',  ti  g^t  -\-  '^^  pour  le  deuxième,  etc. 
Les  formules 

â(^  =2M  sin(/  —  é^^— (3)  +  2Mi  sin(/  —  ^j^  —  (3i) -h. . . , 
ô(''=2M'sin(/'— ^^  — i3)  +  2M;  sin(/'— ^1^  —  (3i) +. .  .  , 


montrent  que  chaque  satellite  possède  quatre  équations  du  centre,  dont  l'une 
se  rapporte  au  périjove  propre  de  ce  satellite,  et  les  trois  autres  aux  périjoves 
propres  des  trois  autres  satellites.  Il  reste  à  déterminer  par  les  observations 
les  huit  constantes 

M,     m;,     M'^,     m:;        (3,     (3„     ^,    et    fS,. 

Delambre  n'a  pas  trouvé,  dans  les  observations,  de  traces  appréciables  de 
l'existence  de  M  et  M',,  de  sorte  que  l'on  peut  supposer 

M  =  o,        M'i  =  o. 

Ainsi,  on  peut  admettre  que  les  excentricités  propres  des  deux  premiers  sa- 
tellites sont  nulles,  et  les  expressions  précédentes  de  ^v,  ^v',  ...  se  réduisent, 
chez  Damoiseau,  à 

èv  —  2M2sin(/  —  ^2«  —  Pa)  +  2M3  sin(/  — ^3^  — Ps), 
èv'  =  21X1;  sin(/'  —^2^  — (32)  +  2M'3sin(/'  —  ^3^  — Ps), 
ÔP"::3:2M;sin(/"  -^2^-(32)  +  2M;sin(r-^3^-[33), 
àv'"  =  2 M 2  sin  (  r  -  ^2  ^  -  PO  +  2  M'^  sin  (  l'"  -  ^3  f  -  (Sg  ). 

Nous  n'entrerons  pas  dans  plus  de  détails  sur  ce  sujet,  non  plus  que  sur  la 
détÊrmination  des  constantes  qui  figurent  dans  les  expressions  des  nœuds  et 
des  inclinaisons;  nous  nous  bornerons  à  dire  que  les  inclinaisons  sont  données 
par  les  plus  petites  durées  des  éclipses,  et  les  nœuds  par  les  plus  longues. 

33.  Historique  relatif  à  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter.  —  Le  pre- 
mier essai  de  théorie  est  dû  à  Newton  (Principes,  Livre  III,  Proposition  XXIII), 
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qui  avait  évalué  approximativement  la  variation  et  les  moyens  mouveniLuls  du 
périjove  du  quatrième  satellite,  en  tenant  compte  seulement  de  la  force  pertur- 
batrice du  Soleil,  et  transportant  à  ce  cas  les  résultats  qu'il  avait  obtenus  pour 
la  Lune. 

Lagrange  {Œuvres  complètes,  t.  VI)  a  donné,  en  17G6,  les  équations  différen- 
tielles du  mouvement  des  satellites,  en  ayant  égard  à  leur  action  mutuelle,  k 
l'attraction  du  Soleil  et  à  l'aplatissement  de  Jupiter.  Il  les  intègre  d'abord  en 
négligeant  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  orbites,  et  il  parvient  aux 
inégalités  dépendantes  des  longitudes  moyennes  [formules  (D)  du  Chapitre  II], 
et  d'où  résultent,  dans  le  retour  des  éclipses  des  trois  premiers  satellites,  les 
inégalités  dont  la  période  est  de  437  jours,  et  que  Bradley  et  Wargentin  avaient 
découvertes  par  l'observation. 

Lagrange  considère  ensuite  les  inégalités  dépendantes  des  excentricités  et  des 
périjoves.  Il  forme  les  équations  différentielles  linéaires  (A')  du  Chapitre  II,  et 
les  intègre  comme  nous  l'avons  expliqué  à  cet  endroit.  Il  trouve  pour  chaque 
satellite  les  quatre  équations  du  centre  dont  nous  avons  parlé. 

En  appliquant  la  même  analyse  aux  nœuds  et  aux  inclinaisons,  il  obtient 
pour  chaque  satellite  quatre  inégalités  principales  de  la  latitude.  Mais  il  avait 
supposé  que  l'équateur  et  le  plan  de  l'orbite  de  Jupiter  coïncident,  et  cette  sup- 
position avait  fait  disparaître  des  termes  importants. 

En  même  temps  que  Lagrange  s'occupait  de  ces  recherches,  Bailly  {Essai  sur 
la  théorie  des  satellites  de  Jupiter,  1766)  appliquait  au  mouvement  des  satel- 
lites de  Jupiter  les  formules  que  Clairaut  avait  données  dans  sa  théorie  de  la 
Lune.  Il  reconnut  les  inégalités  dont  la  période  est  de  4^7  jours;  mais  cette 
théorie  ne  pouvait  pas  lui  donner  les  quatre  équations  du  centre  obtenues  par 
Lagrange. 

Laplace  a  beaucoup  ajouté  à  l'admirable  travail  de  Lagrange.  Il  a  donné 
d'abord  la  démonstration  des  deux  beaux  théorèmes  exprimés  par  les  relations 

,i  _  3  ,j'  4-  2  /i"  =  o,  /  —  3  /'  +  2  /"  =ri  80°, 

et  montré  que  ces  relations,  constatées  par  les  observations  pour  un  certain 
intervalle  de  temps,  doivent  toujours  subsister;  il  a  établi  ensuite  les  formules 
de  la  libration,  et  déterminé  l'influence  de  cette  libration  sur  les  inégalités  à 
longues  périodes. 

C'est  à  lui  que  l'on  doit  les  inégalités  (21)  du  Chapitre  II,  provenant  de  la 
réaction  mutuelle  des  inégalités  séculaires  et  de  celles  dont  la  période  est  de 
437  jours.  Il  a  donné  les  expressions  exactes  des  inégalités  des  latitudes  et 
celles  du  mouvement  de  l'équateur  de  Jupiter,  et  montré  enfin  que  les  formules 
de  Lagrange,  pour  les  inégalités  séculaires  des  nœuds  et  des  périjoves,  doivent 
être  complétées  par  des  termes  du  second  ordre  qui  sont  loin  d'être  négli- 
geables. 
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Nous  avons  indiqué,  chemin  faisant,  les  perfectionnements  de  la  théorie  dus 
à  M.  Souillart;  nous  renverrons  le  lecteur  à  ses  deux  Mémoires  déjà  cités,  et  à 
une  Note  des  Astron.  Nachr.,  n°  2214. 

Arrivé  au  terme  d'une  exposition  déjà  longue,  et  que  nous  n'avons  pas  la  pré- 
tention de  croire  complète,  nous  pensons  cependant  avoir  réussi  à  rendre  plus 
accessible  une  des  plus  belles  théories  de  la  Mécanique  céleste,  qui  est  au  fond 
assez  simple  et  ne  paraît  compliquée  que  par  les  notations  multiples  impos- 
sibles à  éviter.  Nous  nous  trouverons  amplement  récompensé  d'un  travail  assez 
long  si  les  lecteurs  du  sujet  deviennent  plus  nombreux  et  s'y  intéressent  davan- 
tage. 

Il  est  bien  à  désirer  qu'une  discussion  complète  des  observations  soit  faite  à 
nouveau,  ainsi  que  la  détermination  de  toutes  les  constantes,  y  compris  la 
vitesse  de  la  lumière.  Le  travail  dans  lequel  Delambre  avait  discuté  plus  de 
6000  observations,  et  dont  Laplace  parle  à  diverses  reprises,  a  malheureuse- 
ment été  perdu.  L'introduction  aux  Tables  des  satellites  de  Jupiter,  de  Damoi- 
seau, présente  des  obscurités  au  sujet  de  la  provenance  des  nombres  fondamen- 
taux qui  ont  servi  à  les  construire;  quelques-unes  ont  pu  être  dissipées  par 
M.  Souillart  à  l'aide  d'un  Mémoire,  resté  en  manuscrit,  de  Damoiseau,  et  que 
possède  le  Bureau  des  Longitudes. 
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THÉORIE  DES  SATELLITES  DE  SATURNE.  -  PERTURBATIONS  DE  J\IM:T 


34.  Des  satellites  de  Saturne.  —  «  La  théorie  des  satellites  de  Saturne 
est  très  imparfaite,  parce  que  nous  manquons  d'observations  suffisantes  pour 
en  déterminer  les  éléments.  L'impossibilité  où  l'on  a  été  jusqu'ici  d'observer 
leurs  éclipses,  et  la  difficulté  de  mesurer  leurs  élongations  à  Saturne,  n'ont 
permis  de  connaître  encore  avec  quelque  précision  que  les  durées  de  leurs 

révolutions   et  leurs   distances  moyennes Ignorant  donc  rellij)(i(ité  des 

orbites  de  tous  ces  corps,  il  est  impossible  de  donner  la  théorie  des  pertur- 
bations qu'ils  éprouvent;  mais  la  position  constante  de  ces  orbites  dans  le  plan 
de  l'anneau,  à  l'exception  de  la  dernière  qui  s'en  écarte  sensiblement,  est  un 

phénomène  digne  de  l'attention  des  géomètres  et   des  astronomes Nous 

allons  ici  développer  la  raison  pour  laquelle  l'orbite  du  dernier  satellite 
s'écarte  de  ce  plan  d'une  quantité  très  sensible  (').   » 

Les  observations  que  réclamait  Laplace  ont  été  faites  dans  ces  dernières 
années,  grâce  surtout  aux  puissants  instruments  de  Washington,  Poulkovo, 
Toulouse,  etc.;  elles  n'embrassent  encore  qu'un  intervalle  de  temps  assez 
restreint;  cependant  elles  ont  déjà  permis  à  la  Mécanique  céleste  de  faire  des 
progrès  impossibles  à  l'époque  de  Laplace.  Nous  nous  proposons  d'exposer  assez 
complètement  l'état  actuel  de  la  Science  sur  ce  sujet  important. 

Il  convient  d'abord  de  donner  quelques  indications  générales  sur  les  said- 
lites  et  leurs  mouvements. 

On  connaît  huit  satellites  qui  sont,  par  ordre  de  distance  croissante  à  Saturne, 
Mimas,  Encelade,  Téthys,  Dioné,  Rhéa,  Tilan,  Hypérion  et  Japrt.  Le  plus  gios. 
Titan,  peut  être  aperçu  avec  la  lunette  la  plus  faible;  aussi  a-t-il  été  découvert 
par  Huygens  en  i655.  Son  diamètre  apparent  paraît  inférieur  ;i  i  ,  «le  -m  le  (|i!e 
son  diamètre  réel  serait  un  peu  inférieur  à  celui  de  Mars.  Une  Itiiutte  de  4  î* 

(•)  Laplvce,  Mécanique  céleste,  t.  IV. 
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5  pouces  d'ouverture  permet  de  voir  Japet,  Rhéa,  Dioné  et  Téthys  que  D.  Cas- 
sini  a  découverts  à  l'Observatoire  de  Paris,  de  1671  à  i684,  avec  les  objectifs 
à  très  long  foyer  de  Gampani.  Encelade  et  Mimas,  les  satellites  les  plus  voisins 
de  la  planète  et  qui  ont  été  découverts  par  W.  Herschel,  en  1789,  exigent  déjà, 
pour  être  aperçus,  des  lunettes  de  12  pouces.  Le  plus  faible  de  tous,  Hypérion, 
découvert  simultanément  par  Bond  et  Lassell,  en  1848,  ne  peut  être  vu  qu'avec 
les  lunettes  les  plus  puissantes;  son  éclat  ne  dépasse  pas  celui  d'une  étoile 
de  quatorzième  grandeur. 

Voici  quelques-uns  des  éléments  des  orbites  : 


i. 

a 
T 

e. 

i. 
a 
T 


Mimas. 

Encelade. 

Téthys. 

Dioné. 

i65.   0 

167°,  56' 

166.    7 

167.40 

27.36 

28.   7 

28.40 

27.59 

3. 10 

3.98 

4.93 

6.3i 

o'2'2"37'"   5' 

iJ   8"53'"   7^ 

IJ  21"  18™  26' 

2'17'Mi'"   9 

Rhéa. 

Titan. 

Hypérion. 

Japet. 

.67°.  4-^5' 

167.48' 

168°.  10' 

142.40 

28.22 

27.28 

27.    5 

18. 3i 

8.83 

20.45 

25.07 

59.58 

4J 12"  25™  12* 

i5J22''4r"'2a' 

2rJ6"39'"27' 

79^7"  54'"  17^ 

Enfin,  on  a  pour  les  anneaux 

6=:i67°55',         «  =  28°  10', 

6,  «',  «  et  T  désignent  respectivement  :  la  longitude  du  nœud  ascendant,  l'incli- 
naison, le  demi  grand  axe  exprimé  en  fonction  du  rayon  équatorial  de  Saturne, 
et  la  durée  de  la  révolution. 

On  voit  que  les  orbites  font  des  angles  petits  avec  le  plan  de  l'anneau,  sauf 
dans  le  cas  de  Japet. 

On  aperçoit,  en  outre,  des  rapports  de  commensurabilité  assez  approchés  entre 

les  moyens  mouvements,  -  pour  Téthys  et  Mimas  d'une  part,  Dioné  et  Encelade 

3 
d'autre  part;  7  pour  Hypérion  et  Titan. 

Laplace  s'est  borné  à  examiner  les  perturbations  du  plan  de  l'orbite  de  Japet. 
M.  Newcomb  a  écrit  un  beau  Chapitre  de  la  Mécanique  céleste  sur  les  dérange- 
ments causés  par  Titan  dans  le  mouvement  d'Hypérion,  et  M.  H.  Struve  a  trouvé 
deux  théorèmes  remarquables  concernant  les  perturbations  de  Téthys  et  de 
Mimas,  puis  de  Dioné  et  Encelade.  Nous  allons  exposer  successivement  ces 
divers  travaux,  ainsi  que  les  additions  qui  leur  ont  été  apportées  par  d'autres 
astronomes. 
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35.  Equations  différentielles  du  mouvement  de  Tun  quelconque  des  satel- 
lites. —  Dans  le  mouvement  du  satellite  M,  dont  les  coordonnées  aT,j,  z  sont 
rapportées  à  trois  axes  de  directions  invariables  passant  par  le  centre  de  Sa- 
turne, nous  devons  avoir  égard  aux  perturbations  provenant  : 

De  l'aplatissement  de  Saturne; 

De  l'action  de  l'anneau; 

De  l'action  du  Soleil, 

Et  des  attractions  des  autres  satellites. 

Désignons  par  m^,  w,,  Mo  et  m^-'^  les  masses  de  Saturne,  de  l'anneau,  du  Soleil 
et  d'un  satellite  quelconque  My;  soient 

/•  /• 

les  potentiels  de  Saturne  et  de  son  anneau;  nous  aurons  ces  équations  diffé- 
rentielles 

j  d-y       .  mo  -i-  mi  -H  m  d^ 

^'^  idi^^-^ — 7 — y  =  dy' 

I  d-z  mQ-hnii-hm      àii 

\  dF~^^         7  "^  '~"^' 

A^=  r^H-  ri  —  2r/-o5o,         So=  cos(/To), 
Aj  =:  /-^  +  /-j  —  2 r/j 5y,         sj  =  cos ( /•  /-y ). 

D'après  la  formule  (b')  de  la  page  820  (t.  II),  on  a,  pour  V  et  V, ,  ces  dévelop- 
pements en  séries 

r^  r* 


v.  =  ^(,-.,^'..,Xi-...), 


Y^^sin'ô  -  5,        ¥4=  — sin*a  -  5  sinM  4-  )> 
3  f2  2  4 

Y;=sin2ô,-^,         Y;=  — sin*ô,-5sinM,+  7, 
*       3  *       12  2  4 

où  G  et  §,  désignent  les  déclinaisons  du  satellite  au-dessus  de  l'équateur  de 
Saturne  et  au-dessus  du  plan  de  l'anneau;  /:,/,...,  ^,,  /,,  ...  sont  des  constantes 
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dépendant  de  la  distribution  de  la  matière  dans  le  corps  de  Saturne  et  dans 
l'anneau.  Enfin,  les  développements  supposent  que  cette  distribution  est  symé- 
trique par  rapport  à  l'axe  de  rotation  et  à  l'équateur  de  Saturne,  de  même  rela- 
tivement à  l'axe  et  au  plan  de  l'anneau. 

Cherchons  à  nous  faire  une  idée  de  la  grandeur  des  constantes/:,  /,  k^,  /,,  en 
supposant  Saturne  et  l'anneau  homogènes.  La  formule  (c)  de  la  page  32 1  (t.  II) 
donne,  en  désignant  par  a  et  è  le  rayon  polaire  et  le  rayon  équatorial  de  Saturne, 

_,      fmA  3    62 -«2/3    .   ,.       i\         3    (62- «2)2/35    ...      3o    .    „,      3\  1 

on  en  conclut  aisément 

■  ~  l'aplatissement  de  Saturne  =  o,io;  si  l'on  suppose  que  rdésigne  le  rayon 
vecteur  de  Dioné,  on  a  {voir  plus  haut)  -j  =  6,3 1 .  On  en  conclut  aisément 

k  l 

-^=:o,ooi5,          -^^o,ooooo3; 

la  série  converge  assez  rapidement  pour  que  l'on  puisse  négliger  /. 

Pour  ce  qui  concerne  l'anneau,  la  formule  (B)  de  la  page  262  (t.  II)  donne 


y: 


Vi  =  2;-^'         Y'„=r/P„r'««?m', 


OÙ  l'on  a 


P„=X„X'„,       pour      ^  =  sinôi; 

3  I  35  3o  3 

X2=  -  sin^ôj >         X4  =  -3-  sin^ôi ^  sin^ôi-i-  5; 

22  8  8  8 

pour  tous  les  points  de  l'anneau  supposé  plan,  on  a  S',  =  o;  donc 


donc 


on  a  ensuite 


x;---'      x4-  +  8^ 


y;  =  —  I  ('sin^ô,  —  Ç\  fr'^dm', 

y;  ^Jq(^  sinMi  -  5  sin^ai  -,-  'j\   f  r'^dm'; 

kl  =z  j^   fr''  dm',         A  =  --#—  f  r'^  dm'. 
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Si  l'on  suppose  que  les  rayons  limih's  de  l'anneau  soient  W  et  J\'\  on  aura 

dm'  2 Tir' ci/' 

'-2R"^-R'^'  ''— 8  |{"^-R'^' 

A.  _  ?  n'>-R^^  _  _9^  R  «  -  R  " 

R'  — i,56Z^,         l{"=2,3ob. 
Si  l'on  fait  le  calcul  pour  Dioné,  comme  précédemment,  on  trouve 


Or,  on  a 


-2  =  o ,  0709,         y^=o,  ooo3. 


La  série  qui  donne  V,  converge  donc  moins  rapidement  que  celle  qui  se  rap- 
porte à  V;  néanmoins,  si  l'on  a  égard  à  la  petitesse  de  la  masse  de  l'anneau,  on 
pourra  réduire  V<  à 


W,=/^f'_si„'à, 


Supposons  maintenant  que  le  plan  de  l'anneau  coïncide  avec  le  plan  de  l'é- 
quateur,  et  nous  aurons 

(3)  W  H-  W,  =/  ""  '  +  '■■'  ""  (  ■  -  sin^  a)  =  g  (^  -  sin^  0')  . 

La  constante  k  s'obtient  en  écrivant  que  l'équilibre  a  lieu  à  la  surface  de  la 
planète;  on  trouve  ainsi,  comme  on  l'a  vu  (p.  4)» 

(4)  k  =  b^(^-A-'-'^.^, 

où  X  et  X,  désignent  respectivement  l'aplatissement  de  Saturne  et  le  rapport  de 
la  force  centrifuge  à  la  pesanteur,  pour  l'équateur. 

L'expression  (3)  pourrait  être  en  défaut  si  <5  et  §,  différaient  sensiblement 
l'un  de  l'autre  ;  or,  on  n'a  jusqu'ici  aucun  indice  de  la  non-coïncidence  des  plans 
de  l'anneau  et  de  l'équateur;  il  pourrait  encore  en  être  de  même  si  l'étude  des 
mouvements  des  satellites  les  plus  voisins  de  la  planète  décelait  l'existence  du 

terme  en  —^  dans  V,  ;  c'est  une  question  ([ui  n'est  peut-être  pas  encore  vidée 

complètement. 

36.  Développement  des  fonctions  perturbatrices.  —  Nous  ne  eonsidére- 
T.  -  IV. 
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rons  que  les  parties  séculaires,  c'est-à-dire  celles  qui  sont  indépendantes  des 
longitudes  moyennes  des  satellites  et  de  celle  de  Saturne.  Nous  pourrons  même 
faire  abstraction  de  e^,  car  les  excentricités  des  satellites  sont  très  petites.  Les 
termes  ainsi  négligés  donnent  lieu  à  quelques  faibles  inégalités  auxquelles  il  faut 
avoir  égard  dans  une  théorie  complète,  mais  que  nous  laissons  volontairement 
de  côté.  En  posant 

la  fonction  perturbatrice  provenant  de  l'aplatissement  et  de  l'anneau  est 

li=^(i-sin'6); 

soient  y' l'inclinaison  de  l'orbite  du  satellite  sur  l'équateurde  Sat\irne,Mla  dis- 
tance angulaire  du  satellite  au  nœud  ascendant  relatif  à  l'équateur;  un  triangle 
rectangle  facile  à  apercevoir  donne  la  relation 

sinô  =  sin«  siny', 
d'où 

Q,=z  -^( sin^y'H-  -  sin2y'cos2«  ). 

La  portion  en  — ^^  est  essentiellement  périodique;  le  terme  séculaire  de  -  est 

dti  I  r    d\v  I  r    ,  ^  ,  I 

-^  — -==   /       —  — ^   I       {i-hecosw)dwz^ 3, 

oii  C  et  w  désignent  les  anomalies  moyenne  et  vraie.  On  aura  donc  simple- 
ment 

(5)  ^='Li\-z^^y' 


La  fonction  perturbatrice  provenant  du  Soleil  est,  d'après  la  formule  (2), 


''0  L\      '0 


-%  =/  ^   I  (  I  -  -•  ^0+  ;^  )      -  -  ^0 


En  la  développant  suivant  les  puissances  de  la  quantité  très  petite  — >  on  peut 

se  borner  à 

^         -Mo/         3,9f,-r   r'-\ 

On  peut  même  supprimer  le  terme /^  qui  ne  contient  pas  les  éléments  du 
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satellite,  et  prendre 


^0=/^ 


Mo  a'  3s^  —  I  «2  a'      3*2 — i 


i^-eir 


Soient  y  l'inclinaison  de  l'orbite  du  satellite  sur  l'orbite  de  Satin  ne  I^o  et  U 
les  distances  angulaires  du  Soleil  et  du  satellite  au  nœud  ascendant  du  premier 
de  ces  plans  par  rapport  au  second.  On  a 

So=z  cos(//o)  =  cosUcosUo-f-  sinU  sinUoCOsy. 

La  partie  non  périodique  de  si  est 


4   '   4'^'  ''• 


On  aura  donc 


(6)  Qo=:|     ^'^V.cos'y. 

Considérons  enfin  la  fonction  perturbatrice  ùj  provenant  de  l'action  d'un  sa- 
tellite quelconque  My.  D'après  la  formule  (37)  de  la  page  809  (t.  I),  on  aura, 
en  négligeant  e  et  ej, 

OÙ  Y)  désigne  le  sinus  de  la  demi-inclinaison  des  orbites  de  M  et  de  My.  Si  cette 
dernière  orbite  coïncide  à  peu  près  avec  le  plan  de  l'anneau,  on  pourra  prendre 

y'  I  I 

n^  =  sin"  ~  =  r  sin^v'  +  -7;  sin>y'  + 

24         '16         ' 

Le  terme  en  sin^y'  peut  être  négligé,  même  dans  le  cas  de  Japet,  pour  lequel 
y'  =  13*^,7;  du  moins,  ^sin^y'  n'est  que  la  soixante-dixième  partie  de  ysin^y'. 
Nous  pouvons  donc  prendre 

(7)  aj=fmU)  (^i  Â^o'-  i  B")  sin»/). 

A^*"  et  B'"  sont  des  fonctions  homogènes  et  de  degré  —  i  de  a  et  «y,  dont  les 
expressions  ont  été  données  dans  le  Tome  I,  p.  298. 

37.  Perturbations  séculaires  de  Japet.  —  Les  lettres  non  accentuées  se 
rapporteront  à  ce  satellite.  La  fonction  perturbatrice  ù  sera  la  somme  des  ex- 
pressions (5),  (6)  et  (7);  elle  dépendra  de  y  et  de  y' qui  introduiront  les  élé- 
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ments  i  et  0,  et  aussi  de  a  qui  sera  constant,  puisque  ù  ne  contient  pas  la  lon- 
gitude moyenne  /.  On  trouvera  ainsi 

(8)  ^=:Kcos2y  +  K'cos^y', 
en  faisant 

3  0  9 

(9)  «^  =  0- '- 1' 

B^*^  est  défini  par  l'équation 

-^      I 
aaj{à^-\-a)  —  2aayC0Si|^)    ^  =  -  B«»  +  B^'^  cos^'  H-B'^^  00324^  +  .... 

En  faisant 


a 


a     i 


a  sera  toujours  <<  i,  et  l'on  aura 
d'où 

le  signe  V  s'étend  à  tous  les  satellites  intérieurs. 

On  aura  ensuite,  en  appliquant  aux  équations  (i)  la  méthode  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires  et  négligeant  e^, 

dB_        I         dQ^  ^*  _  _        I         ^ 

dt        nà^'àxni  ôi'  dt  na^sini  dO 

C'est  de  ces  équations  que  Ton  conclura  les  inégalités  séculaires  de  «et  de  G, 
après  avoir  remplacé  ù  par  son  expression  (8),  et  y  et  y'  par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  i  et  de  6. 

J'ai  montré  {Annales  de  l'Observatoire  de  Toulouse,  t.  I)  que  l'on  peut  trouver 
aisément  l'équation  de  la  courbe  décrite  sur  la  sphère  céleste  parle  pôle  de  l'or- 
bite, sans  efiTectuer  l'intégration  complète  des  équations  (11).  On  en  tire,  en 
effet, 

dQ._d^dB^       d9.d[_ 
dt  '^  dQ  dl^  di  dt  ~  ^' 
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ce  qui  donne  l'intégrale 

(12)  i2  =  Kcos*y  4-K'cos*/=:C, 


laquelle  exprime  une  relation  simple  entre  les  angles  y  et  y'  que  fait  le  plan  de 
l'orbite  du  satellite  avec  l'orbite  de  Saturne  et  le  plan  de  l'anneau. 

Je  vais  déduire  immédiatement  de  cette  relation  que  le  pôle  de  l'orbite  décrit 
une  ellipse  sphérique. 

Soient  en  effet  D  (Jig.  2)  le  pôle  boréal  de  l'orbite  de  Saturne,  D'  celui  de 
l'anneau,  M  celui  de  l'orbite  de  Japet,  on  a 

MD:=y,         MD'=zy',        DD'  =  A, 

A  représentant  l'angle  du  plan  de  l'anneau  avec  l'orbite  de  Saturne. 

Fig.  2. 


Soient  Xo,  ¥„,  Zo  ;  X[,,  Y„,  Z„  ;  X,  Y,  Z  les  coordonnées  des  points  D,  D'  et  M 
par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  se  coupant  au  centre  de  la  sphère.  On 
aura 

cosy  =  xXo  +  YYo  +  zZo,      cosy' = xx;  +  yy;  4-  zz;, 

et  l'équation  (12)  deviendra 

K(XXo + YYo  +  zZoT  +  K'(xx;  +  yy;  +  Zl',y  =  C; 

c'est  l'équation  d'un  cylindre  elliptique  qui,  par  son  intersection  avec  la  sphère, 

donnera  la  courbe  cherchée  qui  se  trouve  bien  être  ainsi  une  ellipse  sphérique. 

Mais  je  ne  garderai  pas  les  coordonnées   rectangulaires  pour  étudier  cette 

courbe. 

Je  vais  chercher  directement  son  centre  C,  qui  est  évidemment  sur  l'arc  DD'. 

Soient 

CD  =  i,        CD'  =  i',        CM  =  p,        D'CM  =  9, 

on  aura 

cosy  =  cosfcosp  —  sini  s1npcos9,         cosy'  =  cost'cospH-  smi'  sinpcosç, 
K(cosicosp  — sirif  sinp  coscp)*  +  K'(cos*' cosp  -t- sint' sinpcos(p)*  =  C. 

Disposons  de  i  et  de  i'  de  façon  à  annuler  dans  cette  équation  le  coefficient 
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de  C0S9;  nous  trouverons 

(i3)  K  sinaf  =  K' sin2i', 

puis 

(i/i)  cosV(Kcos2f  H-K'cos^i')  H-sin2pcos29(Ksin-f  4-K'sin2i')— C. 

On  a,  d'ailleurs,  2?  +  ii'  =  2A,  et  cette  relation  combinée  avec  la  formule 
(i3)  donnera 

K'sinaA  .,  KsinaA 

Kh-K'cos2A  .   „  .  K  +  K'cosaA 


2  COS^'i;  =:  I  H •>  2Sin^i=ri 


v/K2  +  K'2  4-2KK'cos2A  v/K'+ ^"  +  ^KK' COS2A 

et  des  valeurs  analogues  pour  cos^ï'  et  sin^?'.  L'équation  (i4)  deviendra  donc 

cos^  p  (K  +  K'  +  v/K'-i-K'2+2KK'cos2A) 


(i5)  .  ,  , ^ 

H-sin2pcos>(K4-  K'  — v/K2+K'2  +  2KK' cos2A)  =  2C. 

On  a 

K2  +  K'2+2KK'cos2A=(K  +  K')^ri-  J^^'^',     sin^Al; 

si  donc  on  pose 

-i^r-  =  tangua,         sm2B  =  ît-^^— ,.7  sinA=:  sinAsin2a, 
K  ^  K  +  K'  . 

l'équation  (i5)  donnera 

■p  cos^B  +  sin^p  cos^  œsin^B  =  =7 =77  = '4 w, —  =  cos^  N, 

^  rT  K-hK'  K  +  K' 


COS' 


en  désignant  par  y^  et  y'^  les  valeurs  initiales  de  y  et  y',  et  par  N  un  nouvel 
angle  auxiliaire.  Nous  aurons  ainsi  cet  ensemble  de  formules, 

[  tang''ar=— ,  sin2B  ==  sinA  sin2a, 

I  cos^N=:  cos^yo  cos^a  +  cos^y'o  sin^a, 
\  sin^N  =:  sin^yo  cos^a  -h  sin^yj,  sin^a, 

(17)  cos*B  cos^p  4-  sin^B  sin^p  cos^9  =  cos-N, 

dont  la  dernière  est  l'équation  de  la  courbe;  les  relations  (16)  font  connaître 
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les  quantités  auxiliaires  N,  B,  a  en  fonction  des  constantes  K,  k',  A,  y„  et  y„. 
Cherchons  les  axes  2p'et  2p"  de  notre  ellipse  sphérique,  2p'  étant  dirigé  sui- 
vant l'arc  DD'.  Nous  aurons  à  faire,  dans  l'équation  (17),  9  =  0  et  (^  =  90**; 
nous  trouverons  aisément 

(18)  COS?"=: ^,-r»  C0S2p'=:  r- ; 

^     '  "^        ces  H  '^       C0S2U' 

on  peut  constater  sans  peine  l'inégalité  p'  >  p". 

Laplace  a  considéré  un  plan  fixe,  précisément  celui  qui  a  pour  pôle  le 
centre  G  de  notre  ellipse  sphérique;  il  dit  que  l'orbite  du  satellite  se  meut  en 
gardant  sur  ce  plan  fixe  une  inclinaison  à  peu  près  constante.  C'est  dire  que 
l'ellipse  ne  diffère  pas  beaucoup  d'un  petit  cercle  de  la  sphère.  Nous  allons 
donner  la  raison  de  ce  fait.  L'angle  B  n'est  pas  très  grand  ;  il  est  au  plus  égal  k 
i3"  ou  i4°;  s'il  était  nui,  les  formules  (18)  donneraient 

p'  =  p"  r=:  N. 

Dans  tous  les  cas,  cosB  et  COS2B  ne  diffèrent  pas  beaucoup  de  i,  et  la  diffé- 
rence p'  —  p"  sera  assez  petite;  on  a 


lang^ ^tang  — 1-^  =  lang^  -,         lang(N  —  p')  lang(N  h- p')  =  lang'B, 


—  tang  "^    =  lang^  - 

2  ^2  2 

d'où  l'on  tire  ces  valeurs  approchées. 


,B 

N-p"       ^^"^    2  .        ,^        ,^       tang^"> 

tang —  =^  - — — ,rr}         tang(N  —  p')  ==  . ^• 

^       2  tangN  ^^         ^         lang2N 

Nous  verrons  plus  loin  que  la  différence  p'  —  p"  est  d'environ  i4',  quantité 
petite,  mais  non  négligeable. 

Soit  AA'  le  grand  axe  de  l'ellipse  ;  on  voit  que  la  valeur  de  y  =  MD  sera  tou- 
jours comprise  entre  DA  et  DA',  et  la  valeur  de  f  =  MD'  entre  D'A'  et  D'A. 
Nous  voyons  donc  que  jamais  l'orbite  de  Japet  ne  pourra  coïncider,  ni  avec  le 
plan  de  l'anneau,  ni  avec  l'orbite  de  Saturne. 

38.  Loi  du  mouvement  du  pôle  sur  son  ellipse.  —  Si  l'on  prend  pour 
plan  des  xy  le  plan  fixe  de  Laplace,  l'origine  des  longitudes  étant  fixée  à  l'in- 
tersection de  ce  plan  fixe  avec  le  plan  de  l'anneau,  on  aura 

i  =  p,         0=  —  cp. 
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et  la  seconde  des  équations  (11)  donnera 

dp  _         i        ^ 
dt        na^  sinp  â(^ 

Or,  i2  =  Kcos-y  +  K'cos-y' a  pour  expression,  en  fonction  de  p  et  de  cp,  la 
moitié  du  premier  membre  de  l'équation  (i5),  ou  encore 

(K  +  K')  (cos^p  cos^B  +  sin^p  sin-B  cos^9). 

On  trouvera  donc 

,    dp  2K  •       9  •       9T>       • 

na^  -f  ^ -. — 5—  sm^p  sm^B  smœ  cos©. 

dt  sinpcos^ot 

Nous  allons  éliminer  cp  à  l'aide  de  l'équation  de  l'ellipse  que  l'on  peut  écrire, 
en  introduisant  p'  et  p", 


d'où 


,           cos-p"  — COS^p'     .    ,  ,  ,    „ 

cos^  p  H .   ,  , —  SI  n^  p  cos^  9  =  cos-  p  ; 


.   .         -  .   ,  ,   cos-p"  — cos-p 

Sin^P  C0S^9  =  Sin^p'    r-^-;; 7-4' 

^         ^  '    cos^p  —  cos^p 

.    ,       .    ,            .    ,    ,,  cos-p  —  COS^p' 
sm^p  sin^ra  =  sm-p" t^, ^,, 

^dp  2K  .   -„       sinp' sinp"       ,-. ^-j. 5-^-7 ^ 5-r- 

na^  -J-  =. : -—  sin^B  5— f î-r— ,  v/(cos^p'—  cosV)(cos-p  —  cos^  )• 

dt  sinpcos^oc  co^^p"— cosV 

Si  l'on  pose,  en  désignant  par  [x  une  nouvelle  variable, 

cos^p  =  cos^p"  cos^/jL  +  cos^p'  sin-]:x, 

do 
on  trouve  que  la  valeur  précédente  de  -^  donne 

(20)  "^^ =-lJdt, 

v/i  —  h^  sin-jx 

OÙ  l'on  a  fait 

,      .  ,^       cos^p" —  COS^p' 

(21)  h-  = ^ — „    „       ^  , 

cos^p 


H  = 


2K        sin^B  sinp' sinp"  cosp" 


na^cos^oc         cos^p"  —  cos^p' 


En  remplaçant  p'  et  p"  par  leurs  valeurs  (18),  l'expression  de  H  se  simplifie  et 
devient 

(22)  H  =  2K ^ — r 


TiiKORiE  DKs   sMKi.irrr.s  i)F,  sahhm:.  qn 

On  voit  que  l'on  est  ramené  à  des  intégrales  cllijjtiqnes,  et  les  (oirmilcs  u<,) 
et  (20)  donneront,  en  désignant  par  t^  une  constante  arbitraire, 

/      ix:=  am{Hto  —  Hf), 
(28)  <  sinp  C0S9  =  sinp' sinfji, 

(  sinp  sintp  =  sinp"  cosjUL. 

Le  module  h  est  voisin  de  zéro  ;  il  convient  de  procéder  à  des  développements 
en  séries,  en  négligeant  A'.  On  trouve  successivement 

dix( i-^^/i' sin^ix]  =  dix  (1+  ^  h^  —  \  h^  cos 2 /Ji  j  =  —  H  dt, 

1^=  W{to  —  t)-h  -^  sin2H'(^o  — 0» 


sino"      .          sinp"          4  .w,, 

tang9  —  -:-^  cotjLt  —  -.— !-  cotH'(/o  —  0, 

^  '     i-t- ^  A^cos^H'C^o  — 0 

tang9  =  (1  —  2/)  colH'(^o  —  0» 

sinp' —  sinp"       A^^ 

2 sinp'  8  ^ 

/est  une  petite  quantité  de  l'ordre  de  h-.  En  posant 

9  =  90°-H'(/o-  0-e, 
on  trouve  aisément 

£  =  /sin2H'(«o  —  0'' 
soit  encore 

91  — 90°— H' ^0. 
il  viendra 

(24)  9  =9i -hH'^  — /siii(29,  4- 2H'0' 

La  valeur  de  o,  se  déterminera  au  moyen  de  la  valeur  9^  que  prend  «p  pour 

i  =  o,  par  la  formule 

90  =  91  —  /sin2  9,  ; 

9,  =9o  4-  /sin2  9o. 
On  a  ensuite  par  l'équation  de  l'ellipse, 

sinp' sinp"  _  sinp' 


smp 


v/sin^p"H-(sin2p'  — sin^p")  sin»9       ^  /     ,    sin-p'— siii*p'    .  ,,  „.  ^ 

^        ^       ^        ^  ^'         •        y/i+  |j^5^,— ^sm«(9,-t-H'0 

T.  —  IV.  i3 
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et  l'on  en  tire  sans  peine 

(25)  p  =  p'-(p'-^p'')sin5(9, +  H'0. 

Les  formules  (24)  et  (25)  résolvent  le  problème  avec  une  précision  suffi- 
sante. On  a,  d'ailleurs,  comme  on  le  voit  facilement, 

,  /      ,  ,/^     I   +   COS^p' 

(26)  l={p'—p")  : f-. 

^        ^  ^  '^   '      2  SlIJ  2p 

On  voit  que  cp  a  un  double  mouvement  de  précession  et  de  nutation  ;  le  terme 
de  précession  est  positif,  et  comme  la  longitude  du  nœud  sur  le  plan  fixe  de 
Laplace  a  été  représentée  par  —  cp,  le  nœud  de  l'orbite  du  satellite  a  son  mou- 
vement de  précession  rétrograde. 

39.  Discussion  des  observations  de  Japet.  ~  La  discussion  la  plus  com- 
plète a  été  faite  par  M.  H.  Struve  (Beobachtungen  der  Saturnstrabanten,  Supplé- 
ment aux  Observations  de  Poulkovo,  Saint-Pétersbourg,  1888).  Les  séries  d'ob- 
servations utilisées  sont  celles  de  Bernard  à  Marseille,  de  W.  Herscbel,  de  Bessel, 
de  Jacob,  de  A.  Hall,  et  enfin  de  H.  Struve  lui-même.  Les  valeurs  de  la  longi- 
tude du  nœud,  0,  et  de  l'inclinaison  i,  rapportées  à  l'écliptique,  telles  qu'elles 
résultent  d'une  discussion  approfondie,  sont  renfermées  dans  le  Tableau  sui- 
vant, qui  contient  en  outre  les  dates  moyennes  des  observations  : 


1787,7 i44!i8,4  19.17,2  Bernard  et  Herschel 

i832,5 143.24,5  18.52,6  Bessel 

(*7)  {1857,5 143.2,0  18.43,0  Jacob 

/  1878,5 142.26,6  18.33,3  A.  Hall 

1    i885,6 142.12,4  18.28,3  H.  Struve 

Pour  obtenir  ces  nombres,  on  a  appliqué  en  signe  contraire  à  ô  et  «les  inéga- 
lités périodiques 

A9=  8', 46  sin(2/o  —  2%  +  4°, 4), 

^iz=  2', 68  ces  (2/0  —  2%  +  4°,4)j 

qui  proviennent  de  l'action  du  Soleil,  /o  et  ^o  désignant  respectivement  la  lon- 
gitude du  Soleil  et  celle  du  nœud  de  l'écliptique  sur  l'orbite  de  Saturne. 

M.  H.  Struve  applique  les  formules  (i  i)  qui  deviennent,  en  remplaçant  K  par 
sa  valeur  (9), 


dO  3 


Sini!  -j-  = —  y 

at  A        ,  9 . 

■(l  — ^o) 


r -,  (smy  cosy  ^  +  ^  sm/  cos/  ^y 


di  3  ni  (  .  ^y        K'    .      ,  ,  dy' 
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Soient  {fig.  3) 

xk  l'écliptique, 

AC  l'orbite  de  Saturne, 

BC  l'orbite  de  Japet, 

^A  =  9„        BAC=:/,,        BC  =  ^. 

Fig.  3. 


Le  triangle  ABC  donne 

cosy  =  cosfcos/,  +  sin/sin/j  cos((/  —  5,), 
d'où  l'on  tire 

dy       ... 
siny  -r'.  =:sm«cosfi  —  cos/sln^i  cos(9  —  9,)  =  siny  cos^];, 

siny  -T^  =  sin«  sin^i  sin(9  —  0,)  =  sin^siny  sirn{^. 

Les  expressions  précédentes  de  -j-  et  de  -^  deviendront  donc,  si  l'on  utilise 
les  relations  analogues  pour  -j^  et  -^^5 


(28) 


!  .    .M            3          ni         (  .                       ,        K'    .      ,          ,         ,A 

1  ^xm -T- zzi— j  'i j  (  siny  cosy  cos^/ -+-        siny' cosy  cos^;  ], 

J  ^^             ^  nl^x-e\Y^                                  ^                                ^ 

j  di            3          ni         (  .                  .     ,        K'    .      ,          ,    .     ,A 

/  -,-  =4-  -   y (  siny  cosy  sinq;  +  ,,-  siny'cosy'  siruf'l. 


^'  est  l'arc  intercepté  sur  l'orbite  du  satellite,  entre  l'écliptique  et  le  plan  de 
l'anneau. 

M.  Struve  a  calculé  par  les  formules  précédentes  les  variations  annuelles  Aô 
et  Ai,  pour  1783,0  et  i885,o,  en  remplaçant  dans  chaque  casy,  y',  'j*.  '\'  et  «par 
les  valeurs  correspondantes;  ce  double  calcul  a  pour  but  d'éviter  la  considéra- 
tion des  termes  du  second  ordre.  Il  a  trouvé  ainsi 

Pour  1780.  Pour  i88.5. 

A6=  — 2',G47-l-  i',446^,  A0=  — i'.GSa-f-i'jSSJ  — , 

K  Iv 

K'  K' 

A«  =-(-  o',o83  — o',7f5  -jT  )  A/  =-i-  o',o73  — o'  816  -jv  • 
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Comparant  ensuite  ses  observations  de  1 885,6  aux  autres,  et  les  reliant  par 
les  variations  (/'  —  ^)Aô  et  {f  —  t)Ai,  il  a  obtenu  des  équations  telles  que 

/  K'N 

97^9  (  —  2', 689  +  1', 489  -j^j  z=z—\2&,o, 

d'où 

K' 

^  =0,907. 

K' 

Il  a  trouvé  ainsi  pour  ^  les  valeurs  suivantes  : 

Par  e.  Par  i. 

Bernard 0,907  0,755 

Bessel 0,847  0,675 

Jacob 0,571  0,745 

Hall 0,414  0,953 

Il  a  fait  les  moyennes  en  éliminant  toutefois  les  observations  de  M.  Hall  qui 
sont  trop  peu  distantes  des  siennes;  il  a  trouvé  ainsi 

0,775     et    0,725, 
d'où,  enfin, 

—  =0,750. 

Cette  valeur  représente  très  bien  la  série  des  valeurs  de  la  longitude  du  pé- 
risaturne  aux  diverses  époques. 
On  a  ensuite,  pour  i885,o, 

9  =  i42°i2',4  — 1',48^, 
i—    1 8"  28',  3—0',  54  ^ 

40.  Calcul  de  la  masse  de  Titan.  —  La  formule  (to)  donne 


K' 


fm^k-h  fm^k^  i    v^   ^. 


En  posant 


m. 


k  +  k,-^ 

'       1  = 

il  vient 


l  =  ^p ,         fmo  =  n^  a\ 


2      \     a-         U  ^ai   m„  ^ 


^^  +  4^ 
On  a,  d'ailleurs, 


K  =  -  — 1-^ 


2  \2 


^^-el) 
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Il  vient  donc 

On  a  trouvé  ce  rapport  =  0,7.^;  il  en  résulte 


«(-^5)'(^^-ii:^:^..V')=o.:5x 


En  remplaçant  les  quantités  par  leurs  valeurs  numériques.  M.  H.  Slriivc  ob- 
tient l'équation  suivante 

(3o)   i83,4— (3, 2143 )A  + (5,824 i)/«Ti  + (5, 0107) /«,{„  + (4,-114) /wni+ (4,4939) /nTe -+-..., 

où  ^Ti,  m„„,  ...,  désignent  les  rapports  des  masses  de  Titan,  Hypérion,  Rhéa, 
Dione,  Téthys,  ...  à  la  masse  de  Saturne.  Rappelons  que  a  désigne  successive- 
ment les  rapports  des  demi  grands  axes  des  orbites  de  Titan,  Rhéa,  ...  à  celui 
de  Japet. 

La  discussion  de  l'ensemble  des  observations  de  Titan  a  permis  à  M.  H.  Struve 
de  déterminer  le  mouvement  du  périsaturne  de  ce  satellite,  et  cela  lui  a  fourni 
une  équation  analogue  à  la  précédente,  savoir 

(3i)     1800  =(4,84o4)>.  +  (6,o563)mja  +  (^',7875)"'.u,  4-  (6,4  io3)mi,i  H-  (6,  i637)mTe. 

La  masse  de  Titan  est  sans  doute  de  beaucoup  la  plus  considérable;  si  nous 
la  conservons  seule,  les  équations  précédentes  se  réduisent  à 

i83,4  =  (3,2i43)X  -i-  (5,824i)mTi, 
1800     =(4,84o4)>., 
d'où 

X  =0,0260,  m- 
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M.  H.  Struve  t'ait  un  nouveau  calcul  en  introduisant  des  masses  hypothé- 
tiques des  satellites  Japet,  Rhéa,  . ...  M.  W.  Pickering  a  mesuré  les  éclats  de 
ces  corps,  et,  en  leur  supposant  à  tous  le  même  pouvoir  réflecteur  d  I;i  même 
densité,  il  en  a  conclu  (Annales  du  Collège  Harvard,  t.  XI,  |).  217), 

mTe  =  0,0667 /Wti, 

m-m  =:  o,o5'j3mTi, 
/WRh  =  o,i488mTi, 
mja  =  o,o4i7»*Ti- 

Il  est  inutile  d'insister  sur  le  manque  de  rigueur  de  cette  détt^rminafion  (jui 
se  borne  à   une  simple  appréciation;  dans  ces  conditions,   il  est  clair  que  l'on 
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ne  pourra  pas  espérer  obtenir  m^b  avec  quatre  chiffres  significatifs.  Quoi  qu'il 
en  soit,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (29)  et  (3o),  elles  deviennent 

i83,4  =  (3,2i43)X  4- (5, 8872)^x1, 
1800      =:  (4,84o4)X  +  (6,o8o8)mTi, 

d'où 

A  =  0,02227,  /nTi=7g-g- 

J'avais  obtenu  autrefois  (Annales  de  V observatoire  de  Toulouse,  t.  I),  par  la 
discussion  d'une  observation  faite  par  Gassini  II  en  1714» 

1 


1 1000 


ce  qui  conduirait  pour  la  masse  de  Titan  à  une  valeur  trois  fois  plus  faible,  au 
moins,  que  celle  à  laquelle  arrive  M.  H.  Struve.  Mais  l'observation  dont  il  s'agit 
consiste  en  une  simple  estime,  ou  plutôt,  dans  l'extrapolation  de  résultats  esti- 
més. Le  dessin  de  Gassini  présente  d'ailleurs  des  particularités  difficiles  à  com- 
prendre. Il  n'y  a  évidemment  pas  de  parallèle  à  établir  entre  les  conséquences 
que  l'on  en  peut  déduire  et  celles  qui  sont  fondées  sur  des  séries  nombreuses 
de  Bernard,  Herschel,  Jacob,  Hall  et  Struve;  de  sorte  que  la  valeur  nouvelle 


mTi  = 


4700 


présente  toutes  les  garanties.  Nous  verrons  d'ailleurs,  dans  le  Ghapitre  suivant, 
qu'elle  est  confirmée  par  la  théorie  des  perturbations  d'Hypérion. 


41.  Masse   de  ranneau.  —  On  a  les  formules 


d'où 


lb^  =  k-^'^k„  A:  rr=  ^,M  X  -  -  X,  )  , 


-  I  «<i    /m  o 

A=rx x.-l y^  =0,0225. 

2  nif,  b- 


Or,  on  a  mesuré  l'aplatissement  de  Saturne  x,  et  l'on  peut  calculer  aisé- 
ment x,.  M.  H.  Struve  adopte 


X —  xi  =  0,0194, 


et  il  en  résulte 

/«4  k, 
--^=0,0029. 
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On  a,  d'ailleurs,  en  supposant  l'anneau  homogène  {voir  la  page  89), 

^  _  3  R'  +  11' '  _ 

cela  conduirait  à 

m,         I 
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Mais  il  ne  faut  pas  se  dissimuler  que  cette  détermination  est  presque  illusoire, 
d'abord  à  cause  de  l'influence  des  masses  imparfaitement  connues  sur  la  valeur 
de  la  constante  X,  ensuite  et  surtout  parce  qu'il  suffirait  de  légères  modifica- 
tions de  X  et  de  6  pour  la  changer  beaucoup,  et  il  suffit  d'un  coup  d'œil  jeté 
sur  les  déterminations  de  x  et  de  h,  obtenues  par  des  observateurs  très  habiles, 
pour  reconnaître  la  possibilité  de  telles  modifications. 

Remarque.  —  Si,  dans  la  formule  (29),  on  néglige  e^  et  ce  qui  dépend  de  l'at- 
traction des  satellites,  il  vient 

K         3  Mo      aS 


K'        [\\mQ  «0^"^ 

K 

de  sorte  que,  quand  on  considère  des  satellites  plus  voisins  de  la  planète,  ^ 

décroît  rapidement,  comme  a^.  On  a  donc,  au  lieu  de  l'équation  (12), 

K'  cos^y'  =:  const. 

Ainsi,  l'inclinaison  de  l'orbite  d'un  satellite  sur  l'anneau  demeure  constante 
et  toujours  très  petite  si  elle  l'a  été  seulement  à  un  moment  donné. 
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CHAPITRE  Vil. 

THÉORIE  DES  SATELLITES  DE  SATURNE.  -  PERTURBATIONS  D'HYPÉRION. 


42.  Recherches  sur  le  mouvement  d'Hypérion  (Mémoire  de  M.  New- 
comb  intitulé  :  On  the  Motion  of  Hyperion,  a  new  Case  in  Celesdal  Mechanics, 
Astronomical Papers ,  t.  III).  —  Hyperion,  nous  l'avons  dit  déjà,  est  le  plus  faible 
de  tous  les  satellites  de  Saturne.  Il  a  été  observé,  pendant  quelque  temps,  par 
Bond  en  1848,  et  par  Lassell  en  1848,  i85o,  i852,  i853,  1860  et  1864.  Ces  ob- 
servations, dont  la  précision  laissait  peut-être  un  peu  à  désirer,  n'ont  été 
employées  qu'à  une  première  détermination  de  l'orbite,  qui  ne  parut  rien 
présenter  d'extraordinaire,  sinon  que  l'excentricité  était  beaucoup  plus  forte 

que  pour  les  autres  satellites;  elle  était  d'environ  -•  Ce  n'est  qu'en  1875  que 

nous  trouvons  de  nouvelles  observations  d'Hypérion.  La  grande  lunette  de 
26  pouces,  de  Wasbington,  nous  a  révélé  des  particularités  bien  imprévues. 

Les  observations  de  M.  A.  Hall,  faites  en  1875,  ont  donné  pour  la  longitude 
du  périsaturne  d'Hypérion  174°.  H  résulte  des  observations  de  Lassell  qu'en 
i852  la  même  longitude  était  de  240**.  Les  deux  directions  du  grand  axe  de  l'or- 
bite font  donc  entre  elles  un  angle  de  66°;  et  cette  rotation  des  apsides  est  bien 
certaine,  malgré  la  difficulté  des  mesures,  car  l'excentricité  de  l'orbite  est  très 
prononcée. 

Quelle  pouvait  être  la  cause  de  cette  perturbation  considérable?  Il  fallait  évi- 
demment la  chercher  dans  l'action  des  autres  satellites  et,  en  particulier,  dans 
celle  de  Titan. 

D'abord,  il  est  évidemment  le  plus  gros  de  tous;  ensuite,  sa  distance 
moyenne  à  Saturne  (20", 5)  diffère  peu  de  celle  d'Hypérion  {iS\\).  La  plus 
petite  distance  d'Hypérion  à  Saturne  étant  de  22",  6,  la  distance  des  deux  satel- 
lites peut  s'abaisser  à  2", I  et  devenir  ainsi  12  fois  plus  petite  que  la  distance 
d'Hypérion  à  Saturne. 

En  attribuant  à  Titan  une  masse  é^ale  seulement  à  — ^ — >  son  action  sur  Hy- 

^  IIOOO 
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périon  pourra  atteindre  jj^  =  :k^^  l'action  de  la  planète  [avec  la  masse  de 
Titan  7-^  donnée  dans  le  Chapitre  précédent,  on  trouve  ~  au  lieu  de  —V  C'est 

4700  *  66  ^6/ 

une  force  perturbatrice  considérable,  dont  l'effet  se  trouve  encore  augmenté  par 
cette  circonstance  que  les  moyens  mouvements  des  deux  satellites  sont  à  très 
peu  près  commensurables.  Il  résulte,  en  effet,  du  Tableau  de  la  page  8G,  que 
l'on  a,  en  désignant  par  T  et  T'  les  durées  de  révolution  de  Titan  et  d'Hypé- 

rion, 

T'       n       4 

Y  =  ;p  =  3+o,oo.. 

Il  en  résultera  donc  une  inégalité  à  longue  période,  dépendant  de  l'argument 
4/'  —  3/,  inégalité  qui  sera  d'autant  plus  sensible  que,  relativement  aux  excen- 
tricités, elle  sera  de  l'ordre  4  —  3  =  i  ;  elle  contiendra  donc  un  facteur  e  ou  e';  or 
e'  est  assez  grand. 

J'avais  appelé  l'attention  des  astronomes  sur  ces  particularités  (Observatory , 
t.  III,  p.  235).  Pour  aller  plus  loin,  il  fallait  de  nouvelles  données  de  l'obser- 
vation. 

Voici  celles  qui  ont  été  fournies  par  M.  A.  Hall  {Monthly  Notices j  mai  1884)  : 

Date.  a'.  e'.  ts'.  n  —  a'. 

i852,9 217,05  0,1201  240,18  28* 

1875,7 216, 25  0,1026  '74î'*4  94 

1876,7 216, 52  0,1290  i56,92  III 

1879,8 211,17  0,0780  93,17  175 

1880,9 212,41  0,0823  60,01  208 

1881,9 2i3,o5  0,0898  36,91  281 

1882,9 2i5,46  0,0884  20,04  248 

i883,9 212,90  0,0982  353,27  275 

M.  Hall  en  conclut  que  la  valeur  de  m'  est  représentée  à  fort  peu  près  par  la 
formule 

cj'=  174°,  24  —  20°,  344^  —  0°,  io3<', 

où  /  désigne  le  nombre  d'années  compté  à  partir  de  1875,7.  Ainsi,  le  périsa- 
turne  d'Hypérion  fait  une  révolution  dans  le  sens  rétrograde  en  dix-huit  ans,  et, 
de  i852  à  1876,  son  mouvement  a  été,  non  de  ^(S^'y  mais  de  6^°  h-  36o*'  =  426**. 
C'est  là  une  découverte  qui  fait  honneur  à  M.  Hall,  et  qui  a  demandé  une 
longue  suite  d'observations  difficiles,  en  même  temps  qu'une  discussion  bien 
conduite. 

43.  C'est  ici  qu'intervient  la  théorie  avec  M.  Newcomb;  les  inégalités  sécu- 
laires de  tn'  seront  données  par  la  formule  suivante,  qui  résulte  de  formules 
T.  —  TV.  '  '• 
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connues  (t.  I,  p.  169  et4o5). 


^  :=  ^  ma'/i' I  A',0^-1- A',»'+ [AV>- AV- A','>]  ^  cos(îît'- rn)  j, 


âR 


On  a  remplacé  v/i  —  e'-  par  i ,  et  négligé  le  terme  en  -y.  ;  d'ailleurs,  dans  tout 
ce  qui  suit,  nous  ferons  abstraction  de  l'inclinaison  mutuelle,  très  petite  du 
reste,  des  orbites  de  Titan  et  d'Hypérion.  Voici  les  données  numériques  d'où  part 
M.  Newcomb  : 

Titan.  Hypérion. 

o  o 

Moyen  mouvement  sidéral  diurne. . .       n=        22,57700  //'=      r6, 91988 

Périsaturne  (1880,0) m  =      268,6  ni'=      88,0 

Mouvement  annuel — -  =  +     o,5o  -^~  =  —  20,3 

dt  ^  dt  ^ 

Excentricité e=         0,0287  e' =        0,100 

Rapport  des  moyennes  distances —  —  =  a  =  0,825 

En  supposant  m  = ■-,  la  formule  précédente  donne  un  mouvement  direct 

*^  lOOOO  ^ 

de  3^  par  an,  tandis  que  le  mouvement  observé  est  rétrograde  et  de  20"  environ. 
M.  Newcomb  remarque  ensuite  que  l'on  a 

4«'=  67'>,6795,         3n  =:  67"',73io,        [^n'  —  3«  =  — o°,o5i5; 
en  un  an 

4«'  — 3«=:—  i8°,8. 

Or,  le  mouvement  annuel  de  cr'  est  de   —  20**,  quantité  très  voisine   de 
-i8°,8. 
Il  y  a  donc  lieu  de  penser  que,  si  l'on  considère  l'argument 

sa  partie  proportionnelle  au  temps  sera  nulle,  et  que  \'  sera  constant,  ou  bien 
oscillera  autour  d'une  valeur  moyenne  constante  C.  On  en  conclut,  dans  cette 

hypothèse, 

3(/'-/)  +  /'  — ct'  =  C; 

de  sorte  que,  si  l'on  cherche  les  conjonctions  des  deux  satellites,  on  aura 

(I)  l'-w'=.K'  =  C. 

Or,  pour  que  les  inégalités  séculaires  aient  un  sens  pratique,  il  faut  que,  dans 
le  cours  du  temps,  les  inégalités  périodiques  se  détruisent;  à  une  longitude 
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moyenne  donnée  de  l'une  des  planètes  doivent  correspondre  successivement 
toutes  les  longitudes  moyennes  de  l'autre,  et,  en  particulier,  les  conjonctions 
doivent  se  produire  en  tous  les  points  de  chaque  orbite.  Or,  d'après  la  for- 
mule (1),  les  conjonctions  auraient  toujours  lieu  dans  le  voisinage  d'une 
même  anomalie  moyenne  d'Hypérion.  Il  est  donc  impossible  que  les  termes  en 
cosi{t—  ny)  se  détruisent, et  le  mouvementprogressifdupérisaturnesera  produit, 
non  pas  seulement  par  les  termes  séculaires,  mais  par  les  termes  périodiques. 
M.  Newcomb  considère,  après  ce  préambule,  les  termes  principaux  de  la 
fonction  perturbatrice  R.  Nous  allons  reproduire  son  exposition,  en  supposant 
toutefois  nulle  la  petite  excentricité  de  l'orbite  de  Titan  et  faisant 

rt'R=-  6«')-he'-Co+e'C,cos(4/'— 3/-CT'). 

Il  calcule  les  b^'^  et  leurs  dérivées  premières  et  secondes,  et  trouve 

i.  *(0. 

0 2,61 

4 — 0,25 

2 0,79 

3 o,56 


d'où  il  déduit 


0,41 


d(x 

2,39 

i3,33 

5,84 

4,48 

2,82 

14, 1 

2,61 

•  4,8 

2,36 

l5,2 

,,     =4-2,27, 

[^        dot.  %         da. 

C^  =.  Z   6(3)  +  I   ce  =^  =  +  3,26, 

2  1         dix 


les  valeurs  de  U^^  et  de  ses  dérivées  ont  reçu  les  corrections  respectives 

pour  avoir  égard  à  la  seconde  partie  de  la  fonction  perturbatrice 

—  m '-^. 

44.  Équations  pour  la  variation  des  éléments.    —    Ces  équations   sont 
lournies  par  les  formules  (h)  (t.  I,  p.  169),  en  conservant  seulement  les  termes 
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principaux;  on  trouve 

dn'  _       ^        ,2  d{a'V.)  de[  _       mn'  d{a'K) 

—  _-6mn         ^^,      ,  dt~         e'        drs'     ' 

drn'       mn'  d{a'Y{)  de'  ,    ,,  dB 

—r-  =  — -, r-y—  »  -7-  =  —  2mn'a'^  -r— ,  • 

dt  e         de  dt  aa 

Il  vient  ensuite,  en  ayant  égard  aux  données  numériques  du  numéro  précé- 
dent, 

de' 

--T-  = — 3,26m«' sin(4^' — 3/ — cr'), 


(2) 


^'  =:  mn'  [4,53  -h  ^  cos(4/'-  3/-  nr')]  , 


-7-  =H-  39, 1  mn'^e'  sin(4/'  —  3/  —  gj'), 


-7-     =:+  42,2/?2/i'e'C0S(4^'—  3/ — Gj'). 


Si  l'on  pose 

V'  =  4/'— 3/-ro', 

et  que  l'on  remplace  e  et  e'  par  leurs  valeurs  numériques,  il  vient 

-7- =+ 3,9im/i'2sinV', 

di' 
(3)  {  -7-  =4-4,22m«'cosV', 

—7-  r=  /w/i'(4,53  +  32,6cosV'). 

La  dernière  de  ces  équations  montre  que,  si  l'angle  V  conserve  une  valeur 
constante,  le  terme  h-  32,6cosV'  peut  être  beaucoup  plus  grand  que  l'ensemble 

des  deux  termes  séculaires  de  ~;  mais,  pour  que  ~  soit  négative,  il  faut  que 

cosV  soit  négatif. 

45.  Equation  différentielle  pour  la  libration  de  V.  ~  En  considérant  le 
mouvement  de  Titan  comme  elliptique,  on  a 

d\'  ,      ,         ^  ,   dE'  dTJS' 

—  =^n-3n-^l,---^, 
dt^    ~^'dt   '^^  dt-  ~~  ~dF  ' 
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Or  on  trouve,  en  partant  de  (3), 

4  —rr  =      1 5 ,  64  /w/i'*  sin  V, 

ô2,b   m/i'^  sin  V  —f 
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En  substituant  ces  expressions  dans  celle  de  — i-t'  ^t  faisant 


il  vient 


J2  V'  (£S' 

-— ^  r=  i5,6m  sinV  -1-  15,7/w  sin  Y'  -r-,- 


Il  est  remarquable  que  les  coefficients  i5,6  et  i5,7sont  à  fort  peu  près  égaux 
entre  eux.  On  peut  écrire 


d^y        .   .       .    ,,,/        dN'\ 


dL' 
Cette  équation  admet  l'intégrale  première 

j  —  log  (  I  +  -j-f  )  +  1 5 , 6 m  cos  V  =  const. , 

comme  on   s'en  assure   aisément.   Supposons  qu'à  un  moment  donné  on  ait 


dt' 


y  =  V'„  et  -TTf  =  o;  la  constante  se  détermine  immédiatement,  et  il  vient 


dW'  f        dV'\ 

(4)  -^  —  logf  i-f--^j  =  i5,6m(cosV;  — cosV). 

d\' 
La  fonction  de--^>  qui  constitue  le  premier  membre  de  cette  équation,  est 

dV 

positive  quand  -jy  varie  de  ~  i  à  +  oc.  Il  doit  donc  en  être  de  même  du  second. 

Donc  V  doit  rester  compris  entre  Y'^  et  27r  —  V'„.  Les  observations  montrant  que 
V  varie  très  peu,  iidoit  en  être  de  même  des  limites  précédentes  ;  donc  V'(,  est  voisin 
de  T..  Nous  admettrons  qu'il  est  égal  à  ir.  Alors,  on  aurait  constamment 

V'  =  i8o°, 
ce  qui  exprime  un  beau  théorème. 
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dW' 

Il  est  vraisemblable  que  -rp-  est  toujours  très  petit,  V  variant  très  lentement 
et  très  peu.  Si,  dans  l'équation  (4),  on  néglige  -^3  >  il  vient 

—-^  :=  3l,2m(COsVo  — COSV), 


d'où,  en  faisant 


d}y 

—r-rr  =  i5,6msinV', 

V'=i8o°+H, 
-^-7^  =—  i5,Dm  sinH. 


En  intégrant,  et  désignant  par  a  et  [5  deux  constantes  arbitraires,  il  vient 

(5)  H=:  acos/jt.i'H- [3  sin/jif',  fjt.  —  v/i5,6/n. 

Telle  serait  l'expression  de  la  libration.  Nous  la  supposerons  nulle  dans  une 
première  approximation  et  nous  prendrons  simplement 

V'=i8o°. 

La  dernière  des  équations  (3)  donne,  quand  on  y  fait  V'=  180°, 

dxs'  „  , 

—r-  =  —  20, 1  mn  . 
dt  ' 

En  égalant  cette  valeur  à  celle,  —  20°,  3,  déduite  des  observations  par  M.  Hall, 
il  viendrait 

20,3  20,3       I 

28,1  n'        28, 1  X  6180        85oo 

Tel  serait  donc  le  rapport  de  la  masse  de  Titan  à  celle  de  Saturne.  Si  l'on  se 
reporte  à  la  formule  (i),  et  que  l'on  y  fasse  C  =  iSo**,  on  en  conclut  que,  lors 
des  conjonctions  d'Hypérion  et  de  Titan,  le  premier  est  toujours  dans  le  voisi- 
nage de  son  aposaturne. 

46.  Résolution  du  problème  par  les  quadratures.  —  Dans  la  discussion 
précédente,  on  a  considéré  seulement  les  termes  principaux  pour  chaque  argu- 
ment, pensant  que  cela  suffirait  pour  donner  le  caractère  général  du  phéno- 
mène, et  conduire  à  une  approximation  numérique  satisfaisante.  Mais  un  exa- 
men attentif  a  montré  à  M.  Newcomb  que  les  termes  en  2  V',  3V',  .. .  peuvent 
avoir  une  influence  plus  grande  que  ceux  en  V.  Il  a  trouvé  en  effet,  par  un  calcul 
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sommaire, 

a'R  =  . .  .-M5e"cos2V'+95e'»cos3V'  +  . . ., 
d'où 

?      de'      ~'  •  ••+-  3ocos2V'+  285e'cos3V'+.  .  .  =  . .  .-4-  3ocos2V'+  28,5cos3V'h-.  . .. 

Ces  termes  auront  une  répercussion  considérable  sur  le  mouvement  du  péri- 
saturne,  et  l'on  voit  en  même  temps  que  la  convergence  est  trop  lente  pour  que 
l'on  puisse  essayer  de  les  calculer  avec  précision.  Dans  ces  conditions,  M.  New- 
comb  a  pensé,  avec  raison,  que  le  mieux  à  faire  était  d'avoir  recours  aux  qua- 
dratures mécaniques. 

Considérons  dans  «R  l'ensemble  des  termes 

a'R  =  ko-h  ki  cosV'-f-  /caCOSaV'H- 

Comme  on  néglige  encore  l'excentricité  de  Titan,  les  coefficients  ^y  seront  des 
fonctions  des  deux  arguments 

En  faisant  V  =  i8o°,  il  vient 

^'=i8o°— 3L, 
a'R  =  k',-k\  +  k',-k',-i-..., 

OÙ  les  coefficients  k'j  sont  des  fonctions  périodiques  de  L.  Il  en  sera  de  même  de 

,dR       ,    ,        dxn'       mn'    ,  dR 

a'  ^j-7     et  de     —r-  =  — 7-  a'  -r— ,  • 

de  al  e         de 

Pour  avoir  le  terme  constant  de  -t->  il  faut  obtenir  le  terme  non  périodique 
de  a'  T-7'  ce  qui  se  fera  en  donnant  à  L  un  certain  nombre  de  valeurs  numé- 
riques,  72  par  exemple,  distantes  de  S"*,  calculant  les  valeurs  numériques  de 
a' V/'  faisant  la  somme,  et  divisant  cette  somme  par  72.  11  nous  faut  donc  dire 

ôe'  '         ' 

comment  on  procédera  au  calcul  des  valeurs  dea'^-  On  a 

_  1  r^cosVi 

y//'* -v-a'—'i. ar'  cos Vj  «' 

V,  =  t''—  l,        v'  =  longit.  vraie  d'Hypérion. 

Soit  posé 

r'         ,  a 

â'=f'     «'  =  "• 
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On  trouvera  sans  peine 

a'Rz=:^-  P'cQ^s^i,         A^  =  p'2+a2_2ap'cosVi, 

,àR  _    ,dR  âp^         >  dR  dV, 
^  de'~^  âp'  de'  '^  ^  ÔYi   de'  ' 

a'^^=apsmY,    [-,-^,)' 
On  aura  ensuite,  en  désignant  par/'  et  u'  les  anomalies  vraie  et  excentrique, 
a'— e'sinw'^^',         p'=  i  —  e' cosm',         tang  —  =  i/ ^ -,  tang  — ,         e'  =  o,ioo; 

d'où 

dp'  .,  à/'       2+e'cos/'    .     ,, 

Si  l'on  considère  les  valeurs 

Lo,      LoH-I20°,      Lo+24o° 

de  L,  les  valeurs  de  g',  et,  par  suite,  celles  de  -p  et  de  -p-  seront  les  mêmes. 
On  pourra  donc  donner  à  g'  les  valeurs 

o°,     iS»,     3o%     ...,     i8o°. 

Les  quantités  qui  interviennent  sont  d'ailleurs  les  mêmes  quand  g'  change 
de  signe;  il  est  donc  inutile  de  faire  dépasser  i8o^  à  g',  dans  les  calculs  prépa- 
ratoires. M.  Newcomb  a  obtenu  ainsi,  par  des  calculs  faciles,  les  valeurs  numé- 
riques suivantes  : 


,dR 

,dR 

g'- 

de 

g'- 

a   -7-7  • 
de' 

o° 

-+-   1,8 

i5 

-f-  1,6 

345" 

-h   1,6 

3o 

-4-  1  ,2 

33o 

H-  1,2 

45 

+  0,4 

3i5 

■+-    0,4 

60 

—  0,7 

3oo 

—  0,7 

75 

-  1,8 

285 

-  1,8 

90 

—  3,0 

270 

-  3,0 

io5 

-  4,4 

255 

-4,4 

120 

-  5,9 

240 

—  5,9 

i35 

—  7,7 

225 

—  7,7 

i5o 

—  9,7 

210 

—  9,7 

i65 

—  12,7 

195 

—  12,7 

180 

— 13,8 
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On  en  tire 

2  "5?  =  -97,4. 

En  divisant  par  72,  on  trouve  —  i,35;  on  a  donc,  pour  le  moyen  mouvement 
du  périsaturne, 

dis'  „„  mn'  ^       , 

dt  '         e'  ' 

En  régalant  à  la  valeur  observée  19*^,3,  il  vient 


i3,5  X  6180       4320 

M.  Newcomb  avait  trouvé  m  =  —  — ,  parce  que,  par  inadvertance,  il  avait 

employé  le  diviseur  24  au  lieu  de  72.  C'est  M.  Hill  qui  a  signalé  cette  méprise 
(Astron.  Journal,  n°  176).  Il  convient  de  remarquer  que  ce  n'est  que  plus  tard 
que  M.  H.  Struve  a  donné  à  très  peu  près  la  même  valeur,  comme  on  l'a  vu  dans 
le  Chapitre  précédent. 

M.  Newcomb  cherche  ensuite  à  avoir  égard  à  la  libration  de  V;  il  trouve 
qu'en  posant 

11  =  cj  —  rs',n  =  1 85", o  4-  j  9",  5  ( ^  —  1 880 ,  o ), 
on  a  ces  inégalités 

dl' =  —  2°,osinn,         OGj'=  +  10"  sinll,         ôe' =  + 0,017  cosll; 

mais,  pour  cette  dernière  partie,  nous  renvoyons  le  lecteur  au  Mémoire  ori- 
ginal. 

47.  Autre  solution.  —  J'ai  donné,  après  M.  Newcomb  (^Bulletin  aslronom., 
t.  III,  p.  4^5),  une  solution  qui  me  paraît  encore  présenter  aujourd'hui  quelque 
intérêt;  je  vais  la  rappeler  brièvement. 

Soient  P  et  P'  deux  corps,  planètes  ou  satellites,  circulant  dans  un  môme  plan 
autour  d'un  corps  central. 

Si  nous  nous  reportons  au  Chapitre  XXll  (t.  1),  nous  verrons  que  les  inéga- 
lités indépendantes  des  excentricités  sont  données  par  les  formules 


(6) 


(7) 

T.  -  iV 


[09  ~|  • 

I  -f-  m'  2  E,  cosf  (  /  —  /' )     ,         v  =  l  —  m'2  C/ sin/  (/  —  /') , 

'—a'\  \-\-m  y  E;cosf  (/—/')     .  v'—l'-^m^  C,  siiw(/ — /')  ; 
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r  et  r ,  v  et  v\  l  et  /',  m  et  m!  désignent  respectivement  les  rayons  vecteurs,  les 
longitudes  vraies,  les  longitudes  moyennes  et  les  rapports  des  masses  à  la  masse 
du  corps  central. Soient  encore  n  et  /z'ies  moyens  mouvements;  les  coefficients 
E^.  et  C^.  ont  les  expressions  suivantes  (t.  I,  p.  365  et  366) 


E',= ^ ^ --*»'" 


II'- — /-(«  —  /*')^  \         àa 


2  «'        ,^,->\ 

-,  a'B('>    , 

n  —  II'  ) 


L;  —  2    ; iE,- -,    -        la'^  —r—, ;   «'B'" 

iv  n  —  n    i\  aa  n  —  n 

On  aurait  des  expressions  toutes  semblables  pour  E,  et  C^.  Les  quantités  B''^ 
sont  définies  par  l'équation 

ce 

(^2+  rt'2—  2aa'  cosX)"'  =:  -  B(o'h-  ^  B<'^  cosA. 

1 
En  faisant 

a  , 

«=:— ,j         a<ia', 
a' 

-i        I  '^  db^^^ 

(i  +  a^— 2acosX)    '^  =  -  ^^«»+ ^  ^>("  cosa,         b^i^=(x^^, 

1 
on  peut  écrire 

n'  '        n  —  n'  i  \    ^  n  —  n'  ) 

pour  /  =  I ,  on  doit  remplacer  W^^  et  6'/'  par  ^^'^ ^  et  è',*'  H — ^-  Enfin,  il  y  a  lieu 

de  remarquer  que  les  formules  (6)  et  (7)  ne  donnent  qu'une  première  approxi- 
mation, car  on  a  tenu  compte  seulement  des  premières  puissances  de  m  Qim'. 
Supposons  actuellement  que  les  moyens  mouvements  n  et  n'  offrent  un  rap- 
port de  commensurabilité  très  approchée,  représenté  par  une  fraction  de  la 

forme  '^   .    ?  y  étant  un  entier  positif.  On  aura  donc,  en  désignant  par  a  un 

nombre  très  petit, 

(9)  jn  —  {j-^i)n'  =  an',         /___-  =  1  + cr. 

On  voit  que  le  dénominateur  n"^  —  i^(^n  —  n'y,  qui  figure  dans  les  for- 
mules (8),  sera  très  petit  pour  ?  =7,  et  qu'il  ne  le  sera  que  pour  cette  valeur 
de«.  La  valeur  de  Ey  sera  donc  beaucoup  plus  grande  que  celles  de  Ey^,,  Ey^^, ..., 


THÉORIE    DES    SATELLITES    DE    SATURNE.  Il5 

et  il  en  sera  de  même  de  C'y.  On  pourra  réduire  sensiblement  les  formules  (7)  à 

(  r'=a'[n-mE;cosy( /—/')], 
(10)  \ 

^     '  }  v'=l'-\-mC'jSinJ(l-l'); 

mais  il  faut  bien  remarquer  que  cette  réduction  n'a  réellement  de  sens  que  si  a 
est  une  fraction  très  petite.  Il  y  a  plus;  le  petit  dénominateur,  qui  rend  Cj  sen- 
sible, ne  figure  que  dans  la  première  partie  de  l'expression  (8)  de  C].  On  peut 
donc  se  borner  à 

r"  —  ^  —  '^'    v' 

\JI  2  .  f  Tj,-  , 

n 

ce  qui  donne,  en  vertu  de  la  seconde  des  relations  (9), 


ou,  à  fort  peu  près, 
Si  donc  on  pose 


c;=:-2E}, 


mEy  :=  e'j. 


les  formules  (10)  pourront  s'écrire 

(11)  r'=a'[i-A-e\cosj{l  —  l')],         v' —  l' —  2e\^mj{l  —  V). 

On  a 


/(^-')-' 


n 

+  1 

n' 

—  X 

m  .,,....  ^(,., 


d'où,  en  remplaçant  —,  par  i  -h  ^— ^  et  conservant  seulement  la  partie  prin- 


n  remplaçant  —  par  i  -f- 
cipale, 

(12)  e;=~  [6</'+(2./  +  i)6(»]. 

Cela  étant,  posons 
(i3)  cj;  — 180° +(/-+- 1  )/'—.//, 

et  les  formules  (i  1)  donneront 

(i4)  /•'=«'[! —  e\  cos(/'—Gi'i)],         r'= /'-h  2e'  sin(/'— m',). 

Or  ces  deux  équations  représentent,  aux  petits  termes  près  en  e'f,  e',\  . . .,  un 
mouvement  elliptique  képlérien,  dans  lequel  l'excentricité  serait  e'  et  la  longi- 
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tude  du  périhélie  cr, .  Les  équations  (9)  et  (i3)  montrent  que  le  périhélie  est 
animé  d'un  mouvement  uniforme  très  lent,  dont  la  vitesse  est  égale  à 

—  a n' =z  {/ -+- 1)  n' — j'n; 

ce  mouvement  est  rétrograde  si  a  est  positif. 

De  là  cette  conséquence  :  alors  même  que  l'excentricité  propre  c'„  (laquelle 
est  une  constante  absolue)  serait  nulle,  il  y  aura  une  excentricité  e\  produite 
par  les  perturbalions,  et  dont  la  valeur  fournie  par  l'équation  (12)  pourra  être 
très  sensible. 

Les  conditions  précédentes  sont  réalisées  pour  Titan  et  Hypérion.  On  a 

3/1 — f\n'  =z  o'^fOoi^  =:iS°,8  en  un  an, 
y-=r3,         0- =  + o, 008043. 

Donc,  dans  une  première  approximation,  le  mouvement  d'Hypérion  pourra 
être  considéré  comme  un  mouvement  elliptique,  le  grand  axe  tournant  unifor- 
mément dans  le  sens  rétrograde  de  18°,  8  en  un  an. 

Si  l'on  suppose  e',  =  o ,  1 ,  comme  on  a,  pour  y  =  3, 

la  formule  (12)  donnerait 


I 

f7l  =r : 

10700 


c'est  une  valeur  trop  faible,  tenant  sans  doute  aux  termes  d'ordre  supérieur 
qui  ont  été  négligés. 

Les  considérations  suivantes  serviront  à  éclairer  la  solution  qui  vient  d'être 
donnée.  M.  Hill,  dans  un  Mémoire  que  nous  allons  analyser  dans  un  moment, 
fait  remarquer  que  la  théorie  de  la  Lune  de  Delaunay  permet  de  suggérer  la 
forme  du  développement  tinal  de  /  et  (^',  quand  on  a  effectué  toute  la  série  des 
approximations  : 

r'z=a'     i  +  ^  A  cos{iL  -i-jg  +  f  s')\, 
(i5) 

où  L  =  /'—  /  désigne  la  différence  des  longitudes  moyennes,  g  et  g'  les  ano- 
malies moyennes;  les  quantités  L,  /',  g  et  g'  sont  de  la  forme  a  ■+-  ^t,  où  a  et  p 
sont  deux  constantes  absolues.  Enfin,  les  coefficients  A  et  B  contiennent  en 
facteur  e~J,  e'^''',  e^,  et  e\^  étant  les  excentricités  propres  des  constantes  abso- 
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lues.  On  peut  concevoir  que  les  conditions  initiales  aient  été  telles  que  e„  =  o, 
é^^  =  o;  alors,  les  formules  (i5)  deviennent 

/•'  —  a'  f  n-  ^  A  cosïL  |,         t»'—  /'4-  V  B  siniL. 

On  a  ainsi  l'une  des  solutions  périodiques  de  M.  Poincaré;  les  formules  (7) 
reproduisent  les  premières  approximations  pour  les  coefficients  A  et  B. 

Remarque.  —  L'intégrale  de  Jacobi  (t.  III,  p.  ^Sg),  appliquée  à  Hypérion,  en 
supposant  l'orbite  de  Titan  circulaire,  donne 


,    V     V  /    ,   .„  1  „^./../      /M  —  const. 


2  a 


\fâ 


Ly/r'2  +  rt2— 2«r'cos(r'-/)       «  J 


Quand  M.  Hall  faisait  de  longues  séries  d'observations  pour  déduire  de  cha- 
cune les  éléments  a'  et  e',  il  est  permis  de  croire  que  le  coefficient  de  m  dans 
l'équation  précédente  prenait  presque  toujours  une  même  valeur  moyenne; 
donc,  dans  ce  cas,  on  devrait  avoir 


I  sJa'  (i  —  e'^) 

;   -h ^ ;= =  const. 

2«  a\/a 

En  fait,  cette  relation  est  sensiblement  vérifiée  par  les  valeurs  de  a'  et  e'  don- 
nées à  la  page  io5. 

48.  Solution  de  M.  Hill.  —  Le  Mémoire  de  M.  Hill,  dont  nous  avons  déjà 
parlé  plus  haut,  est  inséré  dans  V  AstronomicalJournal,  n**  176.  L'auteur  suppose 
que,  l'excentricité  de  Titan  étant  prise  égale  à  zéro,  le  mouvement  d'Hypérion 
est  représenté  par  la  solution  périodique 

(16)  r'  —  a'(i+'^^co^i\\         r'  =  /'-+-2Bsin/L,         L=l'—L 

M.  Hill  admet  les  données 

n  =22°,  5770090,         a=i76",9i5, 

n'=  i6°,9i98837,         q' —i^'?J\o%9.  — a' {\  —  e')---o,^a'. 

La  durée  T'  de  la  période  synodique  est 

T'=r63i,  63656  c  2,  —  —  3ii,8i828o6. 
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Le  mouvement  de  Titan  et  le  moyen  mouvement  d'Hypérion,  dans  le  temps 

ï' 

—,  ont  pour  valeurs 

7i8°,36i6o9  =  72o°—      i°38'i8",2o, 
538°,  861609  ==36o°  +  i78°2i'4i",  80. 

Partons  d'une  opposition,  à  l'époque  zéro,  Hypérion  étant  à  son  périsaturne; 

T' 

au  bout  du  temps  — ,  nous  aurons  une  conjonction.  On  aura  alors  L  =0  ,  et, 

d'après  l'expression  (16)  de  /, 

-j-  =  —  «'  ^  ^^  sin  i  L  =:  o. 

Donc,  Hypérion  sera  à  son  aposaturne  distant  du  périsaturne  précédent  de 
T78<'2i'4i"»8o;  tandis  que,  si  le  mouvement  avait  été  purement  elliptique,  on 
aurait  eu  un  déplacement  angulaire  de  180°.  La  différence 

i°38'i8"  =  5898" 

donnera  donc  l'effet  des  perturbations  d'Hypérion  par  Titan  sur  la  position  de 
la  ligne  des  apsides.  Or  on  peut  calculer  cet  effet  par  les  formules  de  quadra- 
ture. C'est  ce  qu'a  fait  M.  Hill,  en  supposant 

m  =  o ,  000  i ,  e  rz:  o ,  I , 

et  calculant  les  valeurs  numériques  de  -j-  de  ^  jour  en  \  jour,  depuis'oJ,o  jus- 
qu'à 32J,o.  Il  a  trouvé  ainsi,  par  interpolation,  pour  l'intervalle  3]J, 81828, 
Snr'  =  —  2634".  Comme  ce  calcul  néglige  les  puissances  de  m  supérieures  à  la 
première,  on  en  conclut  que,  pour  mettre  d'accord  les  valeurs,  observée  et  cal- 
culée, de  gt',  il  faut  prendre 

5898  _     1 


m=zo,  000 1  X 


2634       4466 


Dans  un  second  calcul,  M.  Hill  tient  compte  de  toutes  les  puissances  de  la 
force  perturbatrice.  En  supposant  le  rayon  vecteur  de  l'opposition,  a'(i  ~e'), 
bien  connu,  il  cherche  à  déterminer  la  vitesse  angulaire  d'Hypérion  à  l'oppo- 
sition et  la  masse  de  Titan,  de  manière  qu'au  bout  du  temps  3iJ, 81828  il  y 
ait  opposition,  et  qu'en  même  temps  Hypérion  soit  à  son  aposaturne.  Il  en 
résulte  deux  équations  de  condition  pour  déterminer  les  deux  inconnues,  ou 
plutôt  les  corrections  de  ces  inconnues,  lesquelles  sont  fournies  par  deux  équa- 
tions du  premier  de^ré.  Ce  nouveau  calcul  de  quadrature  donne  m  =^  -r^- 

^  4714 
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Enfin,  M.  Hill  réduit  en  Table  les  inégalités  de  la  solution  périodique  qu'il 
vient  de  calculer,  en  prenant  pour  argument  le  temps  qui  sépare  l'époque 
choisie  de  l'époque  de  l'opposition  voisine. 

49.  Mémoire  de  M.  O.  Stone.  —  Dans  ce  Mémoire,  publié  dans  les  Annals 
oj Mathematics,  t.  III,  n"  6,  l'auteur  prend,  comme  première  approximation,  les 
expressions  suivantes,  qui  découlent  des  formules  (6)  et  (7)  de  la  page  ii3,  en 
faisant  m  =  0,0001 , 


— j  =:  I  —  O  ,  0004  CCS  (  /  —  /'  )  —  O  ,  00 1  4  ces  2  (  /  —  /'  ) 

a 
'^'^     ]  +  o,  1000  cos3(/ — /')  + 0,0006  cos4(/ — i'), 

ç'  =/'  +  io'sin(/-r)-M3'sin2(/—/')  — 683' sin3(/  —  /')~  3' sin4( /-/'), 

et  il  se  propose  d'obtenir  avec  plus  d'approximation  la  solution  périodique  dont 
nous  avons  parlé.  11  pose 

(18)  /•'  — a'(n-a),  -^  =  Ai'(i  +  T), 

i  a  =  a,  ces 9  -\-  a^  ces 2O  -v- .  .  ., 

(19)  B=L-l'. 

I   T=  «1  C0S9  4- «2  C0S2Ô +.  . .  ; 

a,  n',  a,,  a.y,  . . .,  rif,  n^,  . . .  sont  des  constantes.  M.  Ormond  Stone  emploie  en- 
suite les  équations  différentielles  suivantes  (t.  I,  p.  402-4(33) 


/  ,.'2  ^'  —  A:  v/a' (I  —  V)  -h  A^ m  Ts /'  dt, 


(20) 

d^  r'         ,  dv"^        k^        /su 

dt^  dt^         r'2  ' 


R=:U^- 


ksja'{i  —  v)  représente  une  constante  d'intégration;  on  aurait  v  =  o  si  l'orbite 
était  circulaire. 

La  première  des  équations  (20)  donne,  quand  on  a  égard  aux  relations (18), 
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L'inspection  des  formules  (17)  ayant  montré  que  l'on  peut  considérer  : 

«3,     «3,  comme  de  petites  quantités  du  premier  ordre, 

«1,      «2)      <^4»     '^i>      ^2f      '*4>  '^  du  troisième  ordre, 

«5,     ...,     «8,     «5,     ...,     «8,  »  du  quatrième  ordre, 

M.  0.  Stone  développe  l'équation  (21)  en  négligeant  le  cinquième,  et  la  met 
sous  la  forme 

1  -\ —  a|  -i-  «3  7^3  H-  Al  cos  0  + .  .  .  H-  Ag  cos  8  9 


n'a'^  dt  1 


k  ^1  \  —  V         k-  m 


k-m    /*„    ,   1 
-T-^   {'^r'  dt. 


où  A<,  ....  Ag  désignent  des  fonctions  assez  simples  des  coefficients  a^  et  rii. 
On  tire  ensuite  des  équations  (20) 

où  l'on  a  fait 

p  —  R  +  JL  L  k\Jâ'{i  —  v)  fsr'  dt  +  k-'m  i  TS/'  f/^yi . 

On  en  déduit,  en  vertu  de  (18), 

'd^  '^  W'  (i-t-a)^  ~  ~V~     ' 

On  tire  ensuite  des  expressions  (19) 

"^  "^  '*     :=  V «3(1  —  2^) ô-  «3(2  —  3v)  4-  Bi  COS0  +. . .  4-  Bg  cos80, 


(14- a)^  2 

en  désignant  par  B,,  Bo,  ...  des  fonctions  de  v,  a^,  a.^,  ...  faciles  à  former.  On 
a  d'ailleurs 

—7-^  =z — (/«  —  /*')-(«!  cos9  4- 4«!2  COS2  9  4- 9<3t3Cos3  9  4-. .  .). 

11   s'agit  maintenant  d'obtenir   les  développements,    suivant  les  sinus    et 
cosinus  des  multiples  de  ô. 


de 


P     et  de      f  ^  /•'  dt  =     J_    ^    Ts  /•'  d9. 
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M.  0.  Stonepose 

1 

il  n'introduit  pas  le  terme  S^  qui  ne  ferait  que  modifier  v  dans  l'équation  (21). 
On  effectuera  ces  développements  par  les  quadratures  mécaniques,  en  attri- 
buant à  0  des  valeurs  équidistantes  entre  0°  et  i8o'\  et  calculant  les  valeurs 
isolées  de  P  et  de  Sr'  avec  les  valeurs  (17)  de  r'  et  de  v',  adoptées  pour  la  pre- 
mière approximation.  On  peut  donc  supposer  que  les  expressions  numériques 
des  quantités  P<  et  S,  sont  assez  bien  connues. 
Les  expressions  (20)  vont  devenir  maintenant 


/ 

(22)      1  4-  -  a^  H-  as «3  4-  A,  cos9  +...-+-  Ag  ces 8 9 — '«51  ï^/Cosf  5=o, 


(23) 


3  f5 

V    ■  -  al{i  —  2\)) ^  a*(2  —  3v)  +  Bi  cos9  +  .  .  .  4-  Bg  ces  8  9 

2  o 


i     —  i^(«i  cosô  -h  4 «2  COS2  9  4-9^3  cos3ô  -h. .  .)  —  /;i\^  P,-  cos iQ  =z  o: 

I  0 

on  a  fait,  pour  abréger, 

P=  J. 

En  égalant  à  zéro,  dans  les  équations  précédentes,  les  coefficients  de 

COSOS,     COS0,      ...,     cos85, 

on  trouvera  un  ensemble  de  dix-huit  équations  propres  à  déterminer  les  incon- 
nues [j.,  V,  m,  A,,  xAa,  . . .,  B,,  Bo, On   en  conclura  ensuite  «,,  «2,  .. .,  /i,, 

«j Deux  de  ces  équations  seront 


I  H —  «,:  H-  «3  «3  =  — - — 


^     n'a'''  '^Vf^ 

3  i5 

V  — -  «t!(i  — 2y)  —  -^  «3(2  — 3v)  =  /nP„. 

Avec  la  valeur  o,t  adoptée  pour  «,,  on  en  déduira  [i.  et  v  quand  on  aura  la 
valeur  de  m,  qui  sera  trouvée  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  cos3ô  dans 
l'équation  (23).  On  pourra,  après  avoir  ainsi  obtenu  les  valeurs  des  incon- 
nues, reprendre  le  calcul  numérique  des  coefficients  P,  et  S,,  et  procéder  à  une 
nouvelle  approximation 

T.  -  IV  .  16 
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M.  0.  Stone  trouve  finalement 

r' 

—,=zi  —  0,0012  CCS  9    —  0,0071  cosaQ  +  o,  1000  ces  30 

a' 

H-  o ,  0025  cos 4  0  -h  o , 00 1 7  ces 5  9  -+-  O ,  ooo3  CCS 6  B, 
r'  =  1'-+-  26'  sin  e    +  66'  sin  2  9  —  682'  sin  3  B 
—  i5'sin40—    5'sin59—      i'sin69. 

La  valeur  -^—  à  laquelle  il  arrive  pour  m  est  certainement  beaucoup  trop 

forte.  Mais,  dans  sa  Note  de  V A stronomicalJournal  citée  plus  haut,  M.  Hill  dit 
que  M.  Stone  lui  a  écrit  qu'après  avoir  rectifié  une  faute  de  calcul  il  arrivait  à 
peu  près  à  la  même  masse  que  lui. 

Il  y  aurait  lieu,  pensons-nous,  de  revenir  sur  certains  points  de  la  théorie 
précédente  pour  les  éclaircir,  surtout  en  ce  qui  concerne  la  détermination  des 
inconnues.  M.  0.  Stone  a  publié  depuis  un  Mémoire  sur  le  même  sujet,  mais 
purement  analytique,  et  dont  les  résultats  définitifs  n'ont  pas  été  mis  en  évi- 
dence. 

Nous  bornerons  à  ce  qui  précède  ce  que  nous  voulions  dire  de  la  théorie  des 
perturbations  d'Hypérion.  C'est  une  question  qui  demande  encore  des  complé- 
ments; il  faudra  en  particulier  arriver  à  tenir  compte  d'une  façon  satisfaisante 
de  l'excentricité  de  Titan;  mais  les  résultats  déjà  obtenus  sont  bien  intéres- 
sants. 

50.  Détermination  de  la  libration  par  les  observations.  —  Depuis  le 
Mémoire  de  M.  Newcomb,  M.  H.  Struve  a  publié  (Astr,  Nachr.,  n°  3060,  1891) 
un  essai  sur  la  détermination  de  la  libration  de  l'angle  V  en  partant  des  obser- 
vations. Il  a  trouvé,  d'après  les  valeurs  connues  de  /',  /et  m' ,  les  nombres  com- 
pris dans  la  deuxième  colonne  du  Tableau  ci-dessous  : 

Dates.  V  (observé).  V  (calculé).  0  — G. 

1887  mars  i5,o i77°,3  ^76°  5  -1-  o°8 

1888  mars  21,0 170,9  166,1  -1-  4,8 

(^4)  <   1889  mars  i5,o 201,1  204,9  —  3,8 

I   1890  févr.  26,0 146,1  '^^9i^  —  3,2 

\   1891  mars  22,0 218,7  2i5,8  —  2,1 

Il  a  cherché  ensuite  à  représenter  ces  valeurs  observées  de  V  par  la  formule 

(25)  V  =  i8o«-t-  A  sin  ^  (^  -  t,), 

où  A  et  t(,  sont  des  constantes  d'intégration,  comme  dans  la  formule  (5).   La 
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durée  G  de  la  période  de  la  libration  dépend  de  m  et  des  coefficients  de  la  fonc- 
tion perturbatrice  ;  la  valeur  obtenue  plus  haut  (p.  i  lo) 


T' 


a  semblé  sans  doute  à  M.  Struve  émaner  d'une  théorie  trop  incomplète  encore 
pour  que  l'on  puisse  l'employer.  Aussi  a-t-il  considéré  A,  G  et  /„  comme  trois 
constantes  à  déterminer  par  l'ensemble  des  valeurs  (24)  de  V.  Il  a  été  ainsi 
conduit  à  prendre 

3  60° 
A  =  36»;         ^0  =  1887  mars  25  ;         G=;643J;         — -r-^o", 56. 

6 

Les  valeurs  de  V  calculées  par  la  formule  (25)  figurent  dans  la  troisième 
colonne  du  Tableau  (24),  et  les  valeurs  de  0  —  C,  placées  dans  la  quatrième 
colonne,  montrent  que  la  représentation  est  satisfaisante. 

Toutefois,  M.  H.  Struve  a  jugé  bon  de  reprendre  les  anciennes  observations 

360° 
de  Lassell  et  celles  de  M.  Hall.  Il  a  adopté  -^i-  =  0^,562  au  lieu  de  o'*,56, 

A  et  t^  restant  les  mêmes.  La  formule 

V'+3/-hc7' 


'\ 
lui  a  donné 

W  =  9°  sin  0°,  562  (  A  —  to  ), 

et  cette  formule  donne  les  valeurs  suivantes  de  /'  —  Bl',  ramenées  à  une  même 
époque  : 


/'  —  Bi'. 


Lassell . 
A.  Hall. 


H.  Struve. 


i852  nov. 

27,0 

293.38 

1882  janv. 

2,0 

291.53 

1884  janv. 

26,0 

292.49 

1884  déc. 

4,0 

291.43 

1887  mars 

i5,o 

292.  2 

1888  mars 

21 ,0 

294.   2 

1889  mars 

i5,o 

292- 10 

1890  févr. 

26,0 

292.57 

1891  mars 

22,0 

293.23 

Cet  accord  est  satisfaisant.  Toutefois  une  libration  de  36°  doit  être  accompa- 
gnée de  termes  secondaires  sensibles;  enfin  il  faudrait  tenir  compte  de  l'excen- 
tricité de  Titan. 

51.  Depuis  le  travail  de  M.  Struve,  une  discussion  très  complète  des  obser- 
vations de  Washington  a  été  faite  par  M.  Eichelberger  {Astronomical  Journal, 
t.  XI,  n»^*  259-260,  1892),  sous  l'inspiration  de  M.  Newcorab. 
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Les  observations  dont  il  s'agit  s'étendent  de  1876  à  1890,  et  se  rapportent  à 
neuf  oppositions;  dans  chaque  opposition,  il  y  a  une  vingtaine  d'observations, 
réparties  sur  environ  deux  mois. 

L'auteur  a  adopté  des  éléments  provisoires  empruntés  à  M.  Newcomb;  il  y  a 
neuf  séries  de  ces  éléments;  dans  chacune  d'elles,  les  éléments  sont  supposés 
constants;  on  a  tenu  compte  seulement  du  mouvement  uniforme  du  périsaturne, 
variable  d'ailleurs  d'une  série  à  l'autre,  d'après  la  formule 

P  =  Po  —  /ji  ^  +  Si  siii  II. 

On  a  formé  le  tableau  des  différences  0  —  C  pour  les  deux  coordonnées  s  sin/? 
et  scosp;  on  a  ensuite  cherché  à  faire  disparaître  ces  différences  en  formant  des 
équations  de  condition  entre  les  corrections  des  éléments,  et  la  résolution  de 
ces  équations,  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  a  donné  neuf  séries  de  va- 
leurs des  éléments. 

Les  neuf  valeurs  de  la  longitude  du  périsaturne  sont  bien  représentées  par 
la  formule 

P  r=8°,46—  iS%/\/\2t  -{-  i4%4osinn  —  i^^osinall  +  1%]  1  siuSII, 
où 

n  =  263°,  54  + 1 8»,  942  ^, 

t  désignant  un  nombre  d'années,  à  partir  de  1884,0. 
On  a  trouvé  de  même 

e=:  o,  io56  +  0,02 58  cosll  +  0,0008  ces 2 II, 

et,  pour  la  longitude  moyenne  de  l'époque  E, 

36o° 


E  =  295% 92  +  i6°,920o6^  +  9",o5  sin  (  48°, 07 


689,5 


On  remarquera  que  la  libration  de  E  est,  à  fort  peu  près,  la  même  que  celle 
de  H.  Struve,  pour  l'amplitude  et  la  période.  Enfin  l'angle  V  a  été  trouvé 
égal  à 

V  =  180°,  45  4- 36°,  20  sin  (  48^,07  H-^^ — r  tj  —  i4°,4osinn-t-  i°,4o  sin  211  —  i°,i  )  sin3n. 

Cette  formule  représente  très  bien  les  valeurs  observées  de  V. 

Il  ne  resterait  plus  qu'à  obtenir  par  un  calcul  théorique  les  expressions  pré- 
cédentes. Nous  remarquerons,  en  terminant,  que  les  résidus  auxquels  arrive 
M.  Eichelberger,  tout  en  étant  petits,  sont  légèrement  systématiques  ;  ils  tiennent 
peut-être  à  l'existence  d'inégalités  à  courtes  périodes  qui  doivent  se  rencontrer, 
notamment  dans  a  et  e,  comme  le  montre  l'intégrale  de  Jacobi. 
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THÉORIE  DES  SATELLITES  DE  SATURNE.  -  PERTURBATIONS 
DES  SATELLITES  INTÉRIEURS. 


PERTURBATIONS  DE  MIMAS  ET  TETHYS,   D  ENCELADE  ET  DE  DIONÉ. 

52.  Points  de  conjonction  de  deux  satellites.  —  Nous  commençons  par  des 
considérations  préliminaires  empruntées  à  M.  Newcomb  (Asironomical  Papers, 
t.  I,  p.  8-10).  Soient  deux  planètes  ou  deux  satellites  se  mouvant  dans  le  même 
plan.  Comptons  le  temps  à  partir  d'une  conjonction,  et  les  longitudes  à  partir 
de  la  ligne  de  conjonction  correspondante. 

Nous  aurons 

l=z  nt,  /':=  n'  t; 

les  conjonctions  ultérieures  auront  lieu  pour 

q  désignant  un  entier. 

Soient  t^  et  l^  les  valeurs  correspondantes  de  t  et  de  /;  il  viendra 

2<77r  ,  n 

h~  „      .y        '7  =  2771- — -7- 


Supposons  les  moyens  mouvements  commensurables 


ni'  .... 

— ;  r=  -,         i  ei  i   entiers. 
n         i 


On  trouvera,  en  représentant  par  T  et  T' les  durées  des  révolutions  des  deux 
satellites  et  faisant  i' — i=  v, 

y  V  V 
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en  donnant  à  q  les  valeurs  o,  i ,  2,  . . . ,  v  —  i ,  on  obtient  v  points  de  conjonction 
également  espacés.  Si  l'on  continuait,  en  prenant  ^  =  v,  on  retomberait  sur  le 
premier  point  de  conjonction;  le  temps  correspondant  serait  i'T  ou  iV. 

Si  les  moyens  mouvements  ne  sont  pas  commensurables,  nous  pourrons  rap- 
porter les  longitudes  à  un  axe  tournant  avec  la  vitesse  angulaire  k\  les  moyens 
mouvements  relatifs  seront  n  —  k  et  n'  —  k,  et  nous  aurons  à  satisfaire  à  la  con- 
dition 

n  —  k        V  ,,    ,  ,        i' n' — in        i' n' — in 

—, — r  =  —  )         a  OU        k=^ — -. ;— = 

n' —  kl  i  —  i  V 

Le  mouvement  relatif  des  points  de  conjonction  sera  nul.  Donc,  en  assignant 
aux  V  points  de  conjonction  la  vitesse  constante  k,  les  conjonctions  des  deux  corps 
auront  toujours  lieu  en  ces  v  points. 

Théoriquement,  les  nombres  entiers  «et  i'  sont  arbitraires;  mais,  pour  retirer 
de  la  conception  quelques  avantages,  on  doit  les  prendre  de  façon  que  leur  rap- 
port soit  aussi  voisin  que  possible  de  -->  et,  ce  qu'il  y  a  de  mieux  à  faire,  c'est 
d'adopter  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  des  réduites  successives  de  la 
fraction  continue  qui  exprime  -  •  Si  l'on  prenait  des  réduites  d'ordre  très  élevé, 

on  aurait  l'inconvénient  d'avoir  un  grand  nombre  de  points  de  conjonction, 
mais  l'avantage  que  leur  vitesse  k  serait  très  petite. 

53.  Théorème  concernant  les  satellites  de  Saturne.  —  M.  Newcomb,  dans 
une  Note  de  YJstronomical  Journal,  t.  VIII,  n°  182,  s'est  demandé  si,  dans  le 
système  de  Saturne,  il  existe  un  autre  cas  analogue  à  celui  d'Hypérion;  les 
résultats  de  la  théorie  de  M.  Newcomb  (Chapitre  précédent)  peuvent  s'énoncer 
en  disant  que  l'aposaturne  d'Hypérion  est  animé  d'une  libration,  de  part  et 
d'autre  du  point  moyen  de  conjonction.  Nous  allons  reproduire  ici  la  substance 
de  la  Note  de  M.  Newcomb. 

Considérons  deux  satellites  M  et  M',  dont  les  moyens  mouvements  présentent 
un  rapport  de  commensurabilité  approchée  de  la  forme  ^4-^;  soient  R  la  fonc- 
tion perturbatrice  pour  le  satellite  intérieur  M,  R'  celle  qui  correspond  à  M'. 
Nous  aurons,  en  ayant  égard  à  l'aplatissement  de  la  planète  centrale  et  aux 
termes  les  plus  importants  de  R  et  de  R', 

ia  a'      '         ^  '  -^ 

1V=  ê!^  e"-+  ^^  e'/cos[(/  +  1)  l' -  il-x^']; 
ia'  a'      '         '■^  '  -' 

(3  et  p'  désignent  des  coefficients  constants  dépendant  de  l'aplatissement  du 
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corps  central  dont  la  masse  est  w,,  ;  y  ^^  ï'  sont  des  fonctions  de  a  et  a' .  Posons 


il  en  résultera 


A  =  e  sincT,  k  =ze  cosgt, 

/i'=:  e'sincj',         A-'=  e'coscr'; 


R  =^  Ë^  ( A2  +  A-2)  -^^  {k  cosV  H-  /i  sinV), 
2  a  a 

en  faisant,  pour  abréger, 

Nous  aurons,  d'après  les  formules  (17)  (t.  I,  p.  171),  en  remplaçant  par 
le  facteur/"  omis  dans  R  et  R', 


dh 

na    du 

dk  _ 

na  àR 

dl  ~ 

niQ    dk  ' 

dt 

niQ  dh  ' 

dh' 

n'a'  dK' 

dk' 

n'a'  dW 

dt  " 

niQ    dk' 

dt  ~ 

uiçf    dh'  ' 

ce  qui  devient,  en  tenant  compte  des  expressions  précédentes  de  R  et  de  R', 

dh  -,        m'  ,^ 

-j-  ^=z       Qnk    H a«ycosV, 

dt  mo        ' 

dk  „     ,  m'  . 

-y-  =:  —  pnh xny  sin  V , 

dt  '  nio        '  a 

a  =:  —  <  I . 

— —  =       Q>'n'k'-\ /l'y'cosV, 

dt  '  ;;<o       ' 

^  ==  _  fi'/i'//-  —  n'y'  SinV, 
ai  '  niQ       ' 

Faisant  abstraction  des  variations  de  a,  a\  n  et  n'  dans  les  seconds  membres, 
on  intégrera  ces  équations  différentielles  en  y  substituant  les  expressions 

h  =  c  sin  (s  +  (3nO  +  A  sinV, 
h'=  c'sin(£'4-  <^'n't)  H-  A'sinV, 
A- =r:c  cos(e  +  (3/ii)  +AcosV, 
A:'=  c'cos(e'+  (3'/i'0  -+-  A'cos  V, 

OÙ  c,  c'  £  et  t'  désignent  quatre  constantes  arbitraires.  Le  résultat  de  la  substitu- 
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tion  détermine  les  paramètres  A  et  A',  et  l'on  a  finalement 


liz=v   —  — '^^     sinV  +  csin   U-\-^nt), 
ttIq  1  —  j3v 


(à) 


,  m'      ay  ,,  /         «     .n 

k  zzzv S5-     cosV  + CCOS  (£  4-  p/i^), 

niQ  I  —  py 

/i'=y'—  . — 5^  sinV  +  c'  sin(£'+[3'Ai'0, 
niQ  I  —  p'v' 

k'=zv'—  — L^  cosV  +  c'cos(£'+ô'«'0, 
nio  I  —  p'v' 


{i -h  i)  n'  —  in 


(ï  +  i)  «' —  in 


Si  les  constantes  c  et  c'  sont  nulles,  les  formules  précédentes  se  simplifient,  et, 
en  tenant  compte  des  relations  (a),  il  vient 


m'       ocy 

/  ^  mo    I  —  [3v 

,    ^  ,  '^      y 


niQ  I  —  (3'v'' 
On  a  donc  ce  théorème  : 


CT=rV         OU  CT— V-{-l8o°, 

cj'  =  V       OU      ct'=V  +  i8o°. 


Dans  le  cas  de  deux  orbites  primitivement  circulaires,  si  le  mouvement  du  point  de 
conjonction,  supposé  unique  y  est  faible  en  comparaison  des  mouvements  des  deux 
satellites,  les  perturbations  provenant  de  l'un  des  deux  corps  engendreront  dans 
l'autre  une  excentricité,  et  la  ligne  des  apsides  de  chaque  orbite  passera  toujours 
par  le  point  de  conjonction. 

C'est  ce  que  nous  avions  démontré  antérieurement  (t^o^r  page  116),  mais  sans 
avoir  égard  à  l'aplatissement  de  la  planète,  qui  modifie  les  expressions  (c)  de  e 
et  e'  par  l'introduction  des  termes  en  (3v  et  (3'v'. 

On  remarquera  que  ^v  est  le  rapport  des  mouvements  séculaires  des  périas- 
tres  causés  par  l'aplatissement  de  la  planète  au  mouvement  du  point  de  con- 
jonction. Si  donc  ces  deux  mouvements  sont  presque  égaux,  l'expression  (c) 
de  e  pourra  devenir  très  grande,  et  si  l'on  a  (3v  >  i ,  on  devra  prendre 


y  L_  ,  CT  —  V  +  I  80°, 

niQ  pv  —  I 


c'est-à-dire  que  la  direction  du  grand  axe  du  satellite  troublé  changera  brus- 
quement de  i8o**. 

Si  les  constantes  c  et  c',  sans  être  nulles,  sont  très  petites,  le  système  présen- 
tera une  libration  de  part  et  d'autre  do  l'état  moyen  considéré  ci-dessus. 

M.  Newcomb  trouve  ensuite  que  les  deux  paires  de  satellites  de  Saturne,  aux- 
quelles s'applique  le  mieux  la  théorie  précédente,  sont  Mimas  et  Téthys  d'une 
part,  mais  surtout  Encelade  et  Dioné  d'autre  part;  cela  résulte  de  l'inspection 
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m'       «y 


des  valeurs  numériques  de  la  quantitô  v  —     _'    ,  qui  est  la  plus  grande  dans 

m' 
ce  dernier  cas.  Pour  en  faire  le  calcul,  on  remplace  —  par  l'estimation  photo- 
métrique de  Pickering,  dont  on  a  déjà  parlé  (voir page  ici). 
On  a,  dans  ce  cas, 

n  =  262°,j3i6,         2/i'=263°,o699,         i  =  i,        V=2/'— /;         'iJl  —  +  o'',3383. 

En  prenant  l'année  pour  unité  de  temps,  désignant  par  ¥„  la  valeur  de  V  à 
l'époque  o,  et  remplaçant  (3  par  sa  valeur,  M.  Newcomb  trouve,  pour  Encelade, 
en  partant  des  formules  (b), 

€  sincT=:  0,024  sin(Vo+  123", 6^)  +  c  sin(£  +  160", of), 
e  C0S5J  =  0,024  ces (Yo H-  128°, 60  +  c  cos(£  4-  160'', o^), 

OÙ  t  désigne  un  nombre  d'années;  la  valeur  de  e^,  déduite  des  formules  précé- 
dentes, dépend  de  l'argument 

e  — Vo+36°,4^, 

qui  effectue  une  révolution  en  dix  ans  environ  ;  c'est  seulement  au  bout  de  cette 
période  d'observations  que  l'on  pourra  déterminer  avec  quelque  précision  les 
constantes  c  et  £. 

Nous  allons  voir  comment  M.  H.  Struve  a  réussi  à  mettre  ce  fait  en  évidence 
par  ses  observations;  dans  le  cas  de  Mimas  et  Téthys,  il  a  découvert  une  libra- 
tion  très  curieuse  d'un  autre  genre  ;  c'est  ce  dont  nous  allons  parler  maintenant. 

54.  Perturbations  de  Mimas  et  de  Téthys.  —  Le  Mémoire  de  M.  H.  Struve 
est  inséré  dans  les  Astron.  Nachr.,  t.  CXXV,  n*'  2983.  Les  observations  faites  par 
cet  astronome  avec  la  grande  lunette  de  Poulkovo  lui  ont  montré  que  l'orbite 
de  Mimas  fait,  avec  l'équateur  de  Saturne,  un  angle  très  appréciable  de  1^26', 
et  que  le  périsaturne  est  animé  d'un  mouvement  direct  de  37i*'±io**  par  an; 
dans  les  mêmes  conditions,  le  nœud  est  affecté  d'un  mouvement  rétrograde  de 
—  365*^  ±  5^.  On  a  les  données  suivantes  : 

Mimas «  =  38i°.99i,    mouvement  annuel  du  nœud,  A0  =  —  3G5"; 

Téthys «'=  i9o",698,  »  »  Ae'=  —  72°. 

On  en  conclut 

2n'—  n=z  —  0°, 595  en  un  jour,  A9  ■+-  AQ'zzz  —  437", 

=:  —  217°  en  un  an,  ^n'— 2/1  — 10—  A9'=  -h  3". 


On  voit  donc  que  le  rapport  -  de  commensurabilité  du  rapport  —  est  assez  ap- 


I 
2 
T.  —  IV.  17 
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proche,  et  que  le  coefficient  du  temps  dans  l'argument 

est  à  très  peu  près  égal  à  zéro. 

Considérons  la  fonction  perturbatrice  de  Mimas,  en  tant  qu'elle  provient  de 
l'action  de  Téthys,  et  supposons-y  nulles  les  excentricités.  Nous  aurons 

I I 

Soient  y  et  y'  les  inclinaisons  des  orbites  sur  le  plan  de  l'équateur  de  Saturne  ; 
nous  aurons  (t.  I,  p.  3i5),  en  négligeant  y^  et  y'% 


-  iz:cos/+  -y^  smQsm{l-6),         ^  =  cosl' -\-  -  y^  cos9'  sin{l' -  9'), 

^  —  ?\nl—-  y^cosQsm{l—9),         ^  =  sin/'—  -  /- cos9' sin(/'— 0'), 

-—ysm(l—9),  ''-j=y'sm{l'—9'); 

a       '  a'       ' 

d'où 

—  +  yy' -^^^'  ^^^^^i_i,^_  I    .  [cos(Z-;')-cos(/+/'-20)] 
aa'  '4 

—  7  y'2[cos(/-/')  — cos(/+/'— 2  0')] 
4 

+  ^  yy'[cos  (/—/'—  Ô  +  Ô')  -  cos(/+  ^'-  0  —  0')]. 

Pour  avoir  des  termes  dont  l'argument  renferme  ô  +  G' ,  il  faut  borner  l'expres- 
sion précédente  à  son  dernier  terme.  Nous  conserverons  en  outre  les  termes  qui 
produisent  les  mouvements  séculaires  de  6  et  6';  nous  prendrons  ainsi 

1  I 

^  ~  y/a^+a'^— 2aa'cos(/—  l')  +  aa' yy' cos{l -^  L' —  9  —  0')  +  i  (y'+ y")  ««'cos(/— /') 

En  développant  suivant  les  puissances  de  y  et  y',  négligeant  le  quatrième 
ordre  et  ne  conservant  que  les  termes  de  la  forme  voulue,  il  vient 

i  =  —  i  aa'[a,2+  a'2—  2«a'cos(;  -  /')]"' [yy'cos(/+  V-9  —  9')  +  -  (y^^  y'-)cos(/  — /')]• 

Or,  on  a  (t.  I,  p.  298) 

aa'[a2H_  a'2_  2 aa' cos (/—  /')]~^=:  -  V  B^^'^  cos{il—  il'), 
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OÙ  i  prend  toutes  les  valeurs  entières  de  —  oo  à  4-  oo.  On  trouvera  ainsi 
^=-7  \yy'cos{l-hl'-  e-e')-h^  {f  +  y'^)  cos{l  -i')^^  B''^  cos(i7-  //'), 

On  doit  donner  à  «la  valeur  3;  il  viendra  donc  ainsi 

^— _  '  B(»)yy'cos(4/'-2/-9-0')-^(y2-|.y'2)B(>). 

m' 
Si  l'on  réunit  à  la  portion  -^  de  la  fonction  perturbatrice  ce  qui  dépend  de 

l'influence  de  l'aplatissement  et  de  celle  des  anneaux,  il  viendra 


où  l'on  a 


a  =  --  ^y^-y/m'B'^Jy/cosW, 


w  =  ^i'  —  2i  —  e  —  9', 

X 

[3  =  —  +  c'  /w'  +  c"  m"  + . . . , 


X  désignant  la  constante  de  l'aplatissement,  et  c',  c",  . . .  des  coefficients  numé- 
riques dépendant  de  a,  a' ,  a" ,  .... 

12  est  la  fonction  perturbatrice  du  mouvement  de  Mimas.  On  aura  de  même  pour 
celle  du  mouvement  de  Téthys, 


£2' 


-21  y'2—  A/mBt3)yy'cOsW. 


55.  Les  équations  bien  connues  (t.  I,  p.  169)  donneront,  en  remplaçant /(la 
masse  de  Saturne  est  supposée  égale  à  i)  par  /^^a^ 


-^  :=  +  om  n^yy'  — ^ —  sin  W, 


dt 


de 
di 


-r-   =       im'  nyy' 


(xda 


COSW, 


(0 


da  ,     I  1  «B-')    .    y^j. 

-7-  = — L^m'anyy'  — ^ —  sinW, 


dt 

dy 
di 

dd 


H-  m' ny'  — ^ —  sin  W, 


^  ,     y'  aB^="         „, 

,    =—Qn  —  m'ni -, —  cos  W. 

dt  '^  y      4 
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On  aura,  de  même,  pour  Téthys, 


(2) 


I  -7-= — 1 2 /;i/i^  yy' a' -7— sin  W , 
dt  "         [\ 

-7-3=+    imn'yy' ~ r— 7-cosW, 

dt  4      oa' 

da'  Sî'^' 

-7-  =r+   S  ma'  n'  yy'  a'  —7-  sinW, 


de 


B(a) 


va'  — ^-  sinW, 
4 


Bt3) 


— p-  =—  p'rt'—  mn'  '7  a'  —7-  cos  W. 
dt  ^  y  4 


On  a  d'ailleurs 


a  ""-^  =     BV"» 


da 


a'  -^r-T-  4-  a  — ^ —  —  —  B(^); 


aB'j^', 


da' 


da 

[a'B'i^'4-a'B(=*']. 


da     ~       '  '  da'   ~ 

M.  H.  Struve  adopte  les  valeurs  numériques  suivantes  : 


aB'») 


o,  2572, 


a'B(3) 


o,4o86. 


4     --->-  4 

—7-^=1,617, L  —2,978, 

4  4 

y  ^0,0261,  y' =  0,0190, 

logn  =:  5,i446,        log/^' =:45  8429        (en  degrés  et  en  années  juliennes). 

56.  Au  lieu  d'intégrer  les  équations  (i)  et  (2),  comme  l'a  fait  M.  Newcomb 
(p.  108),  M.  Struve  considère  l'expression 


W 


4  (e'  +  Ç n'  dt\  —  iU'A-   f  ndt\  —  B  —  B' , 


d'où 


^^W  _     dn'  dn        ,  dH'  __     dH_d^e       d^Q' 

~d^'  ~  ^  ~dt  ~ '^  ITt  ^  "^  "cït^  ~~  "^  1^  ~  ~d?  ~  'dt^ 


et,  en  ayant  égard  à  (i)  et  (2), 


(3) 


di^ 


h^  sinW+  ."?  sin  W  —7-  =0, 
dt  ' 
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en  posant 


h-'  —  i'im'n''yy'~r-y—  -  [3  j  H- 48/w«'-yy'  —r—  (^+  7  ^  )' 

f    5  :=z  m' n  i-  —, \-mn'  --.  — y m  nyy'a^  —z 1-  2 mn' yy' a^     ,  ,  « 

l  y      4  y        4  "         da  "  da' 


M.  H.  Struve  a  négligé  dans  s  les  termes  en  yy',  ce  qui  est  correct,  car 
ces  termes  sont  de  l'ordre  de  ceux  que  l'on  a  laissés  de  côté  en  formant  les 
expressions   abrégées   des  fonctions    perturbatrices;   il   a   mis   i   au    lieu  de 

Knfin,  pour  obtenir  la  formule  (3),  on  a  formé  ^j  -t-^j  -tt^  et  -^5  en  par- 
tant des  équations  (i)  et  (2),  et  négligeant  les  termes  qui  contiendraient 


sin  --^       du    dy     du 

W  X  -7TJ  -^>  -77 

ces  dt     dt     dt 


On  a  pris,  par  exemple. 


mais 


dH  ,        ,  a-  dB^^>    .    „,  ^W 

^-;  —  —  im' nyy'  -, r —  sm W  —r--) 

dt^  ''    4     da  dt 


d^Q  „  du  ,     y'  aW^    .    „,  </W 

dt*  ^  dt  y       4  dt 


L'équation  (3)  ne  contient  pas  t  explicitement.  On  peut  donc  chercher  à  l'in- 
tégrer en  posant 


dt  ~       ' 


d'où 

Il  vient  ainsi 
d'où 

/  s   dW\  V    dW 

En  développant  log  f  i  +  t^  -j^j  suivant  les  puissances  de  ^,  -^>  il  vient 

=  cosWH-consl., 


^2  w       ,,„  rfW 

=::  W • 

df"  d\N 


,,  ^ \^T,  ^W'  -h  sin  W  ^W  =  o. 


1  h} 

-  W ;  loff(/«^  +  5W')  =  const.  +  cosW, 

s  s^ 

d\\/\        A2  ,       /.„         ^VV\ 


s    dt         s^  V  A«    dt        2  A*    dt^        3  h"    dl^ 
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d'où 


-y-    — ^,^  —  T^yr,  —77^  +  .  .  .  =  COsW+  CORSt., 
dW^  (  2    s    dW  \  ,.,         xxT        ^^ 


On  a,  d'après  (4),  cette  valeur  approchée 
d'où 


—  =  l'iny 

s  ' 


3  /^-    dt   ^    ^  ndt~    ^  nAt' 

Or,  l'observation  montre  qu'en  un  an  AW  n'est  que  d'un  petit  nombre  de  de- 
grés, 3**,  tandis  que  nAt  =  iSqSoo;  on  aurait  donc 

2  s   dW 270      I 

3  A^    dt         iSgSoo        52o 

ce  qui  est  assez  petit.  On  peut  donc  se  borner  à 

dW^ 

(5)  ^^  =  2A2(cosW  +  C), 

ce  qui  est  l'équation  d'un  mouvement  pendulaire. 

Le  tout  est  de  savoir  si  ce  mouvement  est  révolutif  ou  oscillatoire,  ce  qui  ar- 
rivera selon  que  l'on  aura 

C2>i     ou     C2<i. 

M.  H.  Struve  a  tiré  de  ses  propres  observations  et  de  celles  de  Washington 
les  valeurs  suivantes  : 

i.  e.  i'.  6'. 

o  00  O 

1876,  octobre  0,0 128,9  3o8  229,9  *86 

1888,  avril  0,0 337,1  64  161,7  184,1 

1889,  avril  0,0 87,4  59  286,1  110,8 

d'où  il  a  conclu  ces  valeurs  de  W=  4/'  —  2/—  6  —  G', 

4-  68°,     -t-  84°,     +  80°. 

Il  dit  qu'il  en  résulte  que,  durantces  treize  années,  W  a  atteint  un  maximum, 
ou  n'a  éprouvé  que  de  très  petites  variations,  ce  qui  exige  que  le  mouvement 
soit  oscillatoire,  et  C^  <  i . 
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Pour  mieux  nous  en  rendre  compte,  supposons  C  =  3;  nous  aurons 

-7-—  >  4  A^  ;         A  W  >  —  n  ùit. 
ar  n 

Or 

(6)  A2—  I2m'/i2yy'_-_      14-4 7   —^  )• 

Avec  les  valeurs  hypothétiques 


m'  zzz ,  m  z=. 

70000 


Sooooo 


nous  trouverons 
d'où,  en  un  an, 

57.  Supposons 
nous  aurons 


dW 


\A"'7 


i  =  (.3,5885), 

AW  >  1 4o  000°  X  o,  007  8, 
AW  >iioo°. 

G  =  —  cosco; 
ihdt'y         W  variera  entre  —  w  et 


en  faisant 


il  vient 


2  W 

sin^  — 


.    W         .    w    .  ^,        .     w 

sin  —  ^  sin  -  sino,  C=  sin  -, 

22^  2 


<fcp 


/i  G?^, 


v/i— C'«sin29 
9  =  am  Uy         u  =  ht, 
sin  W  =  2  C  sin  am  «  A  am  a. 


On  aura  ensuite 

r'    •    xKT^,        faC   .  .  ^9  2C'  r*^   .        .         2C', 

/     sinvV<5f^=   /  — 7-smam«Aama-. — ^ —  =  — —  /     sm9a9=  — 7- (i  — coso), 
Jo  J      h  Aamu         h  J^  ^    ^         h   ^  ^" 

d'où,  en  remplaçant  cosç  =  cos  am^^  par  son  développement  connu, 

(7)  /     sin' 

i/o 


^dt=^-^-H(^^cos^.ht  + 


'        cos  -.,  ht-\-. . 


h         hK\i-{-q  2K  i-\-g'  2K 
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On  a  encore 


(8)  /     dt  \      sinW<i^=:— -^— — •    — ^ — sin-^A«  +  K-^ — -  sin    -j^  /z« +  . . .  / . 

^    '         J  J  h  /i^\n-<7         aK  314-7'*         2K  / 

Les  formules  (i)  et  (2)  donnent  ensuite,  en  prenant 

(5/=  Ç ndt,  èl' =  j   n' dt, 

et  omettant  les  termes  proportionnels  au  temps,  parce  qu'on  en  tiendra  compte 
en  modifiant  légèrement  les  moyens  mouvements, 


,1 


èl  =    6m'n'^yy'^^        dt         sin  W  dt, 
^l'  —  —  i^mn'^yy'—^         dt        sinWdt, 

Si  donc  on  pose 

r.         g^      .     /36oo   \       î      q^      .    /36o%  \ 

,     ,  ,        2K  36o° 

(10)  h  =  —-^, 

et  que  l'on  remarque  que,  à  cause  de  —  =  ->  la  formule  (6)  devient 


h^  ,     ,aB^^^  [         a'  m 

il  viendra 

(12)  ô/= ^ ,  Q  ] 

(  ô/^  _  _  I    m_  «^ 

/os  ^„  2  m    a'        (    0/  2  m'   a 

( i3 )  ô/'  =  H -,         _  Q  I 

m   a'  m'   a        \ 

H ^^ 

m'   a  ! 

T  est  la  période  de  la  libration. 

Supposons  que  les  observations  donnent 


ô/  =  — Hsina^,         â/' =+ H' sinocf. 
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on  en  conclura 

,,.       36o°  ,       2K 

a  TT 

H= — ^-^,    H'= ? .iî!,^!:^, 

m   «     I  +  7  m   a'  m    a    \-\-  q 

/w     «7  m'  a 

H        -i.  m'  a 
La  dernière  formule  donnera  — »  et  l'une  des  deux  précédentes   donnera 
— — 5  d'oùC;  —  s'en  déduit  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,   puis 

2K 

h=^  —  a;  après  quoi  la  formule  (i  i)  fera  connaître /w'. 

58.  M.  H.  Strnve  a  discuté  l'ensemble  des  observations  de  Mimas  et  de  Téthys, 
faites  depuis  W.  Herschel  jusqu'à  nos  jours. 
Le  problème  qui  se  présente  est  le  suivant  : 
Représenter  toutes  les  longitudes  observées  de  Mimas  par  la  formule 

(i4)  ^  =  X -h  «<  —  H  sina(^ — t^), 

dans  laquelle  X,  /?,  H,  a  et  /o  sont  des  constantes  inconnues. 

De  même,  les  longitudes  observées  de  Téthys  doivent  être  représentées  par 
l'expression 

(i5)  l'  —  \'-^n't^W%\x\cf.{t—t^). 

C'est  un  problème  assez  épineux,  et  le  matériel  dont  on  dispose  est  à  peine 
suffisant.  Donnons  quelques  indications  sur  la  solution  provisoire  obtenue  par 
M.  H.  Struve.  Il  a  donné  les  valeurs  isolées  de  X  calculées  par  la  formule 

X  =;  /  —  nt, 

en  prenant  pour /i  deux  valeurs  très  voisines,  comprenant  sans  doute  entre  elles 
la  véritable;  il  a  calculé  de  même  les  valeurs  de  V.  Ces  valeurs  de  \  et  de  X' 
devraient  être  constantes  si  la  libration  n'existait  pas,  donc  si  H  et  H'  étaient 
nuls.  Les  Tableaux  ainsi  obtenus  montrent  que,  vers  i85o,  ont  lieu  un  maximum 
de  X  =  /  —  /i^  et  un  minimum  de  X'  =  /'  —  n' t.  C'est  l'inverse  qui  a  lieu  vers 
i885.  L'intervalle  est  de  trente-cinq  ans  et  doit  être  à  peu  près  égal  à  la  demi- 
période.  M.  H.  Struve  adopte  finalement 

^o  =  i866,5,        T  =  68ans, 
m         I  ,  I  ï 

=r:  —  ,  m    '==■  >  /?î  =  5 • 

m'        i5  767000  ii5ooooo 

T.  -  rv.  >8 
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Finalement,  les  résidus  de  la  formule  (12)  pour  l'époque  moyenne  de  1789,8 
des  observations  de  W.  Herschel,  et  pour  les  époques  des  observations  ré- 
centes, de  i85o  à  1889,  sont  inférieurs  à  1*^,8,  sauf  un  qui  est  de  3^,8;  la 
plus  grande  valeur  employée  pour  la  libration  =-i-43°,3  et  la  plus  petite 

=  -43^8. 

Pour  Téthys,  les  résidus  sont  inférieurs  à  20'  (sauf  un  très  grand,  de  2^57', 
pour  les  observations  de  W.  Herschel);  la  plus  grande  valeur  employée  pour 
la  libration  =-1-  2^19';  la  plus  petite  =  —  t^49'-  Ces  résultats  sont  déjà  très 
satisfaisants. 

59.  Le  système  Encelade-Dioné.  —  L'ensemble  des  observations  d'Ence- 
lade  et  de  Dioné  montre  que  les  orbites  de  ces  satellites  sont  fort  peu  inclinées 
sur  l'équateur  de  Saturne.  Les  observations  de  M.  H.  Struve,  faites  de  1886  à 
1889,  indiquent  que  l'excentricité  d'Encelade  =  0,0047  environ,  et  que  le  péri- 
saturne  a  un  mouvement  direct  d'environ  120°  par  an.  On  a,  comme  on  l'a  vu 
(p.  129),  in!  —  71  =  123°, 6  en  un  an. 

Il  en  résulte  donc  que,  dans  l'argument 

le  coefficient  du  temps  est  très  petit;  il  y  a  lieu  de  chercher  si  cet  argument 
n'engendre  pas  une  libration.  Yoici  les  valeurs  de  V,  fournies  par  l'observa- 
tion : 

1886,2 V  =  -+-  4°,i 

1887,2 -h  2,2 

1888,9. -H    2,3 

1889,2 +14,7 

La  formule  (37)  de  la  page  309  du  Tome  1  donne,  pour  l'inverse  de  la  dis- 
tance des  deux  satellites, 

X  =  — ' — -, ^   —  ■ — -  e  ces  (  2  Z'  —  /  —  gt)  . 

A4  2  ^ 

On  en  conclut,  pour  la  fonction  perturbatrice  du  mouvement  d'Encelade, 

i^  =  —  e^ he  ces  V, 

ia  a 

OÙ  l'on  a 


p  =  ^+2'''"'^'' 


THÉORIE    DF.S    SATELLITES    DE    SATIRM:.  I  ^9 

la  constante  ^  dépend  donc  de  l'aplatissement  et  des  inégalités  séculaires  des 
autres  satellites. 

On  en  déduit  (t.  I,  p.  iG()), 


dn 

^f  ÔQ. 

^/m          /•      ÔQ. 

de 

f      à^ 

dt  ~ 

«2   'dl  ' 

dt         nà^e  de 

dt  "' 

na-e  drs' 

et,  en  remplaçant /par  rra'\  et  Q,  par  sa  valeur  ci-dessus, 

-=-  =z  6 m' n- ne  smV , 
dt 

djxs  h 

-7-  =  p  /i  —  m  n  -  cos  V , 
dt        ^  e 

^^  I      1      ■     \T 

-y-  zzz  nv  nli  sin  V. 
dt 

^n  est  plus  grand  que  in  —  /?,  valeur  moyenne  de  ~,  fournie  par  les  observa- 
tions; donc  le  terme '—  cosV  doit  être  constamment  négatif,  et  V  ne  peut 

pas  atteindre  les  limites  ±  90'';  il  doit  osciller  autour  de  zéro.  En  remplaçant 

dx^5 

dt 


cosV  par  i,  l'expression  précédente  de  -7-  donnera 


1  n  —  n^=z^n  —  m  n  —  ■ 


Si  Ton  connaissait  ^/^,  cette  équation  donnerait  m'.  Les  observations  n'ayant 
pas  fait  connaître  la  valeur  de  ^  pour  Encelade,  M.  H.  Struve  Ta  conclue  par  in- 
terpolation des  valeurs  correspondantes  pour  Mimas  et  Tétbys,  et  il  a  obtenu 
ainsi 


528000 


Mais  l'excentricité  e  est  encore  trop  peu  connue  pour  que  l'on  puisse  regarder 
cette  détermination  comme  satisfaisante.  Enfin  les  données  actuelles  ne  per- 
mettent pas  même  d'estimer  la  grandeur  de  la  période  de  la  libration.  M.  H. 
Struve  formule  ainsi  les  conclusions  de  son  travail  : 

1°  Les  conjonctions  de  Mimas  et  de  Téthys  oscillent  toujours  autour  du  point 
milieu  de  l'arc  d' èquateur  de  Saturne  compris  entre  les  nœuds  ascendants  des  deux 
orbites.  Elles  peuvent  s'éloigner  de  ce  milieu  d'environ  45°  et  elles  accomplissent 
leur  libration  en  soixante-huit  ans  à  peu  près. 

Cela  se  déduit  de  la  formule 

W  =  4^' —  2/  —  Q  —  9'=  2  arc  sin  (sin  —  sino 

2         ' 
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qui,  pour  /'=  /,  donne 

l  = 1-  arc  sin  (  sin  -  sincf  1  ; 

l'arc  sin  reste  compris  entre  ± -• 


2"  Les  conjonctions  d' Encelade  et  de  Dionése  font  toujours  au  périsaturne  d'En- 
celade,  ou  elles  oscillent  autour  de  ce  point. 

Cela  se  déduit  de  la  formule 

en  y  faisant  /'  =  /. 

Ces  résultats  remarquables  attestent  le  talent  de  M.  H.  Struve,  comme  obser- 
vateur et  comme  théoricien. 
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LES  SATELLITES  DE  NEPTUNE,  DE  MARS  ET  DURANUS. 


60.  Du  satellite  de  Neptune.  —  M.  Marth  (Monthly  Notices,  t.  XLVI)  a  appelé, 
il  y  a  quelques  années,  l'attention  sur  les  changements  notables  survenus  dans  la 
position  du  plan  de  l'orbite  du  satellite  de  Neptune  depuis  sa  découverte;  ces 
changements  ont  été  confirmés  par  M.  H.  Struve,  quia  réuni  dans  une  publication 
vécente  (Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg^  t.  XLll,  n**  4) 
toutes  les  observations,  y  compris  les  siennes,  obtenues  avec  la  grande  lunette 
de  Poulkovo,  et  a  discuté  l'ensemble.  De  1848  à  1892,  la  longitude  du  nœud  de 
l'orbite  du  satellite  a  augmenté  de  7°,  tandis  que  l'inclinaison  sur  l'équateur 
terrestre  a  diminué  d'à  peu  près  autant.  Il  fallait  trouver  la  cause  de  ces  chan- 
gements; j'ai  pensé  qu'on  devait  la  chercher  dans  l'action  du  renflement  équa- 
torial  de  Neptune;  l'aplatissement  de  cette  planète  n'est  pas  perceptible  dans 

Fig.  4- 


les  lunettes,  à  cause  de  la  petitesse  du  disque,  mais  il  doit  exister,  et  il  suffira, 
comme  on  le  verra  plus  loin,  d'un  aplatissement  assez  modéré  pour  expliquer 
les  perturbations  dont  il  s'agit.  M.  Newcomb  avait  eu  la  même  idée  de  son  côté. 
Je  vais  reproduire  la  substance  de  deux  Notes  publiées  dans  les  Comptes  rendus 
de  l'Académie  des  Sciences  (t.  CVIl  etCXVIII). 

Soient  {Jig.  4)  AG  l'orbite  du  satellite  à  l'époque  i;  A  le  nœud  ascendant; 
^A  =  0  sa  longitude;  9  l'inclinaison  de  l'orbite;  BG  la  position  de  l'équateur 
de  Neptune;  0'  et  o'  la  longitude  de  son  nœud  et  son  inclinaison. 
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On  aura  (t.  I,  p.  169),  si  l'on  fait  abstraction  de  l'excentricité,  qui  est  extrê- 
mement petite,  et  des  inégalités  périodiques, 

Si  l'on  néglige  les  perturbations  provenant  du  Soleil,  et  que  l'on  considère 
uniquement  celles  qui  sont  causées  par  l'aplatissement  de  la  planète,  la  fonc- 
tion perturbatrice  R  a  pour  expression  (voir  la  page  4) 


Rz=/mo(^x-^  x,j  -  Q  -  sin^c/j 


OÙ  ^0  désigne  la  masse  de  Neptune,  b  son  rayon  équatorial,  x  son  aplatisse- 
ment, X,  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  l'attraction  pour  un  point  de  l'équa- 
teur,  d  la  déclinaison  MN  du  satellite  au-dessus  du  plan  de  l'équateur.  On  a 

fmç)  z=  n-a^,         s\nd=z  sinC  sin((^  —  9  —  AC), 
2sin2â?=:  sin^C  —  sin^G  cos2((^  —  6  —  AC); 

en  négligeant  les  inégalités  périodiques,  on  peut  prendre 

sin2c?=:  -  sin^C,         r=za, 
2 

En  portant  cette  expression  de  R  dans  les  équations  (i),  elles  deviennent 

do              Z>V        ï     \        ^<?cosC 
sincp  -^  =z—  /i  —  Ix z,    cosC 


2    V à9 

(2) 

'     .       dB               b'- f         i     \        „<?cosC 
sin  9  ;7-  =      n  —  [v. X,    cos  L 


dt  a^  \'       2     J  ^9 

On  a,  d'ailleurs,  dans  le  triangle  sphérique  ABC, 

(3)  cosC  =  cos 9  cos 9'  -h  sin9  sin9'  cos (9'  —  B). 

En  multipliant  les  équations  (2)  par  —  ^  ^^  "^  ^'  ^'  ajoutant,  il  vient 

à  cos C  dB       dcosCdai) (^cosC 


ÔB      dt  d((>       dt  dt 

Ainsi,  l'angle  G  reste  constant.  Posons 

(4)  9^=^'^—A'^ x,jcosCsin9^ 


o. 
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et  les  équations  (2)  deviendroni 

(5)  ^  =p[— cot©'  +  col9cos(0'  — 5)],         -1  =r_psin(6'— 0). 

Soit  a  le  côté  BC  du  triangle  sphérique  ABC;  on  a 

coscp  =  C0S9'  cosC  -h  sincp'  sinC  cosa, 

d'où,  en  difierentiant,  et  remplaçant -^  par  sa  valeur  (5), 

■      ,  r)i  n\  .         ,     .      f^     .  doc  dOL  0 

p  sin©  sin(9'  —  9)  —  —  sin©'  sinC  sina  — ,-  >  -,-  = .-^-—,  =  const. 

^  ^  dt  dt  smç' 

Donc  le  côté  a  décroît  proportionnellement  au  temps.  Dès  lors,  on  aura  cet 
ensemble  de  formules, 

o£  =  «0 ^  (  X Xj  1  «icosL, 

(6)  /  cos<p=:  cosC  cos^'h- sinC  sincp'cosa, 

sin9  sin(Ô' —  Q)  =  sinC  sina, 
sin^  cos(Ô'—  Q)  :=  cosCsin9'  —  sinCcosœ'cosa, 

qui  permet  de  calculer  o  etô  en  fonction  de  t  et  des  deux  constantes  arbitraires 
C  et  a^. 

61.  Le  pôle  de  l'orbite  du  satellite  décrit  d'un  mouvement  uniforme  un  petit 
cercle  ayant  pour  pôle  le  pôle  de  l'équateur  de  Neptune  ;  si  donc  la  trajectoire  en- 
tière du  pôle  de  l'orbite  était  connue,  rien  ne  serait  plus  facile  que  d'en  déduire 
la  position  de  l'équateur.  Je  me  propose  de  voir  s'il  est  possible  de  déterminer  ç', 
G' et  X  —  -  X,  à  l'aide  des  observations  dont  on  dispose  actuellement,  ou  plutôt 
de  voir  si  l'on  peut  restreindre  ces  quantités  entre  certaines  limites.  J'ai  déduit 
des  nombres  rapportés  par  M.  H.  Struve,  à  la  page  62  de  son  JMémoire,  par  un 
calcul  d'interpolation,  les  positions  suivantes  du  plan  de  l'orbite  du  satellite, 

rapportées  à  l'équateur  et  à  l'équinoxe  terrestres  de  1887,0  et  les  dérivées -1- 


"'â' 

1   <o  — 1857,18, 

9o=;i8o°,3o, 

(7) 

/  tl  =  1870,11, 

9,  =  i82°,3o, 

f  f^  =  1882,86, 

{?,=rl84°,l3, 

(^)o~"^'^"''^^'  ?0=I25°,  10,  {^)— _oo,,24. 


7o ''"^'  T.--"-,--^.  (^^ 


9,  r=  1  22°,  83,  (^\——  o»,  242, 

H-0°,l45,  98=:I20°,39,  ^^j  =— 0°,l52. 


dB\ 

dB\ 
dt), 
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J'applique  l'équation  (3)  aux  trois  époques  ci-dessus,  et  je  prends  la  moyenne, 
ce  qui  donne 

(8)  -. — ^,  =— o,  542C0I9'— o,84ocot9' —  o,o3/4Sinô'. 

sin9' 

J'applique  maintenant  les  équations  (5)  à  l'époque  moyenne,  en  remplaçant 
-^  et  -7T  par  la  moyenne  des  trois  valeurs  (7),  G  et  cp  par  ô^  et  cp,,  ce  qui  donne 

j  0°,  i73  =  psin(0'-  i82",3), 

(  o%i5o  =  p[— cot9'  +  coti22°,83  cos(9' —  i82°,3o)]; 

d'où,  en  éliminant  p, 

(a)  cotcp'  =  0,892  sinô'+  0,697  cos0'. 

En  combinant  cette  relation  avec  l'équation  (8),  pour  éliminer  cotç',  on 
trouve 

CCS  C 

(b)  —. — -r  =  —  o,5i7  sinô' — i,i64cos9'. 
^    '  sincp'  ^ 

Remplaçons  dans  les  équations  (4)  et  (5)  ,-?  Ai  par  leurs  valeurs  numériques, 
6  par  G,  et  -^  par  —  0,173°;  nous  aurons 

T=i4,54;       log«=:  4,34974, 


(c)  X X 


(3,2i34) 


2    *       cosC  sin9'sin(ô'— i82°,3)' 

si  l'on  donne  à  G'  une  valeur  déterminée,  les  équations  (a),  (b)  et  (c)  donne- 
ront les  valeurs  correspondantes  de  9',  C  et  x x,. 

L'équation  (a)  peut  s'écrire 

(«')  cet  9'  ■=  cet  137°,  o  CCS  (0'—  236°,  2). 

L'équation  (b)  montre  ensuite  que  l'on  a 

cosC>o,     pour     1 13'',9<  0' <  293°,9. 

Cela  posé,  nous  allons  chercher  à  resserrer  autant  que  possible  les  limites 
entre  lesquelles  G'  peut  être  compris. 

On  peut  toujours  supposer  cosG>*o,àla  condition  d'échanger  au  besoin 
les  nœuds  de  l'équateur,  car  le  sens  du  mouvement  de  rotation  de  la  planète 
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n'intervient  pas  ici;  ce  qui  agit,  c'est  le  ménisque  équatorial.  On  voit  d'ailleurs 
que  les  équations  (5)  restent  les  mêmes  si  l'on  change 

ô',  tp'     et    cosC     en     180"  + 9',     180"  — cp',     —  cosC. 

Nous  pouvons  donc  supposer  p  >  o.  Puisque  ^  est  <  o  dans  l'intervalle  des 
observations,  on  doit  avoir 

s\n{Ô'-~9o)>o,         sin(0'  — ôj)>o; 
d'où 

i84%i  <9'<36o°,/i. 

Mais  on  a  vu  plus  haut  que  cosC  est  <<  o,  quand  6'  dépasse  298°, 9;  il  en  ré- 
sulte 

(10)  184»,  K  9' <  293%  9. 

J'ai  fait  une  série  de  calculs  numériques,  en  attribuant  à  ô'  des  valeurs  équi- 
distantes,  comprises  entre  les  limites  (10).  On  voit  par  la  formule  (a')  que  9' 
augmente  jusqu'à  137°  pour  diminuer  ensuite,  et  il  est  facile  de  démontrer,  à 
l'aide  des  formules  (a)  et  (b),  que,  dans  le  même  intervalle,  G  croît  constam- 
ment. J'ai  déterminé  les  valeurs  de  9'  et  de  G  par  les  formules  (a)  et  (b),  et 

celles  de  -  —  et  -   ,j)  pour  les  époques  /„»  ^  et  t.,,  par  les  formules  (5) ;  I-tj) 

et  (-—)    représentent  les  moyennes  arithmétiques  des  trois  valeurs  de  -^  et  ^• 
J'ai  ainsi  obtenu  le  Tableau  suivant  : 

e' igo's 

cp' 126,7 

c 7,1 

-Kê)„ ^'--^^ 

-KS). ^'''^ 

--?\d-t), '^''^^ 

-  (  -7-  )    o,o5j 

?\dt/o  ' 

-p[di). "'•■^• 

o,  164 


dt),n  '  \dt 


)     ....  1,23 

/  m 


195,3 

200,3 

2o5,3 

210,3 

2i5,3 

220,3 

129,1 

i3i,o 

i32,6 

i34,o 

i35,i 

i35,9 

I'2,  I 

16,4 

20,5 

24,4 

28,2 

3i,7 

0,259 

0,342 

0,423 

o,5oo 

0,574 

0,643 

0,2-25 

0,309 

0,391 

0,470 

0,545 

0,616 

0,194 

0,279 

0,362 

0,441 

o,5i8 

0,591 

0,1 32 

0,209 

0,284 

o,356 

0,426 

0,494 

0, 195 

0,268 

0,339 

0,407 

0,472 

0,534 

o,236 

o,3o6 

0,374 

0,439 

o,5oi 

0,559 

1,21 

1,18 

1,18 

i,>7 

',17 

'  •  '7 

[di),'-[dt), ^'°  ''«  ^'^  ''^ 

T.  —  IV.  19 
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D'après  les  équations  (9),  les  nombres  de  l'avant-dernière  ligne  devraient 
être  égaux  à  ^'^l    =  1,1 5.  Mais  il  y  a  plus  :  d'après  les  valeurs  (7),  les  nombres 

de  la  dernière  ligne  horizontale  devraient  être  éaraux  à     ''^.-,  =0,0;  mais,  à 

°  °  o, 100  ^ 

cause  des  erreurs  des  observations,  on  peut  admettre  1,0  ou  même  1,1,  mais 
non  pas  3,o,  ni  même  1,8,  i ,5,  i ,3  et  même  1,2.  Il  me  semble  que  l'on  peut 
admettre  dès  lors  que  l'on  a 

9';  220°,  3. 
J'ai  trouvé 


pour     0'=23o°,3         et        Ô'=25o%3, 


\dt),„'\dt),„      ''' 

et 

1,17» 

/de\      /d9\ 

et 

1,00, 

Nous  arrivons  donc  à 

(lO 

220°  < 

J'ai  trouvé,  en  prolongeant  le  Tableau  précédent,  que  toutes  les  valeurs  de  6' 
comprises  entre  les  limites  (11)  représentent  également  bien  les  observations; 

on  a,  entre  ces  limites, 

i32°<  9'<  i37°, 

de  façon  que  la  valeur  de  9'  est  assez  bien  déterminée;  enfin, 

32°<C<88<'. 

62.    Il  reste  à  trouver  comment  varie  x x,  lorsque  ô'  varie   entre  les 

limites  (n). 

D'après  la  formule  (c),  il  suffit  d'étudier  la  fonction 

Il  —  cosCsin<p'sin(0'—  ôj); 

or  on  trouve,  en  partant  des  formules  (a)  et  (6), 

( 1 ,  000  sin  9'  —  o ,  o4o  cos  9'  )  (o ,  5 1 7  si  n  ô'  +  i ,  1 64  cos  9' ) 

I -i- (0,892  sin 0'  + 0,597  cos 0')- 

0,617  5^ +  1,1 43^  —  0,0/^7 


1 ,  796  5^  H-  I ,  o65  z  -\-  1,356' 


z  =  tango'; 


■-r:  s'annule  pour  deux  valeurs  de  2,  qui  donnent 

0'=:ÔQ",9.,  5'=:  1/47",  6,  0' —  23()",2,  0'=3'2y",6. 
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La  troisième  de  ces  valeurs  rentre  seule  dans  les  limites  (n),  et  la  valeur 
correspondante  de  x  —  ^x,=  ^.  0'  variant  de  220"  à  23(/,2.  x  —  -x,  diminua 

^^  dô  ^  ^'  P^"^"  augmenter  ensuite  jusqu'à  ~  pour  0'=  290*».  Le  petitTableau 
suivant  donne  une  idée  de  la  variation  : 


c. 


0 

1 

245 

147 

73 

h 
18,7 

39" 

0 
.37 

0 
1060 

l   25o 

9.42 

145 

72 

,8,6 

52 

i3G 

i36o 

\.:o 

182 

109 

55 

16,2 

60 

l32 

i56o 

'  275 

147 

88 

44 

14,5 

7'*' 

i3o 

1600 

1  280 

114 

68 

34 

12,8 

76 

128 

1640 

/  285 

7^ 

46 

23 

10,5 

81 

126 

1660 

\  290 

33 

20 

10 

6,9 

86 

124 

1680 

Ayant  les  valeurs  de  x x,,  il  s'agit  d'en  conclure  l'aplatissement;  mais  ici 

intervient  la  loi  inconnue  de  la  variation  de  densité  à  l'intérieur  de  Neptune. 
Si  cette  planète  était  homogène,  on  aurait,  en  faisant  x  =  £„, 


5 


c'est  ainsi  qu'on  a  trouvé  les  nombres  £0  du  Tableau  précédent.  Dans  le  cas 
presque  certain  de  l'hétérogénéité,  le  mieux  à  faire  est  peut-être  de  voir  ce  qui 


I 

X--X. 


arrive  pour  Jupiter  et  Saturne.  Pour  ces  planètes,  le  rapport a  pour  valeurs 

0,27  et  0,28.  En  admettant  o,3  pour  Neptune,  on  trouve  x  =  £,  =  21^  ;  on  a 
inscrit  les  valeurs  de  £,  dans  le  Tableau  (d). 
Soient 

T  la  durée  de  la  rotation  de  Neptune, 

D  sa  densité  moyenne, 

T'  et  D' les  quantités  analogues  pour  la  Terre, 

et  x',  le  nombre  analogue  à  x,. 


On  a,  comme  on  sait. 

*  -  ^  y  \}  X,  ' 

or. 

ij7  =o,3oo, 

1 

X X, 

^'-288'              X        -«'3oo. 

i,4x. 
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Il  en  résulte 

ryf.h 


y/i20x 

C'est  avec  cette  formule  que  l'on  a  calculé  les  valeurs  ci-dessus  de  T. 

On  voit  que  les  petits  aplatissements  correspondent  à  des  valeurs  modérées 
de  C,  mais  à  des  durées  de  rotation  assez  grandes.  Pour  avoir  des  durées  compa- 
rables à  celles  de  Jupiter  et  de  Saturne,  il  faudrait  des  aplatissements  du  même 
ordre,  c'est-à-dire  forts,  et  des  valeurs  de  C  au  moins  égales  à  80°. 

Il  est  encore  un  élément  intéressant  à  connaître  :  c'est  la  durée  s  de  la  révo- 
lution du  pôle  sur  son  cercle.  D'après  la  première  des  formules  (6),  cette  durée 
a  pour  expression 

3  60°  „^      si  no' 

-  rz:  360"  ■-  - 


—  n  i  ■/. Xj  )  eosC 

a^      \         2       ' 


La  première  formule  (9)  permet  de  calculer  p  pour  une  valeur  donnée  de  6'; 
on  trouve  ainsi  les  valeurs  de  5  contenues  dans  le  Tableau  (d). 

Remarquons,  en  terminant,  que  la  théorie  précédente  pourra  peut-être  trou- 
ver une  application  à  certaines  étoiles  variables,  celles  dont  on  suppose  les  va- 
riations causées  par  des  éclipses  produites  par  un  satellite  obscur. 

Les  inégalités  séculaires  du  plan  de  l'orbite,  provenant  du  renflement  équato- 
rial  de  l'étoile,  auront  pour  résultat  de  faire  varier  les  instants  des  milieux  des 
éclipses,  et  aussi  la  durée  de  ces  phénomènes.  Mais  il  y  aura  lieu,  si  les  deux 
corps  sont  assez  voisins,  comme  c'est  le  cas  pour  Algol,  de  tenir  compte  aussi 
de  l'action  du  satellite  pour  déplacer  l'équateur  de  l'étoile.  On  est  ainsi  con- 
duit à  un  problème  intéressant  que  le  lecteur  trouvera  dans  le  Bulletin  aslrono- 
mique,  t.  XI,  p.  33^.  (Voir  aussi  Comptes  rendus,  t.  CXX,  p.  12^.) 

63.  Sur  les  satellites  de  Mars.  —  Phobos  et  Deimos,  les  deux  satellites  de 
Mars,  si  brillamment  découverts  par  M.  Asaph  Hall  en  1877,  se  meuvent  à  très 
peu  près  dans  le  plan  de  l'équateur  de  laplanète;  ce  dernier  est  incliné  de  27" 
ou  28°  sur  le  plan  de  l'orbite  de  Mars.  On  peut  se  demander  si  les  plans  des  deux 
orbites  coïncideront  toujours  à  très  peu  près  avec  le  plan  de  l'équateur,  ou  si  la 
coïncidence  actuelle  n'est  qu'accidentelle.  Cette  question  a  été  examinée  par 
M.  Adams  {Monthly  Notices,  t.  XL,  p.  10),  et  j'ai  présenté  moi-même  à  son  sujet 
une  Note  à  l'Académie  des  Sciences  {Comptes  rendus,  t.  LXXXIX,  p.  961). 

Si  l'on  connaissait  l'aplatissement  x  de  Mars  (le  rapport  x,  de  la  force  centri- 
fuge équatoriale  à  la  pesanteur  correspondante  est  connu,  x^  =  —  j,  la  ques- 
tion serait,  en  effet,  identique  à  celle  qui  a  été  traitée  dans  le  Chapitre  VI  pour 
Japet,  l'un  des  satellites  de  Saturne.  Soient,  en  nous  reportant  à  lay?^.  2  de  la 
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page  93,  et  aux  développements  voisins,  D  et  D'  les  pôles  do  Forbite  et  de 
l'équateur  de  Mars,  et  C  un  point  de  l'arc  DD'  déterminé  comme  on  l'a  dit.  Les 
pôles  des  orbites  des  deux  satellites  se  mouvraient  sur  deux  petits  cercles 
ayant  le  point  C  pour  pôle.  Soit  p  le  rayon  de  ce  petit  cercle  pour  le  premier  sa- 
tellite, et  CD'— i';  l'inclinaison  de  son  orbite  sur  l'équateur  resterait  toujours 
comprise  entre  ±(i'  —  p)  et  i'  -h  p.  Il  suffirait  donc  de  calculer  i'  et  p  pour  ré- 
pondre à  la  question. 

Malheureusement,  ces  quantités  «'  et  p  dépendent  de  l'aplatissement  x  qui  est 

inconnu;  on  sait  seulement  qu'il  est  compris  entre  les  limites  -^  et  7^;;  (t.  II, 

^  ^  174  L\iD  ^ 

p.  2o5).  M.  Adams  a  essayé  deux  hypothèses  :  (I)  celle  de  l'homogénéité,  qui 

donne  x=  )''^i=     >»  et  (II)  qui  suppose  que  la  distribution  des  densités  soit 

la  même  à  l'intérieur  de  Mars  qu'à  l'intérieur  de  la  Terre;  cela  conduit  à  la 
relation 


X    X 

X,  x', 


en  désignant  par  x'  et  x',  les  quantités  analogues  pour  la  Terre;  on  en  conclut 


X—  Q 


En  admettant,  d'autre  part,  pour  la  position  de  l'équateur  de  Mars,  les  nom- 
bres de  M.  Marth  {Monlhly  Notices,  t.  XXXIX,  p.  473),  j'ai  trouvé  que  l'incli- 
naison de  Deimos  sur  l'équateur  de  la  planète  doit  toujours  rester  comprise 
entre  o°,i  et  i",4  dans  l'hypothèse  (I),  et  entre  0*^,2  et  2*^,2  dans  l'hypo- 
thèse (II);  pour  Phobos,  les  limites  sont  encore  plus  resserrées. 

Donc,  pour  les  aplatissements  — z  et  — 5»  et  aussi  pour  les  aplatissements 
*■  *■  i-j.)       228  ^  ' 

intermédiaires,  les  orbites  des  deux  satellites  s'écarteront  toujours  très  peu  de 

l'équateur  de  Mars. 

64.  Des  satellites  d'Uranus.  —  D'après  les  mesures  et  les  calculs  de 
M.  Newcomb,  les  quatre  satellites,  Ariel,  Umbriel,  Titania  et  Obéron,  se  meu- 
vent à  très  peu  près  dans  un  même  plan,  incliné  de  98**  sur  le  plan  de  l'éclip- 
tique.  Les  différences  entre  les  quatre  inclinaisons  prises  deux  à  deux  sont  de 
l'ordre  des  erreurs  des  observations. 

Si  la  force  perturbatrice  du  Soleil,  qui  est  d'ailleurs  très  petite,  agissait 
seule,  les  pôles  des  quatre  orbites  décriraient  des  petits  cercles  autour  du  pôle 
de  l'orbite  d'Uranus,  et  la  probabilité  que  ces  pôles  soient  très  voisins  à  un  mo- 
ment donné,  comme  ils  le  sont  maintenant,  serait,  sinon  nulle,  du  moins  extrê- 
mement faible.  Il  existe  donc  une  autre  force  perturbatrice  :  c'est  celle  qui 
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provient  du  renflement  équatorial  d'Uranus.  Si  l'équateur  de  cette  planète  a 
coïncidé  à  un  moment  avec  les  plans  des  orbites,  la  coïncidence  aura  toujours 
lieu  d'une  façon  approchée;  il  suffit  pour  cela  d'un  aplatissement  assez  faible. 

L'excentricité  de  l'orbite  du  premier  satellite,  la  plus  petite  des  quatre,  est 
égale  à  0,020.  Il  est  possible  qu'en  déterminant  à  plusieurs  reprises  la  position 
du  périurane,  on  lui  découvre  un  déplacement  qui  pourra  faire  apprécier  la 
grandeur  de  l'aplatissement. 

Les  mesures  directes  faites  sur  le  disque  d'Uranus  pour  déterminer  cet  apla- 
tissement n'ont  pas  donné  encore  de  résultats  bien  concluants  :  tandis  que 

M.  Schiaparelli  obtient  —,  M.  Seeliger  a  trouvé  l'aplatissement  insensible.  La 

durée  de  la  rotation  de  la  planète  est  absolument  inconnue. 

M.  Perrotin  {Vierleljahrsschrifl  der  astronomlschen  Gesellschaft,  t.  XXIV)  a 
observé,  en  1889,  les  bandes  d'Uranus,  et  trouvé  qu'elles  font  un  petit  angle 
avec  le  plan  de  l'orbite  des  satellites,  et  le  plus  grand  diamètre  de  la  planète 
lui  a  semblé  être  aussi  dans  ce  plan.  Ce  serait  une  confirmation  des  prévisions 
de  la  théorie,  en  admettant  que  la  direction  des  bandes  coïncide  avec  celle  de 
l'équateur.  MM.  Henry  avaient  trouvé  antérieurement  {Bulletin  astronomique, 
t.  I,  p.  238)  que  les  bandes  font  un  angle  d'environ  40**  avec  le  plan  de  l'orbite 
des  satellites.  Mais  ces  observations  sont  délicates  et  demandent  à  être  reprises 
dans  de  bonnes  conditions  et  avec  de  puissants  instruments. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  les  mouvements  des  satellites  d'Uranus  et  de 
Neptune  sont  rétrogrades,  tandis  qu'ils  sont  directs  pour  les  autres  planètes.  La 
même  opposition  existe  très  vraisemblablement  pour  les  mouvements  de  rota- 
tion. Cela  est  en  désaccord  avec  l'hypothèse  cosmogonique  de  Laplace.  M.  Paye 
a  cherché  à  expliquer  cette  singularité  dans  son  Livre  Sur  l'origine  du  Monde. 
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CHAPITRE  X. 

FORMULES  ET  MÉTHODES  D'INTERPOLATION. 


65.  Soit /(a?)  une  fonction  dont  on  sait  calculer  numériquement  la  valeur 
pour  une  valeur  donnée  de  x.  On  peut  se  proposer  de  trouver  un  polynôme  en- 
tier en  X,  qui,  pour  a?  compris  entre  deux  limites  déterminées  x'  et  x",  prenne 
des  valeurs  peu  différentes  de  celles  de  /(-r),  de  manière  que  le  polynôme 
puisse  remplacer  la  fonction  entre  les  limites  x'  et  x",  avec  une  grande  approxi- 
mation au  point  de  vue  des  calculs  numériques. 

Soient  a,  b,  c,  d,  e,  . . .,  k,  l  des  nombres  déterminés,  choisis  entre  x'  et  x"\ 
A,  B,  . . .,  L  les  valeurs  numériques  correspondantes  de  /(^);  on  vérifie  immé- 
diatement que  le  polynôme 

I  {œ-b){x-c)...{.r~  l)    ,        (.r-a)(.r-c)...(.r-/)    , 

"    {a  —  b){a  —  c)...{a—l)   ^      {b  —  a)  {b  —  c).  .  .{b  —  l)  ~^  "  ' 
{a;  —  «)(.r  —  b)...{jc  —  k) 
"^        {l—a){l-b)...{l—k) 

prendra,  pour  x  =  a,  />,...,  /,  les  mêmes  valeurs  que /(a;).  On  comprend  que 
si  le  nombre  des  quantités  a,  b,  ...,  l  est  suffisant,  et  si  l'allure  de  la  fonc- 
tion/(j:-)  est  régulière  entre  x'  et  x",  le  polynôme  ne  s'écartera  que  très  peu  de 
la  fonction  pour  les  autres  valeurs  de  x  comprises  entre  x'  et  x",  et  pourra  rem- 
placer cette  fonction  avec  une  grande  approximation.  La  formule  (i),  dans 
laquelle  on  remplace  X  par/(^),  est  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange. 
Gauss  (')  a  donné  une  transformation  très  intéressante  de  la  formule  (i), 


(1)  roir  dans  les  OEuvrcs  Je  Gauss,  t.  III,  le  beau  Mémoire  Theoria  interpolationis  methodo  noea 
iractata,  et  dans  le  Tome  I  des  Mémoires  astronomiques  d'Encke  le  Mémoire  Ueber  Interpolation,  dans 
lequel  Encke  reproduit  des  leçons  faites  par  Gauss  en  1812. 
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d'où  il  a  tiré  des  conséquences  importantes.  Soient  X,,  Xo,  X,,  ...,  ce  que  donne 
la  formule  (i),  en  prenant  une,  deyx,  trois,  . . .  valeurs  de  œ;  on  aura 

X.  =  A, 

.  ^  —  b       ,.  ce  —  a 
X,=  A r  +  B , 

a  —  ù  b  —  a 

_   (.r  —  b){x  —  c)  {x  —  a){a;  —  c)  (^x  —  a)  {x  —  b) 

^'      '  {a-b){a-c)  ^      {b-a){b-c)'^      {c-a){c—b)' 

,,  .{x  —  b){x  —  c)(x  —  d)       ,  {x  —  a)  (x  —  c)  (x —  d) 

^  '"      {a  —  b)  {a  -  c)  {a  —  d)  ^      {b  —  a)  {b  —  c)  {b  —  d) 

{x  —  a)  {x  —  b)  {x  —  d)       .   (x  —  a)  {x  —  b){x  —  c) 
"^  {c~a){c—b){c  —  d)    ^  {d-a)(d—b){d-c)  ' 


On  en  conclut  aisément 


Xi-r^A, 

X2  —  \i=  {x  —  a) 


B 


a  —  b        b  —  a 


X3 —  X..j=  {x  —  a){x  —  b) 


B 


C 


X/,  —  \-^=z  {x  —  a)  {x  —  b)  {x  —  c 


{a  —  b)  {a — c)        {b  —  a){b  —  c)        (c  —  a)  {c  —  b 
A  B 


[{a 


b)  {a  —  c){a  —  d)        {b  —  a)  {b  —  c)  {b  —  d) 


(c  —  a)  (c  —  b)  [c  —  d)        [d  —  a)  {d 


Il -1 

-b){d-c)] 


d'où,  en  ajoutant, 

i  \  =z  A  -+-  {x  —  a)  [a,  b]  -\-  {x  —  a)  {x  —  b)[a,  b,  c] 


(2) 

OÙ  l'on  a  posé 


-h  {x  —  a)  {x  —  b)  {x  —  c)[a,  b,  c,  d]  -h .  .  .  , 


r       ;i  A  B 

[a,  b]  =  r  -(- 


(3) 


[a,  b,c] 
[a,  b,c,d] 


B 


C 


a  —  b        b  —  a 

A  ,    _ 

(a — b){a—c)^{b  —  a)  {b  —  c)    '    {c  ~  a)  {c — b) 

A _B 

{a  —  b)  {a  —  c)  {a  —  d)  ~^  {b  —  a)  {b  —  c)  {b  —  d) 

C  D 


"I- 


{c  —  a){c—b){c  —  d)         {d  —  a){d—  b){d—  c) 
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Ces  quantités  [a,  6],  [a,  h,c'\,  ...  restent  les  mêmes  quand  on  échange  entre 

elles  deux  des  lettres  a,  b,  c et  les  deux  quantités  correspondantes  dans  la 

série  A,  B,  C, Les  formules  (3)  conduisent,  en  outre,  sans  peine  aux  rela- 
tions 

r      Al  Ti-A 

[a,b]  = , 

b  —  a 

_[b,c-\-[a,b] 


(4) 


[a,  b,  c] 

a  —  a 


On  pourra  former  le  Tableau  suivant  : 

A 

[a,  6] 
B  [a,b,c\ 

[6,  c]  [a,b,c,d^ 

C  [b,c,d]  [a,b,c,d,e] 

(5)  /  [c,d]  [b,c,d,e]  [a,b,c,d,e,/] 

d     J)  [c,d,e]  [b,c,d,e,f] 

[d,e]  [c,d,e,f] 

E  [d,e,f] 

f      P 

On  peut  prendre  les  lettres  dans  un  autre  ordre,  et  opérer,  par  exemple,  la 
substitution 

a     b     c     d     <?    ,/ 
de      e     b    f     a 

La  formule  (2)  donnera  alors 

/  X  =  l)4-(.a7  — rf)[c,  rf]  +  {x  —  d)  {.V  —  c)[c,  d,  e'] 
+  (j?  —  d){x  —  c)  {x  —  e)  \b,  c,  d,  e] 
-h  {x  —  d)  {x  —  c)  {x  —  e){x  —  b)[by  c,  d,  r, /] 
-h{x  —  d){x  —  c)  {x  —  e)  {x  —  b)  {x  —/)  [a,  b,  c,  d,  e,  /]  -h 


(6) 


Si  l'on  jette  les  yeux  sur  le  Tableau  (5),  on  voit  que  les  quantités  [c,  é/J, 
[c,^,  e],  [b,c,  d,  e],  [b,  c,  d,  e,  /J,  [a,  b,c,  d,  e,f\,  ...  y  figurent  toutes  sur  deux 
lignes  horizontales,  menées,  l'une  par  la  lettre  D,  l'autre  à  égale  distance  des 
lettres  C  et  D. 
T.  —  IV  . 
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En  opérant  de  même  la  substitution 


a     b     c     d     e     f 
d     e     c    f     h     g 


la  formule  (2)  donnera 


(7) 


X  —  I)  +  (^  —  ^)  (rf,  e)  +  (.r  —  n')  (^  —  e)  [>,  d,  r] 
H-  {x  —  d){x  —  e)  {x  —  c)  \c,  d,  e,/] 
_t_  (,r  -d){.T-e)  (.r  -  c)  (,r  -/)  [  /;,  r,  r/,  ^,/] 
+  (^  — 6^)(^  — e)  (^  — c)(^— /)(a'—  ^>)[^,  0,0^,6, /,,^] -H. 


Ici,  les  quantités  \d,e[,  \c,d,e\,  . ..  figurent,  dans  le  Tableau  (5),  sur  deux 
lignes  horizontales,  menées,  l'une  par  la  lettre  D,  l'autre  à  égale  distance  des 
lettres  D  et  E. 

66.   Dans  les  calculs  astronomiques,  on  suppose  toujours  que  les  quantités 
«,  h,  c,  ...  sont  les  divers  termes  d'une  progression  arithmétique. 
Soit  a  la  raison  de  cette  progression,  de  sorte  que 

h  —  ar=.C  —  />=:..  .=  (0; 

pour  nous  conformer  à  l'usage  généralement  adopté,  nous  poserons 
Retranchons  chacune  de  ces  quantités  de  la  suivante  et  faisons 

fia  +  <■  -H  I  ^))  — /(  a  +  iu))—p  (a  +  r+'fr,))  ; 

les/'  seront  les  différences  premières  ;  on  a  mis  l'argument  symbolique  a  +  /  +  ^oj 
pour  rappeler  que  cette  différence  est  obtenue  avec  les  deux  valeurs  de  la  fonc- 
tion qui  correspondent  aux  valeurs  «  +  «  -+-  1  co  et  «  +  i  w  de  x,  dont  la  moyenne 
esta-f-i  +  ^co.  On  calcule  de  même  les  différences  secondes,  troisièmes,  etc. 
par  les  relations  générales 
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Ceci  pose,  on  peut  former  le  Tableau  suivant  : 
/(a  — 3  eu) 

J\a  —  2  eu)  P  («  —  2  0)) 

f{a-(,,)  /'(a-r,,)  /*(«-'^') 

/■(«-i)  f'(-t)        f'H) 

(8)  {/•(«)  /^(«)  /*(«)  /'(«) 

/'(«-ï)  /'(«-i)  /'(^-f) 

/(a  +  oo)  /-^(a-t-w)  /*(a4-oj) 

I  /(a  +  2co)  /^(«  +  2(o) 

/■(-^) 

/(a  +  Soj) 

Les  relations  (4)  donneront  ici 


/■«  +  ^    -/■'-+- 


3ûl)\        ^,  /      .    w^ 

2 y  _  /-(«  +  m) 
t«'^'^]    = ^;;^ I.2C.'' 

[a,^c,^]=        ,.2.30)» 


Si  l'on  pose,  en  outre,  a;  =  a -h  n(M,  la  formule  (2)  donnera 

f{a  +  ,.0))  =/(«)  +  — /'  (a  ^  -j  +         ,.,,,. /-(«  +  (.)+..., 

ou  bien 

(  /(a  +  /ioj)  =/(«)  4-  ^  /'  («  +  ^j 


1 .2 

4- 


C'est  la  formule  d'interpolation  de  Newton, 
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Appliquons  maintenant  la  formule  (6),  mais  en  prenant  les  lettres  placées 
sur  l'horizontale  de/(«)  et  celle  menée  entre  /(«)  et /(a  —  w);  nous  trouve- 
rons 

-,    .        «w  ^,  /  co\        n  (ji  {n  (i) -h  m)  ^,  ,     , 


I  .2.3.(0^  \  2  ^ 

OU  bien 

(^«)  + — T^Ts — -^  (,^-2;  + r:i34 -^^^ 

f  (n  +  2)(n~hi)n{n  —  i  )  (  /i  —  2  )    „    /  o)  \ 

I  1.2.3.4.0  \  '^  ) 

La  formule  (7)  donne  de  même 

y(a  4- «0))  =/(«)+  7/    (^«+  2J+    -\^^       /'(«) 

^"^  ]  "^ T^rs ^  K^^l.)-^ TiTI^ -^^"^^ 

f  (/i  4-  2)(/l  +  I  )rt(/i  —  i)(/i — 2)    ..  /  wX 


\  1.2.3.4.5  \  2 

Si  l'on  prend  la  moyenne  arithmétique  des  expressions  (10)  et  (n),  il  vient 

,.  N       r/    N        "        \  2/      ^    \~  2/        \n(ii  +  \)        n{n  —  \)~\  f- (a) 

f(a-{-  nw)  =/( a)  -\ ^ ^ ^ ^  -\-     —^ i  -\ i i     £-±-i 

I  2  L1.2  1.2J2 


1.2.3  2 

' (n  ->r  i)n{n  —  i)(n  —  2)        {n  -h  2){n  -\-  i)n{n  —  i)"l  f*  {a) 


1.2.3.4  1.2.3.4  2 


>  +  i)/i(/t  — 1)"|  /M 
1.2.3.4  J      2 


On  est  conduit  à  poser 


/•(''  +  ^)+/'( 


0) 
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,:,^ 


Ces  moyennes  arithmétiques  seront  inscrites  à  l'encre  rouge  ou  au  crayon 
dans  le  Tableau  (8),  chacune  entre  les  deux  nombres  d'où  elle  provient.  On 
trouvera  ainsi 


/(.HH..)^/(a)+^/'(.)+^/^(a)H-("^;);^|p'>/»(.) 


(12) 


{n  +  i)nn{n  —  i) 
TTiXl^ -^^^^ 

{n-\-  '2)(n  -i-\)n{n  —  i){n  —  2) 
I .2.3.4.5 


/(«) 


Si  l'on  se  reporte  à  la  figure  schématique  (5),  on  voit  que,  dans  la  formule 
de  Newton,  on  suit  le  chemin  OH,  tandis  que  dans  les  formules  (10),  (11)  et 
(12),  on  suit  respectivement  les  chemins 

OBCDE...,     OB'CD'E...,     OCE.... 

Fig.  5. 

/'     r'    /•'    r^    r" 


B' 


D' 


67.  Interpolation  des  fonctions  périodiques.  —  Gauss  s'est  proposé  de 
trouver  une  fonction  T  de  la  forme 


(i3) 


T  =  -  «0  4-  a,  cos  /  H-  «2  cos  2  f  H- . .  .  4-  a„  cos  n  t 


(3i  sini  4-  (Sj  sinaf 


[3„  sinw^. 


connaissant  les  valeurs  A,  B,  C L,  que  prend  la  fonction,  quand  on  donne 

à  /  les  2/1+  I  valeurs 

a,     6,     c,      . . . ,     /. 
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D'après  la  formule  de  Lagrange,  on  est  conduit  à  poser 


.     t—b.t—c           .     t— l 
sin  sin •  •  •  sin 

a  — b    .    a  — c          .    a  —  / 
sin  — — -  sin •  •  •  sm 

2  2  2 

(i4)  {  .     t  —  a     .     t  —  c  .     t  —  l 

sin  sin  •  •  •  sin  


h  —  a    .     b  —  c          .     b —  / 
sin  sin •  sin 


On  vérifie  immédiatement  que  l'expression  (i4)  prend  bien  les  valeurs  A, 
B,  .  . .  pour  t  =  a,  b,  ...  ;  reste  à  voir  qu'elle  est  de  la  forme  (i3).  Or,  le 
produit 


.t—b.t—c           .      t—  l 
Sin  sm •  •  •  sin 


.     t  —  b     .     t  —  c        iP         b  —  c  (         b  -\-  c 

sin  sin 

2  2 


se  compose  de  n  groupes  de  facteurs  tels  que 

^cos^-cos(.-':4l^)]; 

on  voit  que  le  produit  de  n  quantités  telles  que 

Jlo  +  ul>  cos  ^  -h  ©  sin / 

sera  bien  de  la  forme  voulue.  Il  resterait  à  former  les  expressions  des  coeffi- 
cients a^,  a, ,  . . .,  ^, ,  ...  ;  mais  nous  nous  bornerons  à  les  obtenir  dans  un  cas 
particulier,  celui  du  reste  qui  se  présente  dans  la  pratique. 

Supposons  que  les  in+\   quantités  a,b,...,l  forment  une  progression 

arithmétique  de  raison 


27T 
2/14-1 


,271  27r  ,  27r 

b=:  a  -\ >  c  =r  a  -t-  2  ■ ,  • .  • ,  /  r=  a  +  2  /i 


2AI-I-I  2/1-I-I  2/î-t-I 

Nous  commencerons  par  calculer  le  produit  de  un  -^  i  facteurs 

,   ^.                                        rw         .     t  —  a    .     t  —  b                  .     t  —  / 
(i5)  Z  =  sin sin •••     sm j 

2  2  2 

où  nous  ferons 

t  —  a 
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ce  qui  donnera 

Z  =  sin5sin(z ''^ — )  sin  (3  —  2  — - — )  •  •  •  sin  (z  —an  — - — ], 

\  2Ai-+-l/  \  'An-i-lJ  \  2AH-   1/ 

OU  bien,  en  groupant  le  second  facteur  et  le  dernier,  le  troisième  et  l'avant- 
dernier,  etc., 

Z  =  (_  i)n  s\nz  (sin^z  -  sin'  -^ — ]  (sin^z  -  sin»      ^^    ^  •  • .  fsin»^-  sin»  _^^  V 

\  2«-M/\  2n-^  ij  \  2«-M/ 

Z  ne  doit  différer  que  par  un  facteur  constant  de  la  fonction  sin(2«  -f- 1):;  qui 
est  aussi  un  polynôme  du  degré  2^  -h  i  en  sin:;,  et  s'annule  pour  les  valeurs 

_,  TT  27T  _,  mt  , 

2  //  -t-  I  2  /i  -t-  1  2  //  -i-  I 

D'ailleurs,  on  sait  que  le  coefficient  de  sin-""':;  dans  le  développement  de 
sin(2/?  +  1)5  suivant  les  puissances  de  sins  est  2'^"(— i)";  on  aura  donc 

„ sin  (2/1  +  1)3 


et  il  en  résulte,  d'après  la  formule  (i5). 


t — b          .     t  —  /          i    sin(2n  +  i)3 
sin  •  •  •  sin  — -  -T ^-^ —  • 

2  2  2-"  SUIS 

Or  on  a  l'identité 

sin  (2/1 +1)3  , 

-^^ — ; —~  =  I  H-  2  C0S2  3  H-  2  COS43  H-  ...  4-  2  rOS2/?3. 

Sin  3 

On  en  conclut  donc 

.     t—h  .     t  —  l       I  H- 2  cos(/  — a)  4- 2  cos2(<  —  a) -+-. .  .H- 2  cos/i(/  —  a) 

sin •  •  •  sin  = ^^ ^^ : — ^^ 

2  2  2*'* 

et,  en  faisant  t  =z  a, 

a  —  h           .      a  —  /        2  /t  -t-  I 
sin  •  •  •  sm  =: — — 


En  divisant  membre  à  membre  les  deux  dernières  équations,  il  vient 

.    t  ~  b   .    t  —  c        .    t—l 

sin sm  •  •  •  sin 

.22  2 

.     a  —  b    .     a  —  c  .a  —  / 

sin sin sm 

22  2 

.1  +  2  cos(<  —  a)  -f-  2  cos2(/  —  a)  H-. . .-+-  2C0S/ï(<—  a) 

"=-.  A ■ — — » 

2  /^  -h  I 
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d'où,  par  raison  de  symétrie, 


B 


.     t  —  a     .      t  —  c           .      L  --  l 
sin sin  •  •  •  sin  

2  2  2 

.     b  —  a    .     b  —  c           .     b  —  t 
sin sin  —  •  •  •  sin 

2  2  2 

I  -f-  2  cos  (^  —  b)  -\-  2  COS  2  (  ^  —  6)  H-  .  .  .  +  2  cos  n{t  —  b) 


La  formule  (i4)  pourra  ainsi  s'écrire 

(2n-i-i)T=:AH-B4-...H-LH-(A  COS  «  +  B  cos  6  H- .  . .  +  L  cos  l)  2  cos  t 
H- (A  sin  a    h- B  sin  6     +.  .  .  + L  sin/)  asin^ 
+  (A  cos 2  a  H-  B  C0S2&  +  .  . .  +  L  C0S2Z)  2  cos  2^ 
4-  (A  sin  2  a  H-Bsin2è4-...4-L  sin  2/)  2  sin2f  -h. . . . 

Les  coefficients  a,-  et  (3,  de  la  formule  (i3)  auront  donc  pour  valeurs 


(16) 


a,  =: (A cosf'a  +  B  cosf^  + . . .+  L costV), 

2ft  4-1  ^  ' 

2 

0,=:  (A  sin  m  +  B  sin/ô  H-. . .  +  L  sin//); 

2«  -i-  I 


a  reste  arbitraire,  et  les  quantités  b,  c,  . . .,  /  en  résultent  comme  on  l'a  dit. 

Si  la  fonction  donnée  T  de  t,  supposée  périodique  et  de  période  27:,  se  déve- 
loppe en  une  série  illimitée 

1  --=  -  iXq  -\-  y-i  0,0?,  t  4-  .  .  .  4-  a,i  cos/i^4-  .  .  . 
4-  [3i  sin  «  4- ...  4-  [3„  sin  nt  + . . . 

et  si  la  série  converiife  assez  rapidement,  on  pourra  la  limiter  à  ses  in  4-  i  pre- 
miers termes;    les  formules  (16)  donneront  des  valeurs  approchées  de  ao, 

CL^^  .  .  . ,    0;„ ,    p , ,   .  .  . ,  |j,j . 

68.  Les  formules  précédentes  ne  sont  guère  employées  malgré  leur  simplicité. 
On  préfère  partager  la  circonférence  en  un  nombre  pair  d'arcs  égaux,  parce 
qu'alors  la  reproduction  périodique  des  sinus  et  cosinus  donne  lieu  à  des  sim- 
plifications. Gauss  rattache  ce  cas  au  précédent;  mais  il  sera  plus  simple  de  le 
traiter  directement. 

Considérons  le  développement  périodique  de  la  fonction!. 

j  =  00 
(17)  T  1=: ^  {(Xj  cos it  4-  (3/  sin t7 ) . 
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Donnons  à  t  les  2.n  valeurs 

o,     //,      2  A,      .  .  . ,     {in  —  \) II, 

comprises  dans  la  formule 

t  rr  rll,  OU  /i  =  —  ; 

2/1 

les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  T  seront  représentées  parTo,  T,,  ...» 
To/i-o  et  désignées  d'une  manière  générale  par  T^. 

Soity  un  nombre  entier  positif;  la  formule  (17)  donnera 


Tcosy7  =  -  ^  [a,cos(i +/)f  +  a,cos(f — j)t-\-  [3,-  sin  («H-y')/  +  [3,sin(/ — j)t'\, 

i 

T  sinyV  ^=  -  2^  t*^'  sin(f  H-/)^  —  a,-  sin(/  —  /)t  —  [3j  cos(i4-y  )^  h-  [3/C0s(f — y  )0. 

Donnons  sl  t\es  in  valeurs  indiquées  ci-dessus,  et  faisons  les  sommes  des  va- 
leurs de  T  cosyV  et  de  T  sinyV  ;  il  y  aura  des  simplifications  importantes  tenant  au 
choix  des  valeurs  de  t,  en  vertu  de  ce  théorème  bien  connu  : 

Si,  dans  les  expressions 

VcosX^  =  P,  VsinX^  =  Q, 

on  attribue  à  t  les  valeurs 

271  fiTt  {m  —  l)27r 

o  ,         ,  •••>         5 

/n         m  m 

on  aura  Q  =  o,  quelle  que  soit  la  quantité  réelle  X;  il  en  sera  de  même  de  P, 
excepté  le  cas  où  \  sera  un  multiple  km  de  m;  auquel  cas  on  aura  P  =  w. 
On  trouvera  donc  tout  d'abord 

V -T  •  /        IV       r      V  (f-+-/)27r/-       v*  (^— ./)27rr"l 

r  i  V.  r  r  J 

V  rr     .     •  ,        I  Vo    r      "V         (^+y)27r/-       v'         ('  — /)27r/'T 

r  i  V.  r  r  J 

Les  deux  V  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  n'auront  des  valeurs 

r 

différentes  de  o  que  si  l'on  attribue  à  iàzj  des  valeurs  de  la  forme  2^/1,  où  k 
désigne  un  nombre  entier,  et  si  l'on  suppose 

i=zzç  j -\-  2  An,, 
T.  -  IV.  21 
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on  aura 

COS  -^ ^'-^ =  2  11. 


■^  ^^^  {i±J)'2'Kr 


Il  en  résultera  donc 

2  T,.  cosy/7i  =  /i  2  (      a2/,„_y  +  cc^kn+j ) , 

2  T,  sinyV/i  =  /i  ^  (—  (Sj^-^-y  +  [32/,„+y  )  ; 

r  k 

d'où,  en  attribuant  à  k  les  valeurs  o,  i,  2,  ...  et  remarquant  que  l'on  doit 
supposer  a_y  =  (3_y  =  o,  parce  qu'il  n'y  a  pas  d'indices  négatifs  dans  la  for- 
mule (17), 


(18) 


(  2  T,.  cosy /■/?  =  n  (  ocy  +  a2„_y  +  «î/i+y  +•••)> 

1       r 

i  2  T,.  sinyVA  =  n  (  {3y  —  (S^,,-;  +  (Sa^+y  —...). 


Si  la  série  (17)  converge  rapidement,  de  façon  que  l'on  puisse  négliger  a^^. 
devant  a^  et  Pa^-y  devant  py,  les  relations  (18)  donneront 

(19)  ^^^  ^  2  "^'^  cosy>^'  ^^-\^  ^'  smjrh. 


Ces  formules  souffrent  deux  cas  d'exception  : 

i*'  Si/ =  o,  on  trouve,  en  se  reportant  directement  à  la  formule  (17), 

r 

(.0)  -.-^2t.- 

r 

2°  Si  j=  n,   alors  y>A  =  TCA  La  seconde  des  formules  (18)  est  identique- 
ment satisfaite,  et  la  première  donne 

Il  n'est  pas  étonnant  que  l'on  ne  puisse  pas  déterminer  p„,  car  il  n'y  a  que 
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in  données, 

et  l'on  ne  peut  déterminer  que  les  in  inconnues 

«0»         Ofn         "^2»  •    •      »         <f/|-l>         Ûf/J» 

Pi,         Pî»  •   •   •  1         Prt-1« 

On  peut  faire  diverses  combinaisons  de  nature  à  simplifier  les  calculs  :  ainsi, 
la  première  des  formules  (r8)  peut  s'écrire 

r=.n  —  \  /•  =  2n— 1 

/* y.j  ■=.  \   T,.  coy'rh  -\-  \  T,.  coy'rh, 

OU  bien,   en  changeant,  dans  le  second  V?  r  en  «-+-/•,  et  remarquant  que 
njh  =  Tt/, 

r:=n—î  r=:ii  —  1 

n  onj  ■=  V  T,.  cos/VA  +  (—  i)-''  ^  T„+,.cos/V7i, 

r:=« — 1 

naj=^  [T,  +-  (-  i)^T„+,]  cosjrh.    • 

r  =  0 

Changeons,  dans  cette  formule,/  en  n  —j,  et  supposons  n  pair  (ou  la  circon- 
férence divisée  en  4^^'  =  2/z  parties  égales);/  et  n  —j  seront  de  même  parité, 
et  nous  trouverons 

r  —  n  —  t 

na„_y  =  2  [Tr  +  (- ly  T„^,.](- i)'-cosy>/i, 
et,  par  suite, 

r=zn  —  1 

(22)  n(ay  ±a„_y)  =  ^  [T.  4-  (-  iyT„+,]  [i  =ii(-  .)'•]  cosyVA. 

On  trouve  de  même 

(23)  n{^j±^„_j)  =  2;  [T,.-f-  (-  .)>T„,,.][.  ±(-  I)'-']  sinyV//. 

11  convient  de  distinguer  deux  cas,  selon  quey  est  pair  ou  impair,  et  il  sera 
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commode  d'adopter  la  notation  suivante 

t   Ta-\-Tn+a  =  {a,  n-\-a), 
<^^'  T-T       - 


(«)       n 


n  -\-  a 

On  trouve  alors  aisément 

/  .  ^ 

1°  y  pair;     2/1  divisions,     Iiz^l--, 

n 

n 

-  {(Xj  4-  a„_y)  =  (o,  /i)  H-  (2,  /i  +  2)  COS2/A 

H-  (4,  w  -H  4)  C0S4y/i  H-.  .  .  -+-  (/i  —  2,  2/i  —  2)  cos(«  —  2  )jh, 

n 

-  («y  —  a„_y )  =  (  r ,  «  +  I )  cosy/i 

H-  ( 3,  «  +  3 )  cos 3y7i  -t-  .  .  .  +  ( w  —  1,2/1  —  i )  cos {n  —  i )/7i, 

^  i^j  ■+-  ?>n-j)  ■=i\,n-\-  i)  shy'h 

H-  (3,  n  -+-  3)  sin3y7i  +  .  .  . 4-  («  —  i,  2«  —  i)  sin(«  —  i)Jh, 

■^  i^j  —  ^n-j)  —  (2,  /i  +  2)  sin  2yA 

H-  (4,  «  4-  4)  sin4yA  +.  .  .  +  (/i  —  2,  2/i  —  2)  sin(«  —  2)/h; 

n  {oCo  -+-  OCn)  =  (o,  n)  +  (2,  rt  -1-  2)  4-.  .  .+  (/i  —  2,  2/1  —  2), 

n  (oco  —  a„)  =  (i,  /i  4-  1)4-  (3,  /i  4-  3)  4-.  .  .4-  («  —  I,  2/i  —  1). 

Les  deux  dernières  de  ces  formules  ont  été   conclues  des   relations  (20) 
et  (21). 

2°  y  impair;     2/1  divisions,     h=  -, 

'i  («y  +  «'w)  =  (7.)  +  (tt^)  c«^  v'^^ 


(;rh)  ""'^-^'^  "^  •  •  •  "^  {^-^-)  '^^^"  -  '^^■^'' 


l  (ccj  -  a„_,)  =  (;^)cos  jh  ^  (-A^)cos3yA  4- ...  4-  (;^)  cos  (/.  -  i)/7., 
J(;3,4-P._,)  =  (-_^)sin  y-A4-(;^)sin3y7.4-...4-(^^^)  sin(/.  -  i)y-A, 
I    'i(p,_p;_,)=.(-^)sin2y7^+(-^)sin4yA4-...+  (^-^)  sin(/^  -  2)y7.. 

Enfin,  rappelons  que  la  fonction  périodique  limitée  que  l'on  obtient  ainsi 

sera 

«0  4-  «1  cos  t  -\-  OCo  COS  2^4-...+  a,j_i  cos  (  /«  —  I  )  ^  4-  «tt  cos  nt 

4- 13,  sin ^4-  (32  sin 2^4-,  ..  4-  [3,j_,  sin(/i  —  i)^. 
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Si,  par  exemple,  nous  faisons  n  =  6,  les  formules  (a)  et  (b)  nous  donne- 
ront 

6(ao  +  a6)=       (0,6)  + (2,8)  4- (4, lo), 
6{cCo  —  cis)=      (•,7)-+-(3,9)  4-(5,ii), 
3(a.  +  a4)—      (0,6)— [(2,8)-h(4,io)]  sin3o% 
3(aj  —  a*)  =  —  (3,9)  +  [(  1,7)  -i-  (5,i  i  )]  sin3o», 
3((32H-{30=  [(i,7)-(5,ii)]cos3o°, 

3([3,-(3,)=r  [(2,8)-(4,io)]cos3o«, 

3(«,-as)=  [(^)-(A)jcos3o', 

3(p,^p.)^       (?)  ^  [(1)^(1)], i„3o., 
3(p,_p,)=  [(2)  H- (  A)]  C0S30". 


6  «3  = 


o 

i\        /3\       /5 


«^■=  G)-(1) 


1 1 


On  trouvera  dans  le  Tome  I  des  Annales  de  l' Observatoire  de  Paris,  p.  137- 
147»  et  dans  l'Ouvrage  de  Hansen,  Auseinanderselzung,  etc.,  premier  Mémoire, 
p.  159-164,  les  formules  réduites,  analogues  aux  précédentes,  qui  se  rappor- 
tent à  la  division  de  la  circonférence  en  16,  24  ou  82  parties  égales. 

69.  Il  peut  se  faire  que,  après  avoir  effectué  le  calcul  d'interpolation  en  don- 
nant à  n  une  certaine  valeur,  on  reconnaisse  la  nécessité  d'avoir  recours  à  une 
valeur  plus  considérable.  Rans  ce  cas,  les  calculs  déjà  effectués  sont  inutiles  et 
il  faut  recommencer  la  détermination  numérique  des  fonctions  numériques  T,, 
qui  avait  pu  exiger  beaucoup  de  temps.  On  doit  à  Le  Verrier  un  procédé  ingé- 
nieux pour  éviter  cet  inconvénient  (^voir  les  Annales  de  l'Observatoire,  t.  I, 
p.  384).  Soit  a  un  arc  qui  ne  soit  pas  un  diviseur  exact  de  la  circonférence;  on 
calcule  les  valeurs  To,  T, ,  l'a,  .  • .,  Ta^  de  la  fonction,  qui  correspondent  aux  va- 
leurs o,  T,  iz,  ...,  inn:  de  /,  et  l'on  a  les  2/1  h-  i  équations 

«0  +  «1  +  «î  -H  .  .  .  H-  a«  =  To, 
«0  +  «1  C0ST4-  asCOsar  -h.  .  .-+-  a„  cosnr, 
-+- 13,  sinr  +  ^a  sinar  +. .  .4-  (3„  sin/iT  =  T,, 

(Xo  -+-  «)  COS2TH-a2COS4T  +...-+-««  C0S2WT 

H- (3,  sin2T4-  PîSin^TH-. .  .-J-(3„  sin2nT  =  Tï, 


«0  -+-  «1  COS  2  rt  T  -i-  «î  ces  4  «  T  +  .  .  .  -t-  «/,  COS  «  2  /J  T 

H-  |3t  sin2«T-+-(3,  sin4«T-h. .  .4-(3„  sin/ia/ir^T,». 
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Ces  équations  sont  du  premier  degré  relativement  aux  2/1  -f- 1  inconnues 

Le  Verrier  a  développé  (loc.  cit.)  les  expressions  algébriques  des  inconnues 
et  il  a  appliqué  ensuite  les  formules  obtenues  à  la  détermination  de  la  grande 
inégalité  causée  par  Jupiter  dans  le  mouvement  de  Pallas;  il  a  adopté 
T=42°i4'.  La  méthode  d'interpolation  ainsi  présentée  satisfait  à  la  condition 
suivante  :  ayant  déjà  exécuté  les  calculs  nécessaires  pour  la  détermination  de 
2n-\-ï  coefficients,  si  l'on  vient  à  reconnaître  qu'on  doit  en  conserver  2m 
autres,  on  peut  le  faire  sans  avoir,  en  somme,  exécuté  plus  de  calculs  que  si  l'on 
avait  eu  égard,  dès  l'origine  du  travail,  aux  2n  +  2m  -f-  i  coefficients. 

Le  lecteur  pourra  consulter  aussi  sur  ce  sujet  un  Mémoire  de  M.  Hoûel,  Sur 
le  développement  des  fonctions  en  séries  périodiques  au  moyen  de  l'interpolation 
(^Annales  de  l'Observatoire  de  Paris,  t.  VIII),  et  un  Mémoire  d'Encke  :  Ueber  die 
Entwickelung  einer  Funktion  in  eine  periodische  Reihe  nach  Herrn  Le  Verrier  s 
Vorschlag  (t.  III  des  Mémoires  astronomiques  d'Encke). 

70.  Développement  d'une   fonction  périodique  de  deux   variables.  — 

Une  pareille  fonction  pourra  s'écrire 

«0  -+-  «1  ces  t  -\-  CCi  COS  2  ^  H-  .  .  . 

H-  Pi  sin  t  +%  sin  2  ^  + .  .  .  ; 
les  coefficients  a^  et  p,  seront  eux-mêmes  des  fonctions  périodiques  de  /', 

(   ai  ■=  a''"'  +  a'/'  cos  t' H-  a'/'  cos  2  i'  -h . . . 
(25)  "  \  \ 

■  {  +6'/' sin  «'+ 6*2"  sin  2  ^' H-..., 

Pj  ayant  aussi  un  développement  de  même  forme.  Supposons  que  l'on  donne  à  t 
et  t'  les  seize  valeurs 

7r       27r  i57r 

""'      8'      8"'     ••■'     "8~* 

En  prenant  d'abord  /'  =  o,  et  donnant  à  t  ses  seize  valeurs  numériques, 
on  pourra  calculer,  par  les  formules  données  plus  haut,  les  valeurs  numé- 
riques de 

(Xç),       OCi,        CC^,        •••>        <X-j,       «g, 

(3„     [32,      ...,     [3,. 
On  recommencera  l'ensemble  de  ces  opérations  pour  chacune  des  quinze 
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autres  valeurs  de  /'.  Avec  les  seize  valeurs  numériques  de  ao,  par  exemple,  on 
pourra  conclure,  par  les  mêmes  formules,  les  seize  premiers  coefficients  de  son 
développement  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  t' .  On  procédera 
de  même  pour  oc, ,  [îl, ,  On  voit  que  le  nombre  des  valeurs  de  la  fonction  T 

qu'il  faudra  calculer  sera  ici  de  iG  =  256. 

71.  Le  Verrier  a  eu  souvent  recours  à  l'interpolation;  l'application  la  plus 
importante  qu'il  en  a  faite  se  rapporte  à  la  théorie  de  Saturne  (^Annales  de  l'Ob- 
servatoire, t.  XI,  Addition  au  Chapitre  XXI).  Après  avoir  développé  très  com- 
plètement les  expressions  analytiques  des  éléments  elliptiques  de  Saturne,  il 
remarque  que,  dans  le  calcul  des  inégalités  du  second  ordre  par  rapport  aux 
masses,  «  le  nombre  des  petits  termes,  sensibles  jusqu'à  o",  oi,  devient,  pour 
ainsi  dire,  indéfini;  et,  comme  dans  certains  cas  ils  s'ajoutent  les  uns  aux 
autres,  loin  de  se  détruire,  on  éprouve,  après  un  pareil  travail,  bien  qu'il  ait  été 
vérifié  directement  à  plusieurs  reprises  et  comparé  terme  à  terme  avec  les  for- 
mules analogues  de  Jupiter,  on  éprouve  le  besoin  de  s'assurer  de  l'exactitude 
des  résultats  par  une  voie  différente  de  la  première  ». 

Le  Verrier  se  sert  des  développements  algébriques  obtenus  comme  d'une 
première  approximation,  déjà  très  précise,  pour  passer  à  des  formules  où  rien  ne 
puisse  être  omis.  Soient 

a,     e,     /,     £,     Tj5 

le  demi-grand  axe,  l'excentricité,  la  longitude  moyenne,  celle  de  l'époque, 
celle  du  périhélie  de  l'orbite  de  Jupiter;  les  mêmes  lettres  accentuées  se  rap- 
porteront à  Saturne;  soit  encore 

p=:  I  ndt,  P'=  f  '^'  dt. 

Les  quantités  U,  Se,  e^xn,  §a,  fournies  par  la  théorie,  sont  de  la  forme 

Ssm(5/'-20  +  Ccos(5/'-  2/) -h  S'sin(io/'— 40  +  C'cos(io/'— 40 
(26)       1  -h  Si  sin/'  +  Sî  sin2/' +.  .  .4-Sg  sin5/' 

(       +C0  +  C1  cos/'+CîCOsa/'  +.  . .+  CsCOsS/'; 

les  quantités  S,  C,  S',  G'  sont  développées  suivant  les  puissances  du  temps 
(jusqu'à  /'  inclusivement),  mais  varient  très  lentement.  Les  quantités  C,-  et  S,- 
sont  développées  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  ^  =  /'  —  /;  les 
coefficients  de  ces  sinus  ou  cosinus  sont  eux-mêmes  développés  suivant  les 
puissances  de  /. 
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Le  Verrier  part  des  expressions  des  dérivées 

,      .  dt'       (P  p'       de'       dm' 

^'^'^'  'dt'      ~dF'     11'     ~dt' 

exprimées  au  moyen  des  coordonnées  de  Jupiter  et  de  Saturne;  ce  sont  au  fond 
nos  équations  (A)  (t.  f,  p.  433).  Il  se  propose  d'obtenir,  pour  i85o,  l'en- 
semble des  perturbations  §£',  §p',  e'^xs'  et  le\  en  réunissant  les  termes  des 
divers  ordres.  Pour  cela,  il  lui  faut  calculer  les  seconds  membres  des  dérivées 
(27),  non  plus  avec  les  valeurs  elliptiques  des  éléments  et  des  coordonnées 
elliptiques  de  Jupiter  et  de  Saturne,  mais  bien  avec  ces  valeurs  augmentées  des 
perturbations  (26),  déjà  calculées  par  la  voie  analytique.  Il  divise  la  circonfé- 
rence en  32  parties  égales  à  cp  =  ii°i5',  et  attribue  à  la  longitude  moyenne 
elliptique  de  Jupiter  les  32  valeurs  o,  o,  2cp,  ...,  3i<p,  et  à  la  longitude  moyenne 
de  Saturne  les  16  valeurs  o,  2(p,  49,  •••»  30^.  On  considère  les  5i2  résultats 
obtenus  par  les  combinaisons  de  ces  diverses  positions  des  planètes.  On  donne 
dans  chaque  cas  les  valeurs  numériques  de  §/,  Se,  e^xrs  et  ^a,  déduites  des 
expressions (26),  eny  supposant  1=^0,  ce  qui  correspond  à  i85o;  on  en  conclut 
§(^  et  logr,  d'où  le  rayon  vecteur  r  et  la  longitude  vraie  v.  On  calcule  de  même 
les  5i2  valeurs  individuelles  pour  chacune  des  quantités 

èl',     èe',     e'àm',     àa',     ôp',     ôlogr',     v' ,     r' ; 

le  calcul  exact  des  perturbations  des  latitudes  n'est  pas  nécessaire  ici. 

A  l'aide  des  données  précédentes,  on  a  pu  former  les  5i2  valeurs  numé- 
riques de 

I   ds.'         i    d-p'        1   de'        I     ,  dm' 
n   dt        n^    dt''-         n   dt         n        dt 

et  la  méthode  de  l'interpolation  a  permis  d'obtenir,  pour  ces  mêmes  dérivées, 
des  développements  périodiques  procédant  suivant  les  sinus  et  cosinus  des 
multiples  de  C  et  de  /'.  On  a  intégré  ensuite  par  les  formules 

(Bco&{/K-hJ'l')dt=—  —. ——, ^  sin(/Ç+y'/')H-const., 

/  S  sin{jX-h/'l')dt  =  -h— ^-^ ^cos(/C +  /■'/')  +  const., 

qui  supposent  (IJ  et  6  constants.  On  a  donc  ainsi  les  développements  définitifs 
cherchés  pour 

ôe',     àp',     âe',     e'àw'. 
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Les  coefficients  numériques  des  divers  sinus  et  cosinus  sont  censés  avoir  les 
valeurs  qui  conviennent  à  i85o;  quant  aux  termes  en  t,  t^  et  /'  qui  doivent 
compléter  chacun  d'eux,  Le  Verrier  les  a  empruntés  à  ses  recherches  théo- 
riques antérieures. 

Il  nous  semble  que  si  l'on  voulait  être  entièrement  rigoureux,  il  faudrait 

déterminer  les  valeurs  numériques  des  dérivées-^»  -^  ,  •••,  non  seulement 

pour  les  5i2  positions  considérées*  mais  encore  pour  chacune  des  cinq  époques 
i85o,  235o,  285o,  335o,  385o.  On  aurait  ainsi  les  développements  périodiques 

de  -j-j  -~i  ■  ••  avec  5  valeurs  différentes  pour  chaque  coefficient  d'un  sinus  et 

d'un  cosinus,  ce  qui  permettrait  de  développer  ce  coefficient  suivant  les  puis- 
sances de  t.  On  aurait  ensuite  à  effectuer  les  intégrations  par  les  formules 

//(Osinc<.*  =  -cosc</[/i^-^>+/^'+...] 

L    «2  ot*  a"  J 

[fit]     f"'{i)     rit)        '\ 

L    Cf.-  <x*  a"  J 

Les  termes  principaux  sont 

/(O  /(O   • 

—  ■^-^~'  costxt,         et  ^^——^smocf; 

a  Cf. 

les  termes  de  correction  pourront  être  très  sensibles  lorsque  a  sera  petit,  c'est- 
à-dire  quand  il  s'agira  d'une  inégalité  à  longue  période. 

Le  Verrier  a  trouvé,  en  général,  un  accord  très  satisfaisant  entre  les  valeurs 
théoriques  des  inégalités  et  celles  qu'il  en  a  déduites  par  l'interpolation.  Cepen- 
dant, il  y  a  des  différences  sensibles  pour  la  grande  inégalité;  en  outre.  Tinter- 

polation  a  donné  dans  -v^-  un  petit  terme  constant,  qui  soulève  la  question  de 

la  variation  séculaire  des  moyens  mouvements,  quand  on  pousse  l'approxima- 
tion jusqu'aux  troisièmes  puissances  des  masses  perturbatrices.  Le  Verrier  a 
généralement  adopté,  dans  la  construction  des  Tables  de  Saturne,  les  nombres 
fournis  par  l'interpolation,  sauf  pour  la  grande  inégalité,  dont  il  a  pris  les  coef- 
ficients déterminés  par  la  théorie  analytique. 

Il  convient  d'observer  que,  dans  l'application  des  développements  (26)  au 
calcul  deô£,  âp,  ....  es',  00',  .  ..,on  a  omis  les  inégalités  périodiques  provenant 
T.  —  IV.  '  ii 
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d'Uranus  et  de  Neptune.  11  peut  se  faire  que,  la  convergence  laissant  un  peu  à 
désirer,  les  termes  ao^-y,  p2«-y»  •••  dans  les  formules  (i8)  ne  soient  pas  entiè- 
rement négligeables. 

On  sait  que  la  théorie  de  Le  Verrier  ne  représente  pas,  avec  toute  l'exactitude 
possible,  les  observations  de  Saturne;  il  y  a  dans  la  longitude  des  écarts  de  5'' 
à  6"  en  plus  ou  en  moins.  Il  semble  cependant  que  l'interpolation  appliquée  à 
une  théorie  presque  parfaite  devrait  tout  faire  marcher;  aussi  pensons-nous  que 
c'est  en  revoyant  et  complétant  le  travail  de  l'interpolation  qu'on  arrivera  à 
résoudre  la  difficulté,  et  c'est  pour  cela  que  nous  nous  sommes  permis  de  faire 
déjà  quelques  remarques. 

Depuis  que  ces  lignes  ont  été  écrites,  M.  Gaillot,  qui  fut  longtemps  le  collaborateur 
dévoué  de  Le  Verrier,  a  publié  (dans  les  Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences, 
t.  CXX,  p.  26)  une  Note  importante  résumant  ses  recherches  et  ses  calculs  faits  depuis 
plus  de  dix  ans,  en  vue  d'améliorer  la  représentation  des  observations  par  les  Tables. 
M.  Gaillot  a  d'abord  répété  tous  les  calculs  de  Le  Verrier  pour  les  époques  235o  et  2860, 
ce  qui  comble  le  desideratum  formulé  à  la  page  précédente.  Il  a  remarqué  ensuite  que, 
dans  les  formules  telles  que 

dm'  _  n'a'\/i  —  e'''       dR 
'dt   -  '^'  '^  ^'  ' 

il  faut  donner  à  n'  sa  valeur  variable  fournie  par  le  calcul  analytique;  or,  c'est  ce  que 

n'avait  pas  fait  Le  Verrier.  D'autres  petites  fautes  ont  été  relevées  dans  le  détail  des 

d^ù' 
calculs.  Le  résultat  final  est  très  satisfaisant;  ainsi,  la  valeur  numérique  de  —~  est 

dt^ 

extrêmement  petite,  on  peut  dire  nulle.  Les  coefficients  de  la  grande  inégalité  reçoivent 
des  corrections  très  sensibles;  M.  Gaillot  adopte  définitivement  les  valeurs  ainsi  corri- 
gées. Finalement,  toutes  les  observations  de  Saturne,  de  lySo  à  1890,  sont  représentées 
avec  une  précision  satisfaisante,  la  plus  grande  erreur  ne  dépassant  pas  3".  M.  Gaillot, 
pour  donner  plus  de  portée  à  ses  conclusions,  reprend  en  ce  moment  ses  calculs  d'in- 
terpolation, en  donnant  à  la  longitude  moyenne  elliptique  de  Saturne  82  valeurs,  au 
lieu  de  16. 
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FORMULES  DE  QUADRATURE.  -  CALCUL  NUMÉRIQUE  DES  PERTURBATIONS. 


72.  Des  quadratures.  —  Formule  de  Cotes.  —  Soit  proposé  de  calculer 
l'intégrale 

(i)  '~  /  ^^^' 


où  j  désigne  une  fonction  de  x,  dont  on  peut  déterminer  les  valeurs  numé- 
riques pour  des  valeurs  données  de  ic.  On  peut  ramener  les  limites  de  l'inté- 
grale à  être  o  et  i,  en  changeant  la  variable  d'intégration  et  posant 

(2)  x  =  g-[-{h  —  ff)t, 

d'où 

(3)  7rh=f}''' 

On  donne  k  t  les  n  -h  i  valeurs  équidistantes 

12  n  —  I 

o,      — }       —  )       •••)       >       I, 

n       n  n 

auxquelles  répondent  ces  valeurs  de  x 


Soient  Au,  A,,  Ao A„  les  valeurs  correspondantes  de  7;  on  obtiendra 

une  valeur  approchée  de  I  si  l'on  remplace  y  par  l'expression  Y  donnée  par  la 
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formule  d'interpolation  de  Lagrange 


Y 1     {/it  —  i)  (nt  —-  2)  (nt  —  3)...{nt — n) 

"  (-1). (-'.). (-3). ..(-,0 

nt{nt — Q.)  {nt  —  'i)...{nt  —  n) 

"^'*  I.(-l).(-2)...(l-/0 

nt{nt  —  i)  {nt  —  2>)...{nt — n) 

-h  A2 7 ^ ; : 

2. 1  .( —  i).  .  .(2  —  n) 
nt{nt  —  ]){nt — 'i)...{nt — n) 

~\~  A3  5 T^ 

3 . 2  . 1 .  .  .  .  (  3  —  n) 
H- 

nt{nt  —  ï)  {nt  —  2  ) .  .  .  (  «^  —  «  +  i  ) 


A„ 


n{n  —  i)  {n  —  2).  .  .  i 


On  aura  ensuite 


\^{h-8) 


f\nt  —  i){nt—'2){nt  —  S)...{nt  —  n)j 

Vo  (-!)(-. )(-3).  ..(-.) ^^ 

nt{nt  —  -2)  {nt  —  3) ( nt  —  n) 


I. (-!)(—  2)... (I-/0 


dt 


On  obtient  la  formule  de  Cotes  en  prenant  successivement  pour  n  les  valeurs 

I,  2,  3, Pour  donner  une  idée  des  calculs  à  effectuer,  nous  allons  supposer 

n  =  3;  nous  trouverons 

Y  =1-^(3^ -0(3^-2)  (3^-3) +  ^3^(3^-2)  (3 ^-3) -^3^(3^-1)  (3^-3) 

H-^3^(3^-i)(3f-2), 

Y=-^  (9/^-18^^+11^- 2)  +  ^' (3^^-5^2+20-  — (3^^-4^2+0 

+  ^(gt^-gt^-^2t); 

en  multipliant  par  dt,  et  intégrant  entre  les  limites  o  et  i,  il  vient 


d'où 


Dans  son  beau  Mémoire  :  Methodus  nova  integralium  valores  per  approxima- 
tionem  inveniendi  (OEuvres,  t.  III),  Gauss  a  donné  les  expressions  fournies  par  la 
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formule  de  Cotes  pour  les  valeurs  1,2 10  de  «;   nous  nous  bornons  à  re- 
produire les  six  premières  : 


\  90  [\o  10  45  90 

n  —  K.         i  —  (/>       ,. /'9A0        25A,        25A2    ,    25A3    ,    25A4    ,    19A5\ 

„_6.         \~(/,       ,,^/^4»Ao       9A1       9A2    ,    34A3    ,    9A4    ,    9A5    .    4'A«\ 

Les  valeurs  de  ^,  pour  lesquelles  il  faut  calculer  les  valeurs  A^,  A,,  ...  de  j, 
sont  d'ailleurs  fournies  par  la  série  (4),  en  y  donnant  à  n  les  valeurs  1,  2,  3, 

73.  Si  la  fonction  y  était  un  polynôme  entier  en  x,  et  par  suite  en  /,  de  de- 
gré n,  on  aurait  y  =  Y,  et  la  quadrature 

I  =  (^  — é'")(«oAo+a,A,  +  .  .  .+  a„A„) 

r'' 
représenterait  exactement  la  valeur  de  l'intégrale  /    ydx.  Si  le  développement 

s 

de  j,  suivant  les  puissances  de  /, 

ne  s'arrête  pas  au  terme  en  t",  la  correction  £  de  la  quadrature  dépendra  des 
coefficients  K^"^*K  K^"^-\  . . .,  et  sera  de  la  forme 

Gauss  donne,  pour  n  =  i,  2,  . ..,  10,  les  valeurs  des  coefficients  numériques 
^(n+i)^  ^(rt+2)^  quand  il  s'agit  de  la  formule  de  Cotes.  Il  résout  ensuite  une  fort 
belle  question  :  au  lieu  de  calculer  les  valeurs  numériques  Ao,  ...,  A^  de  la  fonc- 
tion pour  des  valeurs  équidistantes  de  x,  il  suppose  qu'on  l'ait  fait  pour  des 
valeurs  quelconques  «„,  or,,  ...,  a„.  La  quadrature  et  sa  correction  conserve- 
ront la  même  forme  que  ci-dessus.  Gauss  cherche  à  déterminer  «o»  .••.««  de 
manière  à  annuler  les  coefficients 
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de  sorte  qu'avec  n  h-  i  valeurs  particulières  de  la  fonction  la  précision  soit  la 
même  que  si  l'on  avait  employé  deux  fois  plus  de  valeurs  dans  la  méthode  de 
Cotes.  Il  trouve  que  «0,  ...,  a^  doivent  être  les  racines  de  l'équation  que  l'on 
obtient  en  égalant  à  zéro  le  polynôme  X„+,  de  Legendre.  Gauss  a  donné  (Joc.cit.) 
avec  16  décimales  les  valeurs  numériques  des  racines  des  équations  X,  =  o, 
X2  =  o,  ...,  Xg  =  o,  celles  des  coefficients  ao,  a, a„,  et  enfin  la  valeur  du  pre- 
mier coefficient  k^^"-^^^  qui  ne  s'annule  pas.  M.  Radau  [Étude  sur  les  formules 
d'approximation  qui  servent  à  calculer  la  valeur  numérique  d'une  intégrale  définie 
{Journal  de  Mathématiques ^  3*  Sér.,  t.  VI)]  a  étendu  les  calculs  précédents  jus- 
qu'à Xg. 

La  méthode  de  Gauss,  malgré  sa  supériorité  théorique,  n'est  pas  employée 
en  Astronomie,  parce  qu'on  vérifie  mieux  les  calculs  lorsque  la  variable  indé- 
pendante reçoit  des  valeurs  équidistantes,  et  aussi  parce  que  ce  n'est  pas  géné- 
ralement une  valeur  nhmérique  isolée,  mais  une  série  de  valeurs  d'une  intégrale 
qu'il  s'agit  de  calculer.  Les  formules  très  simples  employées  par  les  astronomes 
fournissent  cette  série  de  valeurs  sans  demander  beaucoup  plus  de  calculs  que 
s'il  n'y  en  avait  qu'une. 

74.  Soit  proposé  de  trouver  la  valeur  numérique  de  l'intégrale  X  =  jf(x)dx 
entre  deux  limites  données;  nous  faisons 

(5)  X  z=z  a  -\-  n (ji , 

et  nous  supposons  que  les  deux  limites  de  l'intégrale  rentrent  dans  l'expression 
précédente,  en  y  faisant  /^  =  o  et  i^  =  ?.  On  aura  donc 

—  =:   I    /{a  +  ncù)  dn; 

i  désigne  un  nombre  entier,  et  l'on  peut  écrire 

—  =   /    f{a-hnrji)dn-h    j    4-...+  /     . 


(6) 


Noirs  allons  calculer  la  première  de  ces  intégrales.  Nous  supposerons  qu'on  a 
formé  le  Tableau  des  valeurs  de  f{oo)  pour  les  valeurs  comprises  dans  l'expres- 
sion (5),  quand  on  attribue  à  n  les  valeurs  1 ,  2,  3,  . . .,  et  aussi  le  Tableau  des 
différences  successives,  comme  à  la  page  t55  du  Chapitre  X. 

Nous  remplacerons  en  outre  f(a  -h  ncsi),  pour  les  valeurs  de  n  comprises 
entre  o  et  i,  par  celle  que  donne  l'une  des  formules  d'interpolation,  par  exemple 
la  formule  (i  i)  du  Chapitre  précédent.  Il  faudra  développer  les  coefficients  des 
différences  suivant  les  puissances  de  n,  et  intégrer  entre  les  limites  o  et  i.  Le 
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résultat  sera  une  fonction  linéaire  et  homogène  des  quantités 
au  lieu  desquelles  on  peut  introduire 

f{a),       /(a-^w),       /-(«),       /-(«-^o)),       P{a),      /''(a  4-0), 

en  ayant  égard  aux  relations 


Si  l'on  tient  compte  aussi  de  la  symétrie  du  résultat  par  rapport  aux  deux 
limites  o  et  i,  on  pourra  écrire,  en  désignant  par  Ao,  A2,  ...  des  coefficients 
numériques, 


(7) 


/   /(aH-/ico)fi^/i  =  Ao[/(a)+/(a-4-&))]-l- A2[/'(a)  H-/^(a  +  w)] 


Pour  déterminer  les  coeftîcients,  on  peut  choisir  une  fonction  particulière 
f{a)  =  E".  On  trouve  aisément,  pour  les  expressions  des  différences, 

/'(^«  + l")  =E«(E'-  — I),  /' ('a  H- f  co  +  ^)  ^E^+'^-CE"-!), 
/2(a-i-co)  i=E«(E'^  — 1)%  /•- («  +  'c^  +  fo)  =E«+'"(E"— i)S 
p(a-\-  ^\=E«(E«  — i)S        /»  ('a +  iw  +  ^)  =£«+'■'-(£"— i)\ 


On  a  d'ailleurs 

f{a-+-n(,i)cin  =  E'^ h  const., 

Jr'  E*^— I 

0 


w 


En  substituant  dans  la  formule  (7),  il  vient 


&) 


=  Ao(i  4-  E*^)  +  A,(E-"+  I)  (E"—  i)^+  AiCE-""-!-  E-*-)  (E«-  i)*H-. . ., 


E"— I    I  /   -         --\'  f  -         --Y 
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Il  convient  de  poser 
d'où 

O)  (>)  h) 

E^+E~^=2v/n-«S         E^=  a  4-v/i  +  «S 
W  :=  2  Iog(w  +  v/l  +  "0» 

et  la  formule  (8)  devient 

2v/H-«2  log(?<  H-y/i  +  «2  j 

Il  suffit  donc  de  développer  le  premier  membre  suivant  les  puissances  de  u 
pour  obtenir  les  coefficients  Ao,  A2,  —  Or,  on  a 

,         /  / r\  U  I     M*  1  .^    U^  I  .  3  .  5    «■' 

I         2    3         2.45        2.4.0    7 


/ =r  I     a        I      ,         I       . 

y/ 1  +  «-  =  I  H-  -  a-  —  -  a*  -h  -5  M« 
2  8  16 


d'où 


V/l+  M2l0g(M  +  V^H-  m2)=   fWn-   ^   m2_    ^    „4_^ ^    f^6_.   .  A 


«2  _^  —  a* ^  i<« 


2  v/i4-aMog(a  +  \/i  +  a2)       26  90  1890 

On  peut  donc  obtenir  sur  le  champ  les  coefficients  Ao,  Ag,  ...  ;  on  trouve  ainsi 

I  y /(«  + /^(o)  «f/ï  =  i  [/(«t) +/(a  +  03)]  -  ;^  [/^(a)  4-/^(a  +  ro)] 


(10)     <  ^0  2  ^4 


i44o 


''     [/*(«)4-/M«  +  ^)]+---. 


On  aura   /   ,    /   ,...,  en  augmentant  tous  les  arguments  de  (o,  2 eu, ...;  après 
quoi,  en  portant  les  expressions  obtenues  dans  la  formule  (6),  on  trouvera 

-=  2-^  ^^^  "^-^  (a +  co) -}-...+/  (a  +  iw  — co)-h^/  (a+fco) 

(,,)      ^  -7^    [~/^a)-f-/^(a+co)+...  +  /M«  +  ^-co-a))  +  ^/^(a  +  .-a3)j 

-1- ^  [^ /H«) +/'(«!  + w) -4-.  ..+/*(«  +  «■«- co)  +  ^/* (a  + /co) 
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Cette  formule  résout  le  problème,  mais  elle  peut  être  simplifiée;  si  l'on  ajoute 

en  eflet  toutes  les  équations  qui  définissent /^ («),/-(«  4- w) /-(a  H-  ico) 

au  moyen  des  quantités/\  la  plupart  de  ces  dernières  disparaissent,  et  il  reste 

^'^-^       I  +r{a  +  /co)  =/'  [a  -f-  /o>  +  ^)  -/'  (a  -  ^\  ; 

on  a  d'ailleurs 

+  j/'  («  +  '-•'  +  î)  -  '-/'  («  +  i-»  -  j). 
et,  en  retranchant  de  la  formule  (12),  on  obtient 

On  aura  de  même 

(i4)     -f'*{ci)  -^-f'^ia  +  w)  +.  .  .+f*(a  4-  ÏM  —  oi)  +  -/*(«+  /oj)  =/^(a  +  /  w)  —/'(a). 

Enfin,  on  peut  ajouter  au  Tableau  des  différences  une  colonne  à  gauche  de 
celle  des/,  celle  des  '/;  on  se  donnera  arbitrairement  \f(a  —  — )  »  on  calculera 
les  quantités  suivantes  par  les  formules 


> 

et,  si  l'on  pose,  d'une  manière  générale, 
on  trouvera 

(i5)     -  /'(a)-t-/(a4-r.))-+-.  .  .-+- A« -^- ^'^^  —  «)  "+-  -/"(«  + ^w) —7(«  "^ ''^^)  — '/(«)• 
T.  -  IV.  23 
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Les  formules  (i  i),  (i3),  (i4)  et  (i5)  donneront  ensuite 

i  —  =Y(«-4-ï(i)) fUa-\-  i(x>)  -\ P(a-^  ïm)  —  .  .  . 

1  co        "^  12  "^  720 -^ 

(16) 

(  -y(a)H-^/'(«)-^-^^/(a)+.... 

Cette  formule,  qui  est  indépendante  de  la  quantité  arbitraire  ^la  —  -  U  se 
simplifiera  si  l'on  pose  la  condition 

y(«)  =  7^/(«)-^/'(«)+...; 
en  ayant  égard  aux  relations 

(    ■/(«-!)-'/("-!)  =/(«). 

il  vient,  quand  on  élimine  les  */(a)  et  '/(a  -h  -j  entre  les  trois  dernières  équa- 
tions, 

(a)  yfa--W- -/(«)+  -/'(«)-  —  /'(«)+ ^^/'(«)----, 

^     ^  -^  \  2/  2"^  ^      '  12*^     ^      ^  720-'     ^      ^  60480-^     ^      ' 

après  quoi  la  formule  (16)  donne 

^a  +  iiù  p 

(A)    r"  L 

On  aura  donc  ainsi  la  valeur  de  l'intégrale  quand  les  deux  limites  sont  deux 
termes  de  la  progression  arithmétique  des  arguments.  Les  quantités  P(a-+-  /w), 
/^  (a  +  ï  w),  /*  (a  -+-  i  w),  . . .  vont  généralement  en  décroissant  assez  rapidement  ; 
elles  sont  d'ailleurs  multipliées  par  des  coefficients  numériques  de  plus  en  plus 
petits;  les  trois  premiers  termes  de  la  formule  (A)  suffiront  dans  les  applica- 
tions à  l'Astronomie,  et  souvent  les  deux  premiers.  On  voit  combien  est  simple, 
dans  la  pratique,  le  calcul  de  la  quadrature  ou  plutôt  des  quadratures  répon- 
dant aux  diverses  valeurs  entières  et  positives  de  i.  On  aura  ainsi,  avec  la  plus 
grande  facilité,  toutes  les  valeurs  de  l'intégrale,  qui  correspondent  aux  divers 
termes  de  la  progression  des  arguments,  pris  successivement  comme  limites 
supérieures  de  l'intégrale. 
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Remarque.  —  Si  l'on  pose  u  =  \/—  i  sin cp,  ou  bien  w  =  ^  y/—  i ,  la  formule  (9) 
donnera,  pour  le  calcul  des  coefficients  A,,,  Aj,  .  ., 

^     =  Ao  —  a'A,  sin-cp  4-2'*A,,  sin*<p  — . . . , 


acpcoscp 

irrAo-a^A^^'H-a^A^e 


2\/i  —  4^arcsin| 

75.  11  est  souvent  avantageux  de  pouvoir  calculer  les  quadratures  en  prenant 
pour  limites  de  l'intégrale  les  moyennes  arithmétiques  de  deux  termes  consé- 
cutifs de  la  progression  des  arguments.  Soit  donc  proposé  de  trouver  la  valeur 
numérique  de 

w 

Y=  f  fix)dx. 


a 

Si  l'on  décompose  l'intégrale,  on  peut  écrire 


(18)  -=j      f{a-\-nM)dn-{-  ....+  / 

En  partant  de  la  formule  (12)  du  Chapitre  précédent,  on  voit  que  les  inté- 
grales 

1  1 

2 


/       ndn,         I       {n  -h  i)n{n  —  i)dn, 


sont  nulles,  comme  étant  composées  d'éléments  égaux  deux  à  deux  et  de  signes 
contraires.  Il  reste  donc  une  expression  de  la  forme 


(ï9) 


r     f{a-^n(o)dn=f{a)  +  B,f'{a)  +  B,f*{a) 


et  nous  pourrons  déterminer  les  coefficients  numériques  B^,  B^;  ...,  en  choisis- 
sant la  fonction /(^),  et  prenant/(^)=  E'.  On  aura,  dans  ce  cas, 

r  ^  E»  —  E  '*" 

/      /{a-^n(o)dn  —  E'' , 
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et  si  l'on  remplace  dans  l'équation  (i8), /(«),/-(«),/'■(«),  . . .  respectivement 
par 

il  viendra 

(1)  {■) 
f'2_f~~  /  -        - -V  l  -        -^\* 
^i_-i  +  B2iE^  -E    V   +BAE'-E    V  +•••' 

Ct) 

d'où,  en  introduisant  la  même  quantité  u  qu'au  n°  74, 

(20)  . ".  ,  =i  +  2^Bo«^  + 2*B, ;<*+...; 

log(«  H- vu-  «V 

or,  on  a 


2   3        2.4  5        2.4.6   7 


I  17 


par  suite, 


6  36o 


24  0700 


La  formule  (18)  donnera  donc 

J      /{a  +  «co)  «f«  =/(«)  -^  ^/M«)  -  5ife/(«)  +■  •  •  ; 
3  s 

on   obtiendra  les  intégrales   /    ,    /    ,  ...  en  augmentant  les  arguments  de  w, 

2        2 
2  00,  . . . ,  et,  en  ayant  égard  à  la  formule  (18),  il  viendra 

'  Y 

\    [/M«)  +/^(«  +  0))  +.  .  .  +  /^(a  +  Aco)] 


(21)  /  2 

17 


5760 


Mais,  si  Ton  ajoute  membre  à  membre  les  équations  qui  définissent  /^(«). 
/-(a-\-o)),  . . .,  f-(a  -hioi),  au  moyen  des/',  ces  dernières  quantités  dispa- 
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raissent  toutes,  sauf  deux,  et  l'on  obtient 
de  même 

P{a)-hP{a  -hoj)+. ..  +  /*(«  +  i(xi)=p  (a  +  iù)  -t-  -j  —f  in  — -y, 

de  même  aussi,  pour  la  colonne  des  '/ calculée  en  partant  de  la  quantité  arbi- 
traire */la  —  -jj 

/(a)+/(a  +  oj)  +  ...+/(«-i-'w)  =  7(«  +  f'w-f-  7)-y(«-  ^)* 
En  portanl  les  valeurs  de  ces  trois  sommes  dans  l'équation  (21),  on  obtient 


i  -•/(''-j)-à^'(-l)-5^o/'(-i)-- 


(22) 


Cette  formule  se  simplifie  si  l'on  détermine  la  quantité  '/(a  —  -  j  par  la  con- 
dition 

(*)  ■/(«-?)=-à/-(«-ï)-5^o/'(''-^)-- 

et  devient 

Remarque.  —  Si  l'on  pose 


(B) 


u  =:  \/ —  I  sin  9  =  ^  V' —  '  > 
la  formule  (20)  donne 

=  1  —  2-Bi  sin^o +2*84 sin*© —... , 

9 

i^_^  ^  ,  _  a^B^^^  +  2*64^*  -  . . . . 

arcsin^  ^ 

76.   Il  est  souvent  commode  de  pouvoir  calculer  les  intégrales 

w 

«  +  J  u  -t-  — 

X'^f^'^f{x)dx,  Y'=f  /{a:)dx. 
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On  aura  d'abord 


2  " 

Y'  =  Y—  r     f{a;)dœz=Y  —  oiff{a-hnoi)dn. 

a--  -- 

Or  la  formule  (12)  du  Chapitre  X  donne,  quand  on  la  développe  suivant  les 
puissances  de  n. 


(a) 


d'où,  en  multipliant  par  dn,  intégrant  entre  les  limites et  o,  et  réduisant 

(24)   f  Aa-^n^)dn='-f{a)-'^fia)  +  ^P{a)  +  ^1^fHa)--^r{a)  +  .... 

Il  en  résulte  que  —  se  composera  de  la  première  ligne  de  la  formule  (16),  la 
seconde  étant  remplacée  par 

C=-y(a)  +  -/(«)--7/'(«)  +  7^ /'(«)+  F^/'(«) ^/^(«)  +  .... 

De  même,  Y'  se  composera  de  la  première  ligne  de  la  formule  (22),  la  seconde 
étant  remplacée  par 

Or,  les  formules  (17)  donnent 

-y(«)  +  ^/(«)=-y(^-f); 

en  vertu  de  cette  relation  et  des  analogues,  l'expression  de  G  devient 
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Si  donc  on  détermine  '/(«  —  ^  j  par  la  condition 

<"'>  ■/(''-'0=-V'(<'-:')-5^„/-(-i)-^o/'(-^)-- 

on  aura 

(A')        i     "~^ 

l  720-^     ^  '        60/480  "^    ^  '  I 

Passons  à  l'expression  de  C,  ;  on  peut  l'écrire 

C,=-y(a-^)-i/(a)  +  ^/.(„)__LLy.(„)+... 

-i  [/■(«)-/'(- 7) -i  H 

-5^[/'<'')-/'(-^)-î/'('')] 

+ 

Si  l'on  remplace /"'(«ï)  par  -  /'  la  -+--)+/'  la  —  -  j   >  la  secpnde  ligne  est 

identiquement  nulle,  et  il  en  est  de  même  de  la  troisième,  etc.;  en  posant  en- 
suite C,  =  o,  on  a  pour  déterminer  C,  la  condition 

{b')  y(«-  -W--/(a)+  —/'(«)-  —/'(«)+ ^^ /'(«)-..., 

^    '  -^  \        1)  1'' ^    '       11''   ^    '      720*^   ^    '      60480-' 

et  il  vient 

to 

a  +  1  w  +  — 

a 

967680 -^  V  2y       J 

77.  Faisons  application  de  la  formule  (A)  en  calculant  les  valeurs  numé- 
riques de  l'intégrale 

E(,r)=/     i  /  I 's,\vi}xdxy 

pour  les  valeurs  o*',  4",  8",  . . .,  48"  de  x. 
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Nous  aurons  donc  ici 


(0  =  4°= -75'  logw=  2,8439374; 


il  faudra  calculer  les  valeurs  de 


-/ 


/(^)  =:  \/  I sin^a;, 


en  donnant  à  a;  les  valeurs  0°,  4°»  •••♦  48°.  On  formera  ainsi  le  Tableau  sui- 
vant : 


-  4 


16 


24 


-+-24  -f-  20 

-f-  28  -4-27 

H-  32  -+-  21 

-»-  36  -\-   22 

-t-  40  H-  29 

-i-  44 
-h  48 


0,0694743 

-4- 

2539 

-   1689 

0,069  7282 

II 

—   1700 

-+- 

85o 

0,0698132 

— 

o,o34  9066 

1 1 

-   1689 

— 

85o 

0,069  7282 

-+- 

0,0 34  9066 

3i 

-  i658 

— 

2539 

0,0694743 

-+- 

0,1046348 

52 

—  ï6o6 

"■"■ 

4197 

0,0690546 

-+■ 

0,174  1091 

74 

—   i532 

— 

58o3 

0,0684743 

-+- 

0,243  1637 

94 

—  i438 

— 

7335 

0,067  7408 

-+- 

o,3ii638o 

118 

—    l320 

— 

8773 

0,066  8635 

-)- 

0,3793788 

i38 

—  II82 

— 

10093 

0, 065  8542 

-4- 

0,4462423 

i65 

—  IOI7 

— 

11275 

0,064  7267 

-h 

0 , 5 1 2  0965 

186 

—     83i 

— 

12292 

o,o63  4975 

■+- 

0,576  8232 

208 

—     623 

— 

i3i23 

0,062  i852 

-+- 

o,64o  3207 

237 

—     386 

— 

13746 

0,060  8106 

-H 

0,702  5o59 

— 

i4i32 

0,0593974 

+ 

0,763  3 165 

Pour  savoir  comment  ce  Tableau  a  été  calculé,  il  suffit  de  dire  que,  pour 
éviter  des  multiplications  par  w,  on  a  déterminé  les  valeurs,  non  de  /(^)» 
mais  de 


(ùf{x)  =z  0)  l  /  1 sin^^', 
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pour  X  =  —  8**,  —  4'',  o",  ...  ;  on  en  déduit,  par  des  soustractions  successives, 
les  différences  des  quatre  premiers  ordres,  en  les  inscrivant  à  j^auclie,  ce  qui 
est  plus  facile  pour  les  calculs  ultérieurs.  Reste  à  dire  comment  on  a  obtenu  la 

colonne  des  [fia  -+■  /co  -h  -V  La  formule  {a)  donne 

(25)  co'/ («  -^^  =  -1  ,,f(a)  +  -^  a./'(«)  -  ^  o)/'(«).  .  ., 

on  a  d'ailleurs,  pour  a  =  o", 

wfia)  =  +  0,069  8182,         Cl)/' (a)  =  -  (h-  0,000  o85o  —  0,000  o85o)  =  o, 
f,)/^  (  «  )  =  -  (-^  o ,  000  00 1  r  —  o ,  000  00 1 1  )  =  o  ; 

il  en  résulte,  d'après  la  formule  (25), 

o>V(  a I  =  —  0,0349066; 

La  formule  (A)  donne 


avec  ce  nombre,  on  achève  la  colonne  des  [f(a  +  l'co  + 
ensuite 

E(^)  —  &)*/(«  +  ifji) ;-  '.)/'(«  -+-  ifji)  -+-  - — f^{a  -+-  /w).  .  .  ; 

on  calcule  les  */(a  -+-  ioi)  en  faisant  la  moyenne  arithmétique  de 

*/(«-f-fo)H — I       et  de       y(«H-«o) )• 

On  opère  de  même  pour/'(«  +  ico)  et/'((7  -h  /w),  et  l'on  peut  former  ce 
nouveau  Tableau  : 


rt  +  /w.       w/'(a  +  /w).        (i)/'(a-t-/(<j).       w'/(rt-f-/a)). ;-w/'(rt  +  /w). 


0 

0 

0 

0 

0 

4 

-t- 

21 

—  1694 

-+- 

69  7707 

-+- 

i4i 

8 

-^ 

4'^ 

-  3368 

-+- 

139  3720 

-+- 

281 

12 

-+• 

63 

—  5ooo 

H- 

208  6364 

-+■ 

417 

16 

-4- 

84 

-  6569 

-1- 

277  4009 

•+- 

547 

10 

-H 

106 

—  8o54 

-+- 

345  5o84 

-+- 

671 

24 

■+- 

128 

-  9433 

-+- 

412  8106 

-f- 

786 

28 

-H 

i5i 

—  10684 

-+- 

4/9  1694 

-+- 

890 

32 

-r- 

175 

—  11783 

-+- 

544  4599 

-+- 

982 

36 

■4- 

197 

—  12707 

-+■ 

608  5721 

-+- 

1059 

40 

-+- 

222 

—  13435 

-+- 

671  4i33 

-+- 

iiao 

44 

» 

—  13939 

-h 

732  9112 

-+- 

1162 

/»(a+«w).         E{X). 


0,000000 
0,069  785 
o,  139  400 
0,208  678 
0,277  456 
0,345  576 

2  0,412  889 

2  0,479259 

3  0,544558 
3  0,608678 

3  0,671  526 

4  0,733028 


T.  —  IV. 


a4 


i86 
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Les  w/*,  co/*,  (o*/ sont  donnés  en  unités  de  la  septième  décimale;  dansE(a:), 
on  a  supprimé  cette  dernière  décimale.  Les  valeurs  de  E(x)  sont  identiques  à 
celles  obtenues  par  Legendre  dans  ses  Exercices  de  Calcul  intégral,  tome  III, 
p.  73-74.  Il  convient  d'ajouter  que  les  formules  dont  Legendre  s'est  servi  pour 
calculer  ses  Tables  elliptiques  sont  identiques  aux  formules  (A),  (B),  (A') 
et  (B'). 

78.  Calcul  des  intégrales  secondes  par  la  méthode  des  quadratures.  — 
On  a  fréquemment  à  calculer  des  intégrales  telles  que 


Z=   /      da;   j    f{x)dx\ 


nous  remplacerons /(il?)  par  sa  valeur  déduite  des  formules  d'interpolation; 
nous  supposerons 

,  f.)  ,,  .  0) 

X  r=^  a 5  a?=a4-iO)H >  x-=^a-\-ix. 

2  2 

ce  qui  nous  donnera 

—  =y^   ^  j  ^f{a  +  n(à)dnK 

Or,  on  peut  écrire 

lf{ci~hn(^)dn=l-^        , 

~2  ~2  *^ 

tirer  /    de  la  formule  (A')  en  y  faisant  i  =  o,  et  /    de  la  formule  (a)  intégrée. 
Il  vient  ainsi 

J'j{a  +  no,)dn^Y{a)-^/^{a)-^~-P{a)-... 

+  nf{a)  -h  ^  n^  [/(«)-  ^/^(a)  +.  .  .] 

+  ^n-'ir  (a) -...]+^n^[Pia)-^... ]+..., 

d'où,  en  multipliant  par  dn  et  intégrant  entre  les  limites et  -t-  ->  ce  qui 

fait  disparaître  les  coefficients  des  puissances  impaires  de  n, 

jy  f  ,f{a  +  nr^)dn^-  =  ^f{a)-~p{a)-^-^^J^{a)-... 

'2         2 
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d'où,  en  réduisant, 

i 

2  2 

Si  l'on  augmente  les  arguments  de  w,  2(0,  ...,  /co.  on  trouvera  les  valeurs 
des  intégrales 

3  r, 

p-i-  -         pli  „-(_  -         pH 

22        22 

en  ajoutant,  il  vient 

1 

/,    '<^fi  l/{a  +  n)dn=  !/•(«)  _}_  ly  («  + w) +...  +  >/(«  + tw) 


(26)(  —    ^    [/'(«)+/'(«  +  «)+...-+-/»  (a +  fco)] 


Or,  on  a 

•^'  (''  ^  i^)  "^•^'  (''  ^  t)  ^-  •  •  "^•^'  (''  "^  '''  "*~  l)  ^-^^^  "^  ''^  "^  "'^  -/(«)' 
/'  («  -  7)  +  /•  («  +  ^' )  +  •  •  •  +./'  («  +  ^"«  -  ^)  ="/( «  +  '^^^)  -  /(«  -  ^'0 ; 
il  en  résulte,  en  ajoutant, 

(27)     2/'  (rt)  +  2/'  (a  +  oj)  +  . . .  -H  2/'  (a  4-  foj)  —  2f(a-h  /oo  +  ^  j  — /(«)  —  /(«  —  «)  ; 

grâce  à  cette  relation  et  aux  relations  analogues  pour  les  '/et/\  la  formule  (26) 
peut  s'écrire 

w 

pU  4-  (  O)  H pfl  +  Il  M 

2  2 

(28)/  ,    /  .  o)\         I     ^/  .  a)\  17     r./  •  ^>\ 

V  -^J     24 -^  V  2/     ig-io-'  V  ••^y 

-^[y(«)+y(«-«)]+^[/(«)+/(«-co)]-3^-?^[/*(«)+r(«-«)]+.... 

On  voit  que,  pour  pouvoir  utiliser  la  formule  de  réduction  (27)  dans  le  cas 
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des  y,  nous  avons  supposé  formée  une  colonne  des  -/,  en  partant  d'un  nombre 
arbitraire  ^/(a),  et  déterminant  les  suivants  par  les  relations 

y(a  +  «)  =  y(«)  +  y(«  +  ^)' 

y  {a  +  2co)  =  y(a  +  co)  +y  (a  +  ^^  , 

La  valeur  de  '/(a  —  -  )  résulte  de  la  formule  (a'), 

<^«)  ■/(«-î)  =  -^/'(«-^)-423/'(a-f)-.... 

Nous  déterminerons  '/(«)  par  la  condition  que  la  seconde  ligne  de  l'équa- 
tion (28)  disparaisse,  ce  qui  nous  donnera 

=  \  [y(«)  +  y(«  -  ^)]  =  !/(«)  -  \  y(«  -  ly 

d'où,  en  remplaçant  ^fia  —  -  j  par  sa  valeur  (29), 

=  ^/(«--)+i^/"(«-^)-3^  [/=(«)+/'(«--)]+..., 

et  enfin,  en  mettant,  au  lieu  de /Ma  — -j» 

p{a)-p{a-,,), 

'•/"(^^  =  à-^^"""  ""^  ~  5763  ^"-^'^^^  +  "-^'^"^  - '^^^ +•••• 

On  trouvera,  d'une  manière  analogue,  trois  autres  formules  pour  correspondre 
aux  formules  (A),  (A')  et  (B'). 


(A,) 


(I^.) 


(a;) 
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Voici  l'ensemble 


-  '  to       ,^i  +  n  (1) 


'    \  2/  •X''  ^      '  12*^     ^      '^  720''      ^      '  60480''      ^      '  ' 

•^  ^      '  12"'   ^     '^  240''     ^  60480  "^     ^      '^  ' 


/-.rt  -H  /   <0    4-    -•  ^.<l  +  Il  Ui  r-  .  - 


1920*^    \  2/       198036''    .\  2/  J 


v(«-^ 


24-^  V       3 


5760 


^/'(«-i-)-;iâw*(«-^')+-, 


2/     967680" 


"f^''^  =  -^^^f(''-^)-S^o^^^'^''~''^~^'^'^''^'^ 


367 


[2/na-co)  +  3/Ha)]-...; 


^.<(+  /  (I)        , ."+  «  w 


967680 

240 -^    ^  '       60480''    ^  '  J 

'/(  a—  -\    et     VCrt)  sont  les  mômes  que  dans  les  formules  (B^); 


/"  -I-  <  U)  -+-  —  y^'I  -I-  «  eu  p  , 


(I5;) 


2^' 


1920"^     * 


36-       ..[  .          co 

vpÉê-^  ("■  +  '"  +  ? 


'/(a  —  —  j    et     y( a)  sont  les  mômes  que  dans  les  formules  (Al). 


79.  Calcul  numérique  des  perturbations  par  la  méthode  des  quadratures. 

—  Quand  il  s'agit  de  déterminer  les  perturbations  causées  sur  une  comète  par 
l'une  des  anciennes  planètes,  on  ne  cberche  pas  à  obtenir  leurs  expressions 
analytiques,  car  les  séries  seraient,  ou  divergentes,  ou  très  lentement  conver- 
gentes, en  raison  de  la  forte  excentricité  de  la  comète.  On  peut  néanmoins  cal- 
culer numériquement  ces  perturbations  avec  une  grande  précision.  Ce  calcul 
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est  utile  aussi  pour  les  astéroïdes,  car  il  y  en  a  très  peu  pour  lesquels  les  déve- 
loppements analytiques  aient  été  effectués. 

Dans  ces  calculs  numériques,  qui  ne  sont  pas  le  but  principal  de  cet  Ouvrage, 
on  peut  suivre  plusieurs  méthodes;  nous  n'en  donnerons  qu'une,  celle  de  la 
variation  des  constantes  arbitraires.  Nous  partirons  des  formules  (A)  (t.  T, 
p.  433),  qui  expriment  les  dérivées  des  éléments  elliptiques  au  moyen  des 
composantes  de  la  force  perturbatrice,  rapportées  au  prolongement  du  rayon 
vecteur,  à  la  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  dans  le  plan  de  l'orbite  et  à  la 
normale  au  plan  de  l'orbite. 

Nous  modifierons  un  peu  les  formules  (A),  en  désignant  par  M  l'anomalie 
moyenne,  par  ']^  l'angle  dont  le  sinus  =  e,  et  par  Sç,  SO,  . ..,  oM  les  perturba- 
tions des  éléments:  au  lieu  de  — r^,  nous  donnerons  —7—:  enfin,  pour  former 

dt  at   '  '^ 

—^•>  nous  retrancherons  —^  de  la  dérivée  de  la  perturbation  de  la  longitude 

moyenne. 

Les  composantes  de  la  force  perturbatrice  seront  représentées  simplement 
par  S,  T  et  W.  Nous  trouverons  ainsi 


d^B        /sinu  W 


dt  sin9    ria'sj 


na^sj  i  —  e= 


^(5c0  W 


/•cosu 


"^  na?-  \Ji  —  e"- 

dèrn  .  9  W 

— - —  =  r  sinu  tang-  

dt  ^  1 


(3o)         ^  -I [— />S  costp  +  (/?  4-  /•)  f  siruv], 

nà^ey  i  —  e^ 

—r^  =  —  r  S  sin  «^  H-  ï  (  cos  u  +  cos  w)], 
dt  na^  -■ 


dàn  3 


"^  as/  \ 


("Sesincv  +  T^Y 


ay  i  —  e' 
dt  nd' 


Soit  w  la  raison  delà  progression  arithmétique  que  nous  adopterons  pour  les 
arguments  /,  en  employant  la  méthode  des  quadratures.  Si  nous  remarquons 
que  la  masse  d'une  comète  ou  d'un  astéroïde  doit  être  considérée  comme  nulle 
devant  celle  du  Soleil,  nous  aurons 

n^  d^  ^  k^,         nd-  \/i  —  e^  =  A'  y/yy, 


FORMULES    DE    QUADRATURE. 

et  les  formules  (3o)  pourront  s'écrire  avec  plus  de  concision 


0>    ^    =:(?,W)W,, 


'91 


(3.) 


dl 

dèrn 
~dt' 


=  (TU,  S)S,  +  (CT,  T)  T,  +  (CT,  W)  W„ 


w  ^r   =(^'S)S,4-(^,  ï)ï,. 


d  an 
dt 


{n,  S)S,  +  («,  T)T„ 


-^^  =:r.(M,  S)S,  -4-(M,  Ï)T,  +(0    /        -^- 


ûT^ 


OÙ  l'on  a  posé,  pour  abréger, 
rsinu 


(^,W): 

(^,  S)=- 


sin9 

p  COSflf' 


(<p,  W)  =r  /-COS'J, 

(cj,  1):= ^TT^TTj; )  (cT,  W )  = /-sinu  tang -ï-, 


(t^,  S)  =      acos'l' sin«',  (4/,  T)  ■=  a  cos<];(cos«  4- costT'), 

„  3A-W    ...  /      rp,  3A-r,)  /j 


(32) 


y/« 


f' 


(M,.S)=     /^col^];  cos<p— 2/-cosv|>,        (M ,  T)  =  —  (/? -f- /•)  cot^p  sifiiv; 


Le  calcul  des  quantités  r,  q^  et  m  se  fera  par  les  formules  connues 


a    =  — >  IogA"=r  3,d5ooo7;         e 


loi 


5,3i4425, 


sin  1  sin  r 

/■  sin(v  =  a  cos(|i  sin«,         /■cosw  =  a(cosf/  —  sirn|/),        u  =  t- 4- cr  —  9. 

Nous  supposerons  que  l'on  connaisse  les  éléments  elliptiques  osculateurs 

pour  l'époque  zéro,  0^,  o^,  (J^o,  ct„,  /*„,  M».  L'intervalle  w  est  pris  généralement 

égal  à  40  jours  ;  on  a  alors 

log3A:a)=:  0,31/4763. 
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Dans  certains  cas,  on  peut  être  conduit  à  donner  à  co  une  valeur  plus  petite. 
Ainsi,  dans  le  calcul  des  perturbations  de  la  comète  d'Encke  par  Mercure, 
V.  Astén  a  employé  parfois  des  intervalles  de  2J,  5,  et  même  de  iJ,  25. 

80.  Calcul  de  S,  T  et  W.  —  Soient  m!  le  rapport  de  la  masse  de  l'une  des  pla- 
nètes perturbatrices  à  la  masse  du  Soleil,  p  sa  distance  à  la  planète  troublée,  il 
suffit  de  se  rappeler  les  expressions 


k^m' 


.[l'-l        l' 


des  composantes  de  la  force  perturbatrice,  et  de  remarquer  que,  relativement 
aux  axes  auxquels  se  rapportent  S,  T  et  W  (rayon  vecteur,  etc.),  on  a 


et  il  en  résulte 


^  =  /•,  Y)  =  O,  Ç  =  O, 


S    =^k^ 


9' 


T    ^^k^m'lX--^' 


d'où 


\p3  ,.'3 


)km' 


(33) 


km' 


JV     —  — ■) 

Le  signe  "V  se  rapporte  aux  diverses  planètes  perturbatrices.  Dans  ces  for- 
mules, k  doit  être  exprimé  en  secondes  d'arc,  afin  que  les  perturbations  des 
éléments  soient  elles-mêmes  en  secondes.  La  Table  ci-dessous,  empruntée  à 
l'Ouvrage  d'Oppolzer  (^Lehrbuch  zur  Bahnbestimmung  der  Komelen  und  Planeten, 
t.  II),  donne  dans  l'hypothèse  de  (0  =  40'  les  valeurs  de  log(a)^m')  pour  les 
diverses  planètes  : 


Mercure ^,2692 

Vénus T,548o 

La  Terre T ,  60 1 2 

Mars 2,7289 


Jupiter 2,181755 

Saturne .  i  ,60780 

Uranus o ,  809  G 

Neptune 0,857  6 


lOKMlKES    DE    QrADUATi:UK.  I  Cp 

Reste  à  calculer  ^',  -f]'  et  'Ç.  Soient  X'  et  ^'  la  longi tuile  et  la  latitude  liélio- 
centriques  de  la  planète  perturbatrice,  rapportées  à  l'équinoxe  moyen  x  de 
l'époque  adoptée,  et  à  l'écliptique  a?j  de  cette  même  époque. 

Soient 

s  le  pôle  boréal  de  l'écliptique, 

Q  celui  de  l'orbite  de  la  planète  troublée,  * 

P'  la  position  de  la  planète  perturbatrice, 

M'  sa  projection  sur  la  sphère. 


On  aura 
Posons 


NB  =  L',        BM'  =  B'. 


Fig.  <J. 


Le  triangle  sphérique  QsM'  dans  lequel  on  connaît  deux  côtés  Q,^  =  o, 
zW  =  ()o°  —  [3',  et  l'angle  compris  QsM'  =  90''  -h  X'  —  0,  donnera,  en  lui  appli- 
quant le  groupe  des  formules  de  Gauss, 


(34) 


[  sinB'  =  8111(3'  coscp  —  cos(3'  sin9  siri(Â'  —  d), 

cosB'cosL' =  cos|3' cos(X'— 5), 
cosB'  sinL'  =  sin(3'  sin^  4-  cos(3'  coscp  sin(X'  —  0), 


et  ces  relations  donnent  L  et  B'.  Soient  maintenant  P  la  position  de  la  planète 
troublée,  M  sa  projection  sur  la  sphère  céleste,  on  aura  MB  =  1/  —  u. 


(35) 


il'  —  r'cosB'cosCL'—  u), 
Y)'=/-'cosB'sin(L'  — -j), 
,  Ç'  =  /'sinB'. 


Les  éphémérides  donnent  r',  X'  et  p';  les  formules  (34)  serviront  à  calculer 
L'  et  B',  après  quoi  on  tirera  ^',  y]'  et  t'  des  formules  (35). 

T.  —  IV.  a5 
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81.  Indications  sur  le  calcul  des  quadratures.  —  Supposons  que,  dans 
les  seconds  membres  des  équations  (3i),  on  remplace  les  éléments  osculateurs 
G,  cp,  ...  de  l'époque  t,  par  ceux  ôo»  Ço»  •  •  •  de  l'époque  t^  ;  ces  seconds  membres 
deviendront  des  fonctions  de  t  et  de  constantes  connues.  On  calculera  leurs 
valeurs  pour  des  époques  équidistantes 


a  —  2(0,     a  —  eu,     a,     a  H- w,      ..., 
^0  —  6oJ,      ^0  —  20J,      ^0  H-  20J,      ^0  H-  ôo-i,      . .  . , 


de  sorte  que  l'on  aura 


^0  =  a 

2 


Considérons,  par  exemple,  la  formule 


«^^=(ô,W)W„ 


et  posons 


(9,W)W,=/(a+/a))=/(0. 
On  pourra  former  le  Tableau  des  différences 


y(«-^) 


(36)         { 


/(«— 2W) 


V(--^)  /'(«-i- 


\ 


/^(«-co) 


/M«) 


/^(«--(O 


a  H —  w 
\  2 


On  aura  ensuite 
(37) 


/(  a  +  &)  ) 


(50 


f{i)dt=        f{t)dt. 

'o  ^  1 

« (O 

2 

On  emploiera,  pour  calculer  cette  quadrature,  la  formule  (A'),  page  i83, 

f{t)dt  —  ^i     i/(a  +  io^)  — —  /'(«  + «co)  +  ;^  /•'(«  +  /«)  —  ...     , 
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dont  les  deux  premiers  termes  suffisent  presque  toujours;  la  constante 
*fia —  -  J  sera  déterminée  par  la  formule  («')♦  P^g^  ^^^» 

'/(''- ï^')=-à^(''-j'')  +  5^o /'(«-;'•■)-•■' 

OÙ  le  second  membre  est  connu;  on  pourra  ainsi  former  la  colonne  des  '/dans 
le  Tableau  (36).  Les  formules  (87)  et  (38)  donneront 

(39)  ô9  =  y(a  +  /a))--^/(«-h/oO+.... 

On  pourra  donc  calculer  les  perturbations  §ô  de  la  longitude  du  nœud  ascen- 
dant, pour  les  époques  équidistantes/g— 60,  /«—  20,  t„  -f-  20, On  procédera 

de  même  pour  les  autres  éléments;  comme  les  perturbations  s'annulent  pour 
t  =  /„,  les  éléments  ôo.  Oo,  ...  seront  bien  osculateurs  à  Fépoque  /„.  Il  faut 
remarquer  que  l'on  n'obtiendra  pas  la  valeur  de  ^n,  mais  celle  de  (}ion=  [{oZn, 

car  dans  les  formules  (3i)  on  a  écrit  avec  intention  w-  —,—  au  lieu  de  co  -^~- 

Il  y  a  lieu  de  considérer  d'une  façon  spéciale  la  perturbation  oM  et  de  poser 

en  prenant 

"^^'^  -(M,S)S,+  (M,T)T., 


dt 


dt 


r  don 


dt. 


On  calculera  S,  M  comme  Sô,  5ç, Pour  ce  qui  concerne  §oM,  si  l'on  fait, 

pour  plus  de  clarté, 


on  aura 


'0  'Il 

On  déterminera  cette  intégrale  seconde  par  la  formule  (A!,),  page  189,  qui  donnera 
les  constantes  d'intégration  étant  déterminées  par  les  formules 


u 


O  (  a  -  '-  (0  )  =  -  4  O»  ("a  -  -  co  )  4-  ^  ^3  f  ^  _  1  ^^  )  _. 


2^  \ 


2       /  24  \  2       /  5760  \  2 

2i|  3700. 
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qui  permettront  de  former  les  colonnes  des  '$  et  ^$;  les  seconds  membres  des 
formules  précédentes  sont  connus. 

On  aura  donc  des  valeurs  approchées  des  éléments  osculateurs  aux  époques 
/o  —  6(y,  lo  —  2oJ,  ^0  +  2oJ,  ...  ;  on  pourra,  avec  ces  valeurs,  reprendre  le  calcul 
des  quantités  (0,W)W,,  etc.,  et  obtenir  ainsi  les  perturbations  définitives. 

Le  lecteur  pourra  voir,  dans  l'Ouvrage  d'OppoIzer,  comment  il  est  possible 
d'éviter  ce  double  calcuJ,  ou  plutôt  de  le  faire  au  furet  à  mesure  en  même  temps 
que  le  premier.  Mais  c'est  un  détail  sur  lequel  je  ne  crois  pas  nécessaire  d'in- 
sister ici. 

82.  Transformation  pour  le  cas  des  orbites  très  excentriques.  —  Au 
lieu  de  a  ou  de  n,  il  convient  d'introduire  la  distance  périhélie 

q  ■=:  a{\  —  e). 

On  aura 

dq       ,  ^  da  de  i  a  ,  ^  du  ,  dA) 

di=^'-'^dt-''dt=-Zn^'-'^dt-'''''''^dr 

d'où,  en  remplaçant  ^et-^^^  par  leurs  valeurs  (3o),  et  réunissant  les  termes 
en  S  et  en  ï, 

dq  (r  —  e)-sin(v  „  \—e      [in  '\ 

-f:^-  , ;     S  H -==  M-  -(i  +  e)(cos«-i-cos<^')     T. 

"«^  /<  y  I  —  e-  n^ \  —  e^  L  '  J 


Remplaçons 


cosfï^  -+-  e 
cos«       par      > 

I  +  e  coswp' 


et  transformons;  il  viendra 


dq  b        ,    .  41  2 

—  q^^msv ->r  — -j=z  I  I  H-  C'COS"-'  — )> 


d'où,  en  mettant  -r-'àu  lieu  de^et  introduisants,  etT,,  par  les  formules  (32), 

^^^^  "^  'dt    =-^/  S,sin«'+  Y^rS^'  sin2-(  i  +  ecos-'- 

c'est  la  formule  cherchée. 

En  second  lieu,  il  convient  d'introduire  le  temps  t  du  passage  au  périhélie. 
On  a,  pour  la  longitude  moyenne, 

L-=  £  +  j  n  dt=LW  -,-  n{t  —  r ) , 
d'où 

dL        dz  dm  dz        ,  ^  du 

dt        dt  dt  dt       ^  '  dt 

dz        I   [ dvs        dz\  t  —  z  da 


dt        n\dt         dt I  la     dl  ' 
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si  l'on  remplace  '^,  ^  et  '—  par  leurs  valeurs  (A)  (t.  I,  p.  4:33),  on  trouve  ai- 
sément 

r/r  _  2a  3^(^  — t)/c^^; T  y^\    ,    <^P 


dt 


k\Jp 


\%e%\ww  ->r  T  "\)  -+-  Tr.    ~  Scosh('-hT(  I  +  -  j  sintr 


ou  encore,  en  introduisant  S,  et  T,  et  remplaçant  -^  par     '^' 


dt  »        di 


(4<) 


Gl) 


^     L  ^  sjp  J 


a 

~  k     [_     e 


c'est  la  formule  demandée. 

Lorsque  l'inclinaison  est  très  faible,  pour  éviter  le  petit  dénominateur  sin©, 

•  I      „  1  •        1  ]  ,  i  ,  .     sin  cf»  sin  B     .  sin  ©  cos  B         i  •        ,  i     a 
il  y  a  lieu  de  prendre  pour  éléments  — ? — y-  et  — ? — ^t—  au  lieu  de  o  et  de  G. 

•^  r  r  Sini'  Sin  I  I 

De  même,  dans  le  cas  d'une  excentricité  très  petite,  on  évitera  le  diviseur  e  en  in- 

♦  1    •        .    esincj     ,  ecoscj         ..        j  ^         ^y  ,,.,  ,,    , 
troduisant  ■—. — ^  et          „   au  lieu  de  e  et  es.  Nous  avons  deja  parle  de  ces  com- 
binaisons d'éléments  (t.  I,  p.  170),  et  nous  ne  développerons  pas  les  calculs. 

Remarque.  —  Pour  bien  faire  comprendre  l'esprit  de  la  méthode  des  quadra- 
tures, il  convient  d'observer  que  l'on  ne  peut  pas  passer  d'une  époque  à  une 
autre  sans  avoirà  tenir  compte  de  toutes  les  époques  intermédiaires.  Supposons 
par  exemple  que  l'on  veuille  savoir  quelle  était  la  distance  périhélie  de  la  comète 
d'Encke  le  i*'"  janvier  1601.  On  sera  obligé  de  calculer  en  même  temps  la  valeur 
de  ij  pour  toutes  les  époques  intermédiaires,  de  quarante  en  quarante  jours  par 
exemple,  ce  qui  représenterait  une  masse  formidable  de  calculs.  Tandis  que,  si 
l'on  avait  le  développement  analytique  des  perturbations  de  q,  il  suffirait  de 
remplacer  t  par  sa  valeur,  le  calcul  étant  aussi  rapide  pour  une  époque  très  éloi- 
gnée que  pour  une  époque  très  voisine. 

Outre  les  Ouvrages  déjà  mentionnés  sur  l'interpolation  et  les  quadratures,  le 
lecteur  pourra  consulter  : 

Encke,  phisieurs  Mémoires,  dans  les  trois  Volumes  des  Astronomische  Abhandlungen. 

Laghange,  OE livres,  t.  III  :  Sur  une  nouvelle  espèce  de  calcul  relatif  à  la  différentia- 
tion  et  à  l' intégration  des  quantités  variables. 

(ÎWLEV,  Thèse  sur  le  calcul  numérique  des  perturbations  des  petites  planètes  au  moyen 
des  quadratures  {Annales  de  l'École  Normale,  1868). 

Bah-lacd,  Sur  le  calcul  numérique  des  intégrales  définies  {Annales  de  l'Observatoire 
de  Toulouse,  l.  II). 

F.  Tisserand,  Sur  un  point  du  calcul  des  différences  {Comptes  rendus,  28  mars  1870). 

R.  Hadau,  Études  sur  les  formules  d'interpolation  {Bulletin  astronomique,  t.  VJII). 

Watson,  Theorelical  Astronomy. 

Oppoi-zer,  Bahnbestimmung. 
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CHAPITRE  XII. 

DES  PERTURBATIONS  DU  MOUVEMENT  DES  COMÈTES  LORSQU'ELLES 
APPROCHENT  TRÈS  PRÉS  DES  PLANÈTES. 


83.  Les  formules  du  Chapitre  précédent  permettent  de  calculer  numérique- 
ment les  perturbations  des  éléments  elliptiques  ou  paraboliques  d'une  comète 
par  les  planètes.  Ce  calcul  présenterait  de  grandes  difficultés  si  la  comète  venait 
à  passer  très  près  de  l'une  des  planètes;  on  peut  heureusement  suivre,  dans  ce 
cas,  un  procédé  très  expéditif  qui  a  été  indiqué  par  d'Alembert  dans  ses  Opus- 
cules mathématiques  (t.  I,  p.  3o5),  et  développé  par  Laplace  dans  ses  recherches 
sur  la  comète  de  Lexell,  et  plus  tard  enfin  par  Le  Verrier.  Nous  allons  exposer  ce 
procédé. 

Soient 

oc, y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  héliocentriques  de  la  comète; 
x\y' ,  z'  les  coordonnées  de  la  planète,  que  nous  supposerons  être  Jupiter; 
\,  Y],  X,  les  coordonnées  jovicentriques  de  la  comète,  rapportées  à  des  axes  paral- 
lèles aux  axes  fixes. 

Soient  encore 

/??o  la  masse  du  Soleil;  m!  celle  de  Jupiter;  p  la  distance  de  la  comète  à  la  pla- 
nète; r  et  /  les  distances  au  Soleil. 


On  aura  les  équations 


l  d}x        „       X         .    ,  (  x'  —  X 


l       ^^2        ■    y        ",.3  J  \^  p3  j,l3 

(^\  ^'^  .  fni  ^  -  fni'  (y' -y     y' 

1     //2  -  _  /  „f 

(2)  __    ^/(;,ï,, +   ,;,')  _^0. 


PERTURBATIONS    DU    MOUVEMENT    DES    COMÈTES.  igQ 

En  faisant,  dans  la  première  des  équations  (i), 

et  tenant  compte  de  la  formule  (2),  on  trouve  la  première  des  équations  sui- 
vantes : 

/  ^^ 
i  dt- 


|+>/l=y>n.(^;-^), 


(3)  ''^^-/-'p-.=/'"«(^-^ 

Les  équations  (i)  conviennent  au  mouvement  héliocentriquc  de  la  comète; 
soient  R  la  force  provenant  de  l'attraction  du  Soleil;  F  la  force  perturbatrice; 
on  aura 

Les  équations  (3)  conviennent  au  mouvement  jovicentrique  produit  par  l'at- 
traction R'  de  Jupiter,  et  la  force  perturbatrice  émanant  du  Soleil;  on  aura 


Si  nous  écrivons  la  condition 

F       F' 
(4)  1^  =  ^' 

nous  aurons  l'équation  d'une  surface  pour  tous  les  points  de  laquelle  il  y  aura 
un  égal  avantage  à  considérer  le  mouvement  héliocentriquc  troublé  par  l'attrac- 
tion de  Jupiter,  ou  le  mouvement  jovicentrique  troublé  par  l'attraction  du  Soleil. 

m' 
Si  l'on  désigne  simplement  par  m' le  rapport  — ,  on  trouve  que  la  condition  (4) 

devient 


ûcx'  -+-  yy'  -h  zz' 

2         pr^Ti 


(5)  -'"V^.-,-^-h^î^^^^$^  =  pVf^-7"v- 

Soit  posé 

— ^ -i—, =COS0,  SL=zu; 

pr  /• 

u  sera  une  fraction  petite,  car  c'est  évidemment  près  de  Jupiter  seulement  qu'il 
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peut  y  avoir  avantage  à  faire  la  transformation  indiquée.  On  aura  ensuite 

xx'  +  yy'  -i-  zz'  =  x'  {a:'  -h  l)  -h  y'  (/  -i-  ri)  h-5'(s'-|-Ç)  —  /•'-'(!  +  ucos9), 
/•2=  (.r'H-  0'+ (/+  Y])^+ (^'-4- C)'^- /•'-(!  4- 2«cos9 -+- «^). 

En  faisant  ces  substitutions  dans  l'équation  (5),  on  trouve 
m'-=  là ^  V  n-(i  +  2«cosQ  +  «M'  — 2(1  +  tico?,9)  (f  +  2  «cos9-i-  «')^, 

{i-{-2ià-cùsO-hu''y- 
ou  bien,  en  développant  suivant  les  puissances  de  u, 

m'2=  M*(i  —  4«cos9  -}-.  . .)  v/«^(i  4-3  cos^9)  +  /j  «'cos^  +. .  ., 
H  /— r-ô i^  /  ,i-t- 6  008^9  \ 

^  \  1-4- 3  COS- 9  / 


d'où 


2         ^/         m'^         \^  1-1- 6  COS- 
COS  9 


Vi-h3cos20/         ■'>  Vv/'+3cos^5y    n-3cos-^9 

En  remplaçant  m'  par  — 7-  dans  le  cas  de  Jupiter,  on  a,  dans  tous  les  cas, 


y/i-hScos^ô 
et  l'on  peut  se  borner  à 


04  7 

1 
<  m'^=  0,062, 


VI  4-3  COS- 5 


c'est  l'équation  approchée  de  la  surface  cherchée,  en  coordonnées  polaires  p  et  ô, 
l'axe  polaire  étant  le  prolongement  de  la  droite  SP  qui  joint  le  Soleil  à  la  pla- 
nète, et  l'origine  au  centre  de  la  planète.  Cette  surface  est  de  révolution  autour 
de  la  droite  SP,  et  ne  diffère  pas  beaucoup  d'une  sphère,  puisque  p  varie  entre 
les  deux  limites 


2 

et         —ç-  r', 
2^ 


dont  le  rapport  =  i ,  1 5  ;  on  peut  donc  admettre  que  la  surface  définie  par  la  condi- 

2 

tion  (4)  est  sensiblement  une  sphère  de  rayon  =m'^r',  cequeLaplace(*)  nomme 

FF' 

la  sphère  d'activité  de  la  planète;  à  l'extérieur  de  cette  sphère,  on  a  î.-  <[  yry;  il  y 
a  avantage  à  partir  du  mouvement  héliocentrique  de  la  comète,  et  à  déterminer 


./'/ 


(  ')  Laplace  prend  /■' i  /  -ni-  pour  le  rayon  de  la  sphère  d'aclivilc. 
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F'        F 

les  perturbations  causées  par  la  planète.  A  l'intérieur  de  la  sphère,  on  a  ^ry  <  ^; 

il  est  plus  avantageux  de  considérer  le  mouvement  jovicentrique  et  de  calculer 
ensuite  les  perturbations  provenant  du  Soleil.  La  sphère  sépare,  en  quelque 
sorte,  le  domaine  de  la  planète  de  celui  du  Soleil;  sur  sa  surface  même,  on  a, 
dans  une  évaluation  approchée. 


F 
Dans  le  cas  de  Jupiter,  on  trouve  que  le  rap[>ort  jr  varie  sur  la  surface  de  la 

sphère,  entre  les  limites  v/m'=o,25  et  \JiGm'  =  o/['i.  Voici  le  Tableau  des 
rayons  des  sphères  d'activité  pour  les  diverses  planètes,  exprimés  en  prenant 
pour  unité  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil  : 

Mercure o,ooi  Jupiter 0,3-22 

Vénus 0,004  Saturne o,363 

La  Terre 0,006  Uranus 0,339 

Mars 0,004  Neptune 0,576 

84.  Cela  posé,  considérons  une  comète  qui  s'approche  beaucoup  de  Jupiter; 
tant  que  sa  distance  est  supérieure  à  ^  environ,  nous  pouvons  calculer  les  valeurs 

numériques  des  perturbations  des  éléments  héliocentriques  par  les  formules  du 
Chapitre  précédent.  Puis  on  déterminera  les  coordonnées  héliocentriques  07, 

j,  z  et  leurs  dérivées  -~^,  -j-^  --^>  à  l'instant  où  la  distance  p  devient  égale  à 

peu  près  au  tiers  de  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil.  On  en  conclura  les  valeurs 
numériques  de 

dt/o"  di        ~dt'  \'di)n~  dt         dt^  \dt  )  q~~  dt         dt' 

Avec  ces  valeurs  des  coordonnées  jovicentriques  et  de  leurs  dérivées,  on  calcu- 
lera (^  )  les  éléments  de  la  section  conique  que  la  comète  décrit  dans  son  mou- 
vement relatif,  à  l'intérieur  de  la  sphère  d'activité.  Cette  section  conique  pourra 
être  une  ellipse  ou  une  parabole  et  même,  le  plus  souvent,  une  hyperbole.  Si 
l'on  néglige  les  perturbations  de  ce  mouvement  à  l'intérieur  de  la  sphère,  on 

calculera  les  valeurs  de  E,  yi,  T,  -^,  -.^  et  -->  à  la  sortie  de  la  sphère  d'activité. 

'         dt     dt        dt  ' 

Soient^,,  •••'(^)  les  valeurs  obtenues,  x\,  ••..(-^)   les  valeurs  corrcs- 

(»)  Voir  notre  Tome  I,  Chap.  VI. 

T.  —  IV.  26 
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pondantes  des  coordonnées  de  Jupiter  et  de  leurs  dérivées;  on  aura 

dz        fdz'\        [  dX^ 


X-X,-^t,u  ...,  dt~\dtj,    '    \dtj, 

Avec  ces  valeurs  des  coordonnées  héliocentriques  et  de  leurs  dérivées,  on 
pourra  calculer  les  éléments  de  l'orbite  héliocentrique,  qui  permettront  de 
suivre  la  comète  en  tenant  compte,  au  besoin,  des  perturbations  provenant  du 
Soleil. 

La  première  comète  de  1770  a  présenté  des  difficultés  aux  astronomes,  qui  ne 
pouvaient  pas  arriver  à  représenter  son  mouvement  par  une  parabole,  jusqu'à  ce 
que  Lexell  eût  reconnu  qu'elle  décrit  une  ellipse  en  cinq  ans  et  demi  environ; 
cette  orbite  satisfait  à  toutes  les  observations.  Une  difficulté  subsistait  néan- 
moins :  une  comète  de  révolution  aussi  courte  devait  revenir  souvent;  or,  on  ne 
l'avait  pas  observée  avant  1770,  et  on  ne  l'a  plus  revue  depuis.  Lexell  a  donné 
une  explication  :  il  a  remarqué  qu'en  1767  et  1779,  la  comète  avait  dû  passer 
très  près  de  Jupiter,  et  que  l'attraction  de  cette  planète  avait  pu  diminuer  une 
première  fois  la  distance  périhélie  de  la  comète,  et  la  rendre  visible  en  1770, 
d'invisible  qu'elle  était  auparavant;  en  1779  la  même  attraction  avait  pu  faire 
reprendre  à  la  comète  sa  distance  périhélie  d'autrefois  et  la  rendre  de  nouveau 
invisible.  Mais  cette  induction  demandait  à  être  vérifiée  par  le  calcul.  C'est  ce 
qu'a  fait  Burkhardt,  à  la  demande  de  Laplace;  ses  calculs  ont  montré  (') 
qu'avant  1770  la  comète  décrivait  une  ellipse  de  demi  grand  axe  5, 06  et  de 
distance  périhélie  2,96;  en  1779,  l'attraction  puissante  de  Jupiter  a  de  nouveau 
transformé  l'orbite,  lui  donnant  un  demi  grand  axe  =6,37  et  une  distance 
périhélie  =  3,33.  On  comprend  ainsi  que  la  comète  n'ait  été  visible,  ni  avant 
1770,  ni  après  1779. 

Le  Verrier  a  repris  l'étude  de  ces  perturbations  dans  son  beau  Mémoire  Sur 
la  théorie  de  la  comète  périodique  de  1770  (^Annales  de  l'Obsenmtoire  de  Paris, 
t.  III).  La  discussion  complète  des  observations  lui  a  montré  que  les  observations 
de  1770  ne  déterminaient  pas  entièrement  les  éléments,  mais  qu'on  pouvait  les 
exprimer  tous  en  fonction  d'une  indéterminée  susceptible  de  varier  entre  des 
limites  encore  assez  étendues;  il  a  fait  un  Tableau  des  systèmes  d'éléments  que 
la  comète  a  pu  prendre  postérieurement  à  1770,  de  sorte  que,  si  l'on  trouve 
dans  l'avenir  une  comète  dont  les  éléments  coïncident  avec  ceux  d'un  des  sys- 
tèmes précédents,  on  pourra  voir  de  suite  si  c'est  la  comète  de  Lexell  qui  nous 
serait  enfin  revenue.  Il  faut  dire  toutefois  qu'en  donnant  à  l'indéterminée  cer- 
taines valeurs,  on  trouve  que  la  comète  a  dû  se  mouvoir  ultérieurement  dans 
une  parabole,  ou  même  dans  une  hyperbole,  auquel  cas  il  n'y  aurait  plus  d'espoir 
de  la  retrouver  jamais. 

(  1)  En  rectifiant  une  faute  de  signe  reconnue  par  d'Arrest;  voir  le  n°  1087  des  Astron.  Nac/ir. 
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85.  Intégrale  de  Jacobi.  ~  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  sous  l'in- 
fluence des  perturbations  d'une  grosse  planète  telle  que  Jupiter,  les  éléments 
elliptiques  d'une  comète  peuvent  éprouver  des  variations  considérables.  Suppo- 
sons que  l'on  ait  les  éléments  de  deux  comètes  que  l'on  suppose  identiques, 
mais  qui  aient  été  troublées  par  Jupiter.  Pour  décider  la  question  de  l'identité, 
il  faudra  se  livrer  à  des  calculs  numériques  très  longs  et  souvent  inutiles.  11 
serait  précieux  d'avoir  un  critérium,  permettant  de  décider  a  priori  si  les  deux 
systèmes  d'éléments  peuvent  ou  ne  peuvent  pas  correspondre  à  une  même 
comète. 

J'ai  pensé  que  Vintégrale  de  Jacobi  serait  en  état  de  répondre  à  ce  but. 

Rappelons  d'abord  dans  quelle  circonstance  cette  intégrale  existe. 

Considérons  une  planète  P'  décrivant  un  cercle  autour  du  Soleil,  et  un  astre  P, 
de  masse  évanouissante,  troublé  par  P'.  Prenons  le  plan  de  l'orbite  de  P'  pour 
plan  desoTK;  soient  a'  le  rayon  du  cercle,  /'  la  longitude,  m'  la  masse;  x,y,  z 
les  coordonnées  de  P,  p  la  distance  PP'. 

Les  équations  différentielles  du  mouvement  de  P  seront 

d-x       k'^x        ,„     ,/a'cos/' — x       co^l' 


d^Y       k^Y        ,,     ,/rt'sin/' — v        sin/' 
^^+-f=k-m'i 

dt-  /•■*  p' 


I  l'  =  n't-h  c, 


dt 


On  en  déduit 


(7)  ^^-J-;7^  =  ^"''^'«'('^s'n^'-ycos/')(^-^3)' 

,'  dx  d^jv        dy_  (Py        dz  (Pz^        k^  dr 

y'dt'dt^'^'dtdF'^dt'dt^'^y'di 

(8)  < 

(.,     .fa'cos/' — X  dx       a'sinl' — Y  dy       z  dz         i    /dx         ,,      dy    .     „\"| 
"""  L — ? — 'dj-^ — p^-^^-?^-^U'''  ^^'"'OJ 

Or,  on  tire  des  formules  (6) 

d  /ï       xcosl'-+-y?,\nl'\ 
dl\'p  '^^  j 

=  -^    (a'cos/'—  x)  (  -T-  -i-  n' a'  s'in  l'  \  -{- (a' s'in  l'  —  y)  (  -^ n'a'  cosl')  —  -^  ;7" 

\    (  dx         ,,      dy    .     ,,\        n'  ,       .     „  ,,, 
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et,  grâce  à  cette  relation,  nous  pouvons  écrire  l'équation  (8)  comme  il  suit  : 

i   d  ( dx"^  4-  dy''-  -\-  dz^        ik\         ,„     ,  d  (  \        x  cos  /'  +  7'  si n  V 
'  -'  '  —  A'2  uv       ' 


1  dt  \  dt^  ri  dt\o 

(9)      '  ^  ^^ 


/  +  k'^m' n' a' {x  sin/'  — /  cos/')  [  — ^ )• 

En  combinant  les  formules  (7)  et  (9),  on  trouve 

I   d  l' dx'- -\- d  Y^ -^  dz^        k^\          ,(     d'-y           d^x\        ,„     ,d  (\        ^  cos/'+ y  sin /' 
-  / : \-n  [x-f^_-y-—\z^  k^ni'^i -^ 


2  dt\  df^  r  )  \     di^        -^    dt"'  /  ~  dt\^  a'^ 

on  en  déduit  immédiatement  l'intégrale  de  Jacobi  (') 

,     ,      i  dx'' -V- dy^  ^  dz^        k^-  ,(     dy  dx\        ,,     ,(\       .z^  cos/'+ r  siii /'\ 

Appliquons  cette  intégrale  à  une  comète  troublée  par  Jupiter;  il  faudra  donc 
négliger  l'excentricité  de  cette  planète.  On  aura,  en  désignant  par  a,  p  et  i  le 
demi  grand  axe,  le  paramètre  de  l'orbite  de  la  comète,  et  son  inclinaison  sur  le 
plan  de  l'orbite  de  Jupiter, 

dx^- +  dy^ -\- dz''        ik^        k^  dy  dx        ,    ,-         .  ,         k 

— ^ =^-7- -«'     ^^.--•^'■^^^■v^^^^^'     '^^^r 

il  viendra,  en  comparant  les  valeurs  a^,  p^,  i^  et  a^,  /?,,  i^,  qui  correspondent  à 
deux  époques  t^  et  /,, 

I     ,    2v//>ocos/o    ^   ^„.,  /  I       .rocos/'o  +  josin/; 

•         -(-    rn^ -f-  À  ni     I • — 


a 


Va'  \Po 


0  a 

__  _i_  _^  2v//JiCos?i  ^  ^^^^,  /_i_  _  ^,cos/;  +j,siii/; 
«1  a's/^'  Vpi  a'-' 

Prenons  pour  /«  et  l^  les  époques  d'entrée  dans  la  sphère  d'activité  et  de 
sortie,  nous  aurons  Ç)^  =  ^^^;  en  outre,  les  différences^,  —XQ,y^  —  Vo,  l\  —  l[,  sont 
petites,  parce  que  la  comète  ne  reste  pas  longtemps  à  l'intérieur  de  la  sphère. 
Nous  aurons  donc  simplement 


(il)  -  + 


1    i_  ivVoCost'o  _    I  2v//'i  COSf 


on.. 


l'sja'  «1  a'sf^' 

Tel  est  le  critérium  cherché;  nous  l'avons  fait  connaître  dans  le  BuUeiin 
astronomique  (t.  VI,  p.  289),  et  il  a  été  depuis  employé  souvent  avec  avantage, 
notamment  par  M.  Schulhof. 

On  peut  en  étendre  un  peu  la  portée,  en  remarquant  que  l'on  n'a  pas  besoin 


(1)  Foir  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  III,  p.  61. 
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de  supposer  l'orbite  de  Jupiter  exactement  circulaire;  il  suffira  qu'elle  diffère 
peu  d'un  cercle  dans  le  voisinage  de  la  région  où  s'opèrent  les  grandes  pertur- 
bations de  la  comète;  cela  sera  plus  exact  dans  le  voisinage  du  périhélie  ou  de 
l'aphélie  de  Jupiter.  Mais  alors  on  devra  remplacer  n'  par 

-j-  =  — TT-  =      ,.>    (sensiblement); 
on  aura  donc  à  très  peu  près,  avant  et  après  les  grandes  perturbations, 

(12)  -+  -r,  --+  ^^  ' 

où  r' désigne  le  rayon  moyen  de  l'orbite  de  Jupiter,  pendant  la  durée  des  grandes 
perturbations. 

M.  Gallandreau,  dans  son  Mémoire  Sur  la  théorie  des  comètes  périodiques  (Annales 
de  l'Observatoire,  t.  XX),  a  montré  comment  on  pouvait  tenir  compte  de  la  pre- 
mière puissance  de  l'excentricité  de  l'orbite  de  Jupiter. 

86.  Considérations  générales  sur  les  comètes  périodiques  du  groupe 
de  Jupiter.  —  Nous  reproduisons  dans  un  Tableau  les  éléments  d'un  certain 
nombre  de  comètes  périodiques  : 

a.  i.         C! — Q.         L        a{i  +  e).    «(i — e).  a.  a,  —  l. 

o  o  o  o 

Encke 1795  2,21  i4  182  335  4,09  o,33  o,58o  -+-  2 

Blanpain*(>) 1819  2,85  9  35o  247  4,82  0,88  o,555  o 

Helfenzrieder*.. .  1766  2,93  8  177  80  5,45  0,41  0,487  — 9 

Tempel 1873  3, 00  Ti  i85  125  4,65  i,35  0,571  -f-  i 

Barnard* 1884  3, 08  5  3oi  126  4,84  i,32  0,567  o 

De  Vico 1844  3, 10  3  279  162  5,02  1,18  o,556  h-   i 

Tempel-Swifl . .  .  1869  3, 11  5  106  223  5, 16  1,06  0,544  o 

Brorsen 1846  3, 14  3i  i3  283  5,62  0,66  0,475  -f-i3 

Winnecke I808  3, 14  11  162  ii3  5,5o  0,79  o,5i2  —17 

Loxell* 1770  3, 16  2  224  184  5,66  0,66  o,5oo  —8 

Tempel 1867  3,19  6  i25  60  4,82  1 ,56  0,570  —4 

Pigott* 1783  3,26  45  354  233  5,o5  1,47  0,487  —3 

Barnard* 1892  3,4i  3i  170  »  5,4o  i,43            »  » 

Brooks* 1886  3, 41  i3  177  53  5,49  i,33  o,533  —3 

Spilaler* 1890  3,44  i3  i3  228  5,o6  1,82            »  » 

D'Arrest 1851  3,44  i4  i75  i53  5,71  1,17  0,519  —10 

Tuttle* 1858  3,52  20  26  o  5,88  1,16  o,5o5  -t-21 

Finlay 1886  3,54  3  3i6  2o5  6,09  0,99  o,5o2  —17 

Wolf 1884  3,58  25  173  210  5,58  i,58  o,5i8  —ri 

Biéla ..  1772  3,58  17  2i3  268  6,16  1,00  0,491  -h22 

Holmes* 1892  3,62  21  12  »  5, 11  2,14            »  » 

Brooks* 1889  3,67  6  344  i85  5,39  1,95  o,556  —3 

Paye 1843  3, 81  11  201  209  5,94  1,68  0,529  h-2i 

Dans  ce  Tableau,  /est  la  longitude  du  point  de  l'orbite  de  la  comète,  qui  est 


(')  On  a  marqué  d'un  astérisque  celles  des  comètes  qui  n'ont  été  observées  qu'à  une  apparition. 
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le  plus  voisin  de  l'orbite  de  Jupiter;  cr,  =  cr  +  i8o«  est  la  longitude  de  l'aphélie 
de  la  comète  et  a  désigne  la  quantité  définie  par  la  formule  (i  i).  On  peut  faire 
quelques  remarques  sur  ce  Tableau  : 

1*"  Toutes  ces  comètes  sont  directes,  et  les  orbites  peu  inclinées  sur  l'éclip- 
tique  :  la  moyenne  des  inclinaisons  =  i4";  les  comètes  paraboliques  au  contraire 
sont  tantôt  directes  et  tantôt  rétrogrades. 

2**  Les  distances  aphélies  ne  diffèrent  pas  beaucoup  de  la  distance  moyenne 
de  Jupiter  au  Soleil. 

3°  Dix-huit  des  valeurs  de  ct  —  Q  sont  assez  voisines  de  o°  ou  de  i8o". 

La  liaison  des  comètes  précédentes  avec  Jupiter  ne  paraît  pas  douteuse.  On 
peut  se  demander  comment  il  se  fait  qu'un  certain  nombre  d'entre  elles  n'aient 
été  observées  qu'une  seule  fois,  et  que  les  autres,  récemment  découvertes, 
n'aient  pas  été  aperçues  auparavant.  Ce  qui  s'est  passé  pour  la  comète  de  Lexell 
est  une  indication. 

La  même  chose  a  eu  lieu  pour  la  comète  Wolfde  1884  ;  du  moins,  M.  Leh- 
mann-Filhès  a  montré  (Astron.  .VacA/-.,  t.CXXIV,n°2953)que  cette  comète  a  passé 
très  près  de  Jupiter  en  1875,  qu'elle  a  éprouvé  de  ce  fait  des  perturbations  con- 
sidérables, et  qu'antérieurement  elle  décrivait  une  ellipse  de  distance  périhélie 
2,55,  assez  grande  pour  avoir  empêché  la  comète  d'être  visible.  D'Arrest  a 
montré  de  même  (Astron.  Nachr.,  t.  XLl,  n°  1087)  qu'en  1842  la  comète  de 
Brorsen  a  beaucoup  approché  de  Jupiter,  et  qu'antérieurement  sa  distance  pé- 
rihélie était  i,5o,  plus  du  double  de  ce  qu'elle  a  été  ensuite.  On  est  ainsi 
amené  à  penser  que  les  comètes  dont  il  s'agit  se  meuvent  dans  leurs  orbites  ac- 
tuelles à  la  suite  de  grandes  perturbations  provenant  de  Jupiter,  qui  les  aura 
ainsi  capturées.  Cette  action  perturbatrice  pourra  s'exercer  dans  l'avenir  dans  des 
conditions  telles  que  les  distances  périhélies  après  la  perturbation  soient  assez 
grandes  pour  que  ces  astres  deviennent  de  nouveau  invisibles.  L'étude  des 
grandes  perturbations  des  comètes  par  Jupiter  est  donc  extrêmement  intéres- 
sante; mais  elle  doit  être  appuyée  dans  chaque  cas  sur  des  calculs  numériques 
précis,  et  généralement  fort  longs.  J'ai  tenté  une  recherche  analytique  dans  un 
cas  spécial,  celui  où  la  comète  décrivait  d'abord  une  parabole,  et  je  vais  donner 
ici  un  abrégé  des  résultats  auxquels  je  suis  arrivé  (Bulletin  astron.,  t.  VI,  p.  241). 

87.  Capture  des  comètes  paraboliques.—  Commençons  par  l'examen  d'un 
cas  particulier  que  l'on  peut  traiter  bien  simplement  avec  le  seul  secours  de 
la  formule  élémentaire 

(i3)  ç^  =  k^(?i-l 

Soient,  à  un  moment  donné,  S  et  J  les  positions  du  Soleil  et  de  Jupiter;  je 
considère  une  comète  parabolique  en  Mq,  au  moment  où  elle  pénètre  dans  la 
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sphère  d'activité  de  rayon  JM„  =  p;  je  suppose  que  l'angle  SJMo  soit  droit,  et 
que  la  vitesse  initiale  ^o  de  la  comète  soit  dirigée  suivant  le  rayon  MoJ,  ou  plutôt 
fasse  avec  ce  rayon  un  angle  très  petit.  La  vitesse  v^  pourra  être  calculée  par  la 
formule  (i3),  dans  laquelle  il  sera  permis  de  prendre 

a  z=  oOf         r  :=  SMfl  =  SJ  =  r', 

ce  qui  donnera 

Si,  pour  simplifier,  on  fait  abstraction  de  l'excentricité  de  l'orbite  de  Jupiter, 
sa  vitesse  i\  sera  dirigée  suivant  le  prolongement  de  Mo  J  et  aura  pour  valeur 

\/r' 

Dans  le  mouvement  relatif  autour  de  Jupiter,  la  vitesse  V  aura  pour  valeur 
initiale 


V„ 


7r~' 


VA- 

et  la  formule 

(i4)  Y^  =  khn'(^^-1- 

dans  laquelle  R  et  A  désignent  la  distance  à  Jupiter  et  le  demi  grand  axe  de 
l'orbite  relative,  donnera,  pour  R  =  p  et  V  =  V^, 

m'  ^^  ^    r  A 

Le  premier  membre  de  cette  équation  se  réduit  à  ii,i,  quand  on  y  remplace 
— ,  et  -2;  par  1047  et  0,062.  On  aura  donc,  à  très  peu  près, 


A=- 


cette  expression  du  demi  grand  axe  étant  négative,  l'orbite  jovicentrique  est 
une  hyperbole  qui  s'écartera  d'ailleurs  fort  peu  du  rayon  JMo,  d'un  côté  pendant 
la  première  partie  du  mouvement,  de  l'autre  durant  la  seconde.  La  comète  sor- 
tira de  la  sphère  d'activité  très  près  du  point  M,,,  et,  puisque  la  distance  R  est 
encore  égale  à  p,  sa  vitesse  V,,  calculée  par  la  formule  (i4).  sera  égale  en  valeur 
absolue  à  Vo,  mais  de  sens  contraire.  On  aura  donc 

V  -  /r  ^  ~  V^ 
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Il  ne  reste  plus  qu'à  combiner  cette  vitesse  relative  V,  avec  pj,,  pour  avoir  la 
vitesse  absolue  t^,  à  la  sortie;  on  trouvera  donc 

2  —  v/2 

«',  =  k  — — ;-  . 

Si  l'on  remplace,  dans  la  formule  (i3),  v  par(^,,  rpar  r ,  et  a  par  a^,  on  aura, 
pour  déterminer  le  demi  grand  axe  «,  de  l'orbite  elliptique  de  la  comète  après 
sa  grande  perturbation. 


d'où 

4 


-r' -^=5, 20^=3, ,4; 


c'est  le  nombre  qui  répond  à  la  comète  de  Brorsen  ou  à  celle  de  Winneckc. 

On  voit  donc  que,  dans  des  conditions  déterminées,  très  spéciales,  il  est  vrai, 
Jupiter  peut  jouer  le  rôle  prévu  dans  la  transformation  des  orbites  des  comètes. 
Inversement,  cette  planète  peut  défaire  son  œuvre  dans  la  suite  et,  dans  une 
seconde  rencontre,  restituer  à  l'orbite  sa  forme  parabolique.  Pour  s'en  con- 
vaincre, il  suffit  de  remarquer  que,  quand,  après  un  certain  nombre  de  révolu- 
tions, la  comète  arrivera  à  passer  de  nouveau  près  de  la  sphère  d'activité,  sa 
vitesse  sera  plus  petite  que  celle  de  Jupiter,  parce  que  l'on  a  <2,  <</'.  C'est  la 
sphère  qui  marchera  celte  fois  à  la  rencontre  de  la  comète;  à  l'entrée,  la  vitesse 
absolue  est 


V? 


1    2  —  y/a 


la  vitesse  relative  a  pour  valeurs,  k  ^-—~-  à  l'entrée,  k  —-— .-^  à  la  sortie,  et,  en 

\J  r'  \lr' 

la  combinant  avec  la  vitesse  de  Jupiter,  on  retrouve  k  \J -,•>  la  vitesse  parabo- 
lique. 

Il  y  a  lieu  de  penser  que  l'on  pourra  obtenir  les  valeurs  de  «,  qui  conviennent 
aux  comètes  périodiques  du  groupe  de  Jupiter,  en  prenant  pour  le  point  Mo,  sur 
la  surface  de  la  sphère  d'activité,  une  série  de  positions  moins  exceptionnelles 
que  celle  considérée  précédemment.  Il  en  résultera  une  augmentation  des 
chances  pour  que  les  perturbations  de  Jupiter  produisent  le  changement  requis  ; 
mais,  pour  aborder  le  cas  général,  il  faut  avoir  recours  au  calcul. 

88.  Je  continuerai  à  faire  abstraction  de  l'excentricité  de  Jupiter,  et  je  suppo- 
serai que  la  comète  et  la  planète  se  meuvent  dans  le  même  plan. 
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Soit  i^fi^.  7)  llo  l'angle  que  fait  la  vitesse  relative  V,,  de  la  comète  avec  le 
rayon  vecteur  JMo  mené  de  Jupiter  au  point  Mo  où  la  comète  pénètre  dans  la 


Fig.  7. 


sphère  d'activité.  Représentons  par  X,  Y,  R,  0  les  coordonnées  jovicentriques, 
rectangulaires  ou  polaires,  de  la  comète.  A  l'entrée  dans  la  sphère,  en  M^,  on 
aura 

R  =  p,         0  =  00, 

à  la  sortie,  en  M,, 

R  =  p,        0  =  0,. 

Les  formules  bien  connues  (T.  I,  Chap.  VI)  donneront  les  relations  suivantes, 
pour  calculer  les  éléments  P,  E,  Il  de  l'orbite  jovicentrique  (paramètre,  excen- 
tricité, longitude  du  périjove). 


(i5) 


P  =  -fi^p*sin'Ho, 


E  sin(0o  — II)  =  T^-2-7  p  sinHoCOsHo, 
A""  m 


E  cos (00  -  H)  --=  ^  p  sin* Ho  -  i . 
On  a  ensuite 

^JMo=  — 00,        AJMo=n-0„        AJM,  =  0.  -  n  =  A.IMo, 


d'où 

(16) 

puis, 


0oH-0,  =  2n; 


X  =  Rcos0,        Y  =  Rsiri0,        R 


T.  -  IV. 


i  +  Ecos(0  — 11) 


27 


2IO 
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On  en  déduit  sans  peine  pour  les  valeurs  de  -^  et  de  -^  aux  points  Mo  et  M<, 


dt 


(17) 


d\\  k\/m'  ,   .     „        -n    •    TTx  V  c\ 

■^  )  = ^^- (sin0y  +  E  sinll),  Xo=:pcos0o, 

\~dtj~^      /^  (cosQo  +  EcosII),  Yo=psin0o» 

i-j-\= ^-y^  (sinGiH- E  sinll),  X,  =  pcos0i, 


dt), 


k  \hn 


V^P 


-- (cosGi  +  EcosII),        Yi  =  psin0i. 


On  pourrait  ramener  les  expressions  précédentes  à  ne  dépendre  que  de  p 
et  ©0»  si  l'on  remplaçait?,  E,  Il  et  0,  par  leurs  valeurs  (i5)  et  (16);  mais  nous 
ne  ferons  cette  substitution  qu'un  peu  plus  tard. 

^    Soient  ^  et  j  les  coordonnées  rectangulaires  héliocentriques  de  la  comète, 
r  et  /'  les  coordonnées  polaires  de  Jupiter;  on  aura 


dV 


dt  r'^r'' 

as  ■=  r'  cosl'  -\-X,        y  =  r'sin/'  +  Y, 


Cleo  i    I    •     11        ^  -^ 

— ;-  =  —  n'  r  sin  l  H t~ 

dt  dt 


dt  dt 


dx"^        dv^  /  dY 

^^  ^  «^        uj    =  V2  +  n'^  r'2  +  2  n'  r'     ^  cos  l' 


dt'-        dt 


\dt 


d\ 
dt 


s'inl' 


Si  l'on  désigne  par  /^  et  l\  les  valeurs  de  /'  qui  correspondent  aux   positions 
Mo  et  M,  de  la  comète,  et  si  l'on  remarque  que  V;  =  VJ,  on  trouvera 

On  a,  d'ailleurs, 
d'où 


i-?  =  A- 


«1         «n  V  /"n        r,  /  k^ 


et,  en  ayant  égard  à  la  formule  (18), 


I  I 

a,        ac 
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-jt)  '  '  •  '  pai'  leurs  valeurs  (17),  on  trouvera 
d'où,  en  remplaçant  0,  par  sa  valeur  (i<3). 


(19) 


l[  —  /^,  mouvement  de  Jupiter  durant  le  passage  de  la  comète  dans  la  sphère 
d'activité,  est  une  petite  quantité  dont  on  ne  pourra  tenir  compte  qu'après  une 
première  approximation.  On  est  ainsi  conduit  à  prendre  comme  base  des  cal- 
culs, dans  cette  première  approximation,  les  formules  suivantes,  dans  lesquelles 
nous  avons  supposé  en  outre  a^  =  qo,  c'est-à-dire  l'orbite  initiale  parabolique, 

(20)  7^-=  S, 

/ nr'  A"' 

(21)  Sr=4/-p-sin(C-n)sin(0o-n). 

Il  sera  facile  de  tenir  compte  ultérieurement  des  termes  qui  viennent  d'être 
négligés. 

89.   Posons 

(22)  l=^s/r', 

(^3)  P=^,£,^64,9, 

(24)  cpo=/;  — 00. 

On  voit  que  ^q  est  l'angle  formé  par  le  prolongement  du  rayon  SJ  avec  JM^. 
En  vertu  des  relations  précédentes,  les  formules  (i5)  deviendront 

(25)  -n- 


(26) 


-=[3X2sin«Ho, 
P 


E  sin  (©0  —  n)  =r  (3X«  sin  Ho  cos H„, 
E cos(eo  —  H)  =  pX*  sin*Ho  —  i. 
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Après  quoi  les  formules  (21),  (24)  et  (26)  donneront  successivement 

S  =  y/ -p- sin(cpo  +  ©0  -  n)  sin (00  -  H), 

S  =  — p^ — ^  [Ecos(0o  — H)  sin9o+E  sin(0o'— II)  coscpo], 
.     .  c  1        TT    (ï  —  SX'^sin^Hfl)  sincpo — SX^  sinH„cosHoCosa)o 

(27)  D  rz: — ACOSilo  — — T r —' 

i  +  [3^XM  i-gliJsin^Ho 

Si  nous  représentons  par  90°+  a'  l'angle  que  fait  la  vitesse  absolue  en  M^ 
avec  le  prolongement  de  SJ,  nous  aurons 

i  VoCOsHo=— ('oSin(9o  +  '7')+ (^'sincpo, 
(20  )  \ 

(  Vo  sinHo=+  ('oCos(9o+<3'')  —  t^'coscpo; 

d'où,  en  faisant 


et  ayant  égard  aux  valeurs  de  Pq  ^t  v'  données  plus  haut, 

(3o) 


(  ?iCOsHo=      sin  9o— ^sin  (90+ 0-'), 
(  XsinHo  =  — COS90+ ^cos(9o+ c'), 

(3l)  r-=rl  +  /■-—  2/cOSOr'. 


Dans  notre  première  approximation,  nous  pourrons  supposer  ro= ''  dans  la 
formule  (29),  ce  qui  nous  donnera 

(32)  l  —  s[l. 

L'expression  (27)  de  S  dépendra  donc  seulement  de  deux  quantités  variables 
suivant  les  circonstances  de  la  rencontre  de  la  comète  avec  la  surface  de  la 
sphère  d'activité,  par  exemple  de  cp^  et  a'  qui  déterminent  la  position  du  point 
de  rencontre  et  la  direction  de  la  vitesse  initiale  absolue. 

90.  Simplification  de  S.  —  Il  est  possible  de  remplacer  l'expression  (27) 
par  une  autre  beaucoup  plus  simple.  Je  remarque  d'abord  que,  d'après  la  for- 
mule (20),  si  l'on  veut  obtenir  pour  a,  le  demi  grand  axe  de  l'une  quelconque 
des  comètes  périodiques  en  question,  quelque  chose  comme  3  ou  4>  il  faut  que 
S  soit  voisin  de  o,3  ou  deo,4;  donc  pas  trop  petit.  Or,  ^  =  64,9  est  assez  grand; 
\^  est  au  moins  égal  à 

(^  —  i)^=  {sji  —  i)2=r  ^-—  environ; 

b  ,  O 
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PX^  est  donc  au  moins  égal  à  12.  Il  faut  que  le  dénominateur  de  l'expression 
(27)  de  S  ne  soit  pas  trop  grand;  sin^H„  doit  donc  être  petit. 

En  résolvant  les  équations  (3o)  par  rapport  à  sinç,,  et  cosço.  on  trouve 

Xsin  9o  =  —  (/cost'  — i)  cosllo  —  /sina'sinHo, 
>.cos9o  =  —  /sino-'cosHo  H-  (Icosa'  —  i)  sinlïo, 

OU  bien,  ces  expressions  approchées,  en  remplaçant  cosHo  par  —  i , 

(  Xsin  9o=  ^cosa'— I  — /sina' sinlïo, 


(33) 


(  Xcos^o— 'sina'        +  (/coso-'— i)  sinHo- 


La  formule  (27)  donnera  ensuite,  en  gardant  sin^Hp  seulement  dans  les 
termes  multipliés  par  p, 

S  —  À  (^  ~  pX^sin^Hp)  sin(po+  (S^^sinHoCosyp 

On  est  amené  à  poser 

(34)  u  =  ^l^^  i-^^sinHo, 

et  il  en  résulte 

I 

(i  H- a^)  S  = /cosa' — i  -h  ulsina' 


OU  plus  simplement,  d'après  ce  que  l'on  a  dit  de  la  grandeur  de  |3X^, 

(35)  S= ^-, 

Cette  expression  très  simple  donne  S,  et  par  suite  a^  en  fonction  des  deux 
paramètres  indépendants  a'  etw.  Si  l'on  fait  a'=  o,  w  =  o,  00  trouve 

S  =  /  — 1=^/2  —  I  ; 
c  est  la  solution  que  nous  avons  recherchée  plus  haut  (page  208).  On  a 


(36)  E  =  v^7T«^, 

ce  qui  donne  une  représentation  de  u.  Il  est  facile  de  voir  comment  varie  S.  On 
a  d'abord,  quand  a'  varie,  le  maximum 

„        iJl  -\-  u^  —  \  ^  , 

St=z -^ 5 —     pour    tangff'znw. 


2l4 

On  a  ensuite 

cette  dérivée  s'annule  pour 
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du  ~  "    {i  +  iây    ' 


et  le  maximum  maximorum  est 


"-"=/^-'  =  '' 


S, 


il  répond  donc  à  m  =  i  et  a'  =  4^".  H  en  résulterait 


r' 

4<^i 


-=2,6. 
2 


Comme  le  rayon  vecteur  du  point  M,  diffère  peu  de  r' ,  on  voit  que  l'excentri- 
cité de  l'ellipse  doit  être  presque  égale  à  i.  Ce  cas,  qui  ne  s'est  pas  présenté 
jusqu'ici,  serait  donc  celui  d'une  comète  ayant  une  distance  périhélie  extrême- 
ment petite,  en  même  temps  qu'un  grand  axe  fini,  et  même  peu  considérable. 


Fig.  8. 


Quoi  qu'il  en  soit,  on  voit  que  la  fonction  S  peut  arriver  à  avoir  des  valeurs 
un  peu  supérieures  à  v/2  —  i ,  entre  o,4i4  et  o,5  ;  il  en  résulterait  donc  des  va- 
leurs de  a,  notablement  <3,i4.  Dans  le  Tableau  de  la  page  2o5,  la  comète 
d'Encke  est  la  seule  qui  resterait  en  dehors. 

Cherchons  maintenant  la  valeur  de  e^ .  La  formule  (i  i)  donne  ici 


Or,  sur  la  parabole  initiale,  on  a,  par  une  propriété  bien  connue. 


Po 


on  peut  écrire 


2sin2SMoC       2cosH(7'  +  £o)' 
yOo=  ar'cos^o-', 


et  il  vient 
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d'où 

(87)  V^i —e^  =  2^/8  (y/a  coso-'— 2S). 

On  pourra  trouver  ainsi  e^  ;  il  faudra  toutefois  que  la  valeur  de  cosa'  tirée  de 
l'équation  précédente,  ou  bien  de 

V^i  — e.-  =  i/—  (  v/acoso-' | 

soit  inférieure  à  i .  Cela  donne  une  limite  inférieure  de  e,.  On  trouve  ainsi 

pour  <7i  =  3 ,0 e,  >  0,69 

»      «1  =  3,2 Cl  >  0,64 

»      «1=3,4 6'i>o,6o 

»      «1=3,6 ei>o,56 

»      «1  =  3,8 e]>o,52 

91.  Nous  renvoyons  au  Mémoire  déjà  cité  de  M.  Callandreau  pour  l'examen  de 
plusieurs  questions  intéressantes,  et  aussi  à  un  travail  important  de  M.  A.  New- 
ton, on  the  Capture  of  Cornets  by  Planets,  especïally  their  capture  hy  Jupiter  (^Me- 
moirs  of  the  National  Academy  of  Sciences,  Washington,  t.  VI).  Nous  nous 
bornerons  à  déduire  de  ce  qui  précède  la  formule  qui  sert  de  base  aux  re- 
cherches de  M.  Newton. 

Les  équations  (20)  et  (21),  combinées  avec  la  première  des  formules  (i5), 
donnent 

^      '  «1—^0    f^    4m'sin(/;-n)siii(t)„— II)* 

Posons 

i(^'= -=:j  psinHo=A, 

sjr' 
90°  +  /;  -  n = ^,      00  -  n  =  w.,, 

la  formule  (38)  deviendra 

,,. VqA 

^^   '  ""*-      4'n'i''sinWoCos4.' 

Vo  et  (^'  désignent  la  vitesse  relative  initiale  et  la  vitesse  de  Jupiter;  d'après  les 
relations  (39),  <^  est  l'angle  que  fait  l'axe  transverse  de  l'hyperbole  avec  la  di- 
rection de  la  vitesse  de  Jupiter;  A  est  la  distance  du  point  J  à  la  vitesse  relative 
Vo,  et  enfin  W„  est  l'angle  du  rayon  JM„  avec  l'axe  transverse.  Comme  le  point  Mo 
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est  assez  éloigné  de  J,  la  tangente  à  l'hyperbole  en  ce  point  peut  être  confondue 
avec  l'asymptote.  On  peut  donc  dire  que  W^,  et  A  désignent  l'angle  de  l'axe  trans- 
verse avec  l'une  des  asymptotes,  et  la  perpendiculaire  abaissée  de  la  planète  sur 
l'asymptote.  Sous  cette  forme,  la  formule  (4o)  est  identique  à  celle  qui  fait  la 
base  du  Mémoire  de  M.  Newton. 

Ce  Mémoire  contient  beaucoup  de  résultats  curieux,  entre  autres  le  suivant, 
que  nous  nous  bornerons  à  mentionner  : 

«  Si,  dans  un  certain  intervalle  de  temps,  un  milliard  de  comètes  arrivent, 
sur  des  orbites  paraboliques,  à  être  plus  rapprochées  du  Soleil  que  Jupiter, 
126  d'entre  elles  seront  transformées  en  des  ellipses  pour  lesquelles  la  durée  T 

de  révolution  sera  moindre  que-T',  la  demi-durée  de  révolution  de  Jupiter; 

3 
pour  839,  on  aura  T<T';  pour  1701,  T«<-T',  et  enfin,  pour  2670,  on  aura 

T<2T'.   )) 

On  voit  que  la  probabilité  est  bien  faible  pour  qu'une  orbite  parabolique  soit 
changée  en  un  coup  par  Jupiter  dans  l'une  des  orbites  elliptiques  des  comètes 
considérées. 

Au  surplus,  ce  qui  s'est  passé,  d'après  des  calculs  rigoureux,  pour  les  comètes 
de  Lexell,  de  Brorsen  et  de  Wolf,  montre  que  c'est  une  orbite  déjà  elliptique 
qui  a  été  transformée  en  une  autre  moins  allongée;  l'action  finale  de  Jupiter  sur 
une  comète  parabolique  peut  résulter  de  plusieurs  approches. 
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CHAPITRE    XIII. 

liNFLUENCE   D'UN   MILIEU   RÉSISTANT    SUR   LES   MOUVEMENTS 
DES    PLANÈTES   ET  DES    COMÈTES. 


92.  Imaginons  un  fluide  répandu  autour  du  Soleil,  et  qui  oppose  une  certaine 
résistance  aux  mouvements  des  planètes  et  des  comètes.  Il  en  résultera  donc 
une  force  dirigée  suivant  la  tangente  de  l'orbite,  mais  en  sens  contraire  du 
mouvement.  Cette  résistance  sera  supposée  proportionnelle  à  la  surface  S  de 
la  section  faite  dans  la  planète  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  vitesse,  pro- 
portionnelle aussi  à  la  densité  p  du  milieu,  et  à  une  certaine  fonction  de  la 
vitesse  V.  Quand  on  la  rapportera  à  l'unité  de  masse,  on  devra  mettre  en  divi- 
seur la  masse  m  du  corps  considéré.  On  pourra  donc  écrire,  en  désignant  par  /. 
une  constante 


X 


Rr=-  SpF(V). 


tn 


La  résistance  totale  sera  mR.  Admettons  que  la  densité  ne  dépende  que  de 
la  distance  au  Soleil;  nous  aurons 


(0  R  =  AF(V)^(/-),         P  =  ^(0, 


S 

/  -  ■ 

m 


Il  s'agit  de  trouver  l'influence  de  cette  force  sur  le  mouvement  du  corps.  Pour 
y  arriver,  nous  aurons  recours  à  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires, et  nous  emploierons  les  formules  (A)  de  la  page  433  de  notre  lOiiii'  I, 
dans  lesquelles  nous  devrons  supposer  W  =  o,  car  la  force  pcrtm  haliice  R  est 
toujours  dirigée  dans  le  plan  de  l'orbite;  il  en  résultera  d'abord 


ch  dO 

dï  =  '''  di^''' 


ainsi,  le  nœud  et  l'inclinaison  restent  constants,  ce  qui  était  à  prévoir. 

On  devra  remplacer  ensuite /m' S  et /m'T  par  S,  etT,,  en  désignant  par  S.  otT, 
T.  —  IV.  •  -'^ 


-      2l8 
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les  projections  de  R  sur  le  rayon  vecteur  et  sur  la  perpendiculaire  au  rayon  vec- 
teur, ce  qui  donnera,  en  mettant  pour/(i  h-  m)  sa  valeur  /^^a^ 


da 

dt        n\J  i  —  e 


z=: [Siesin«^-+-Ti(n-ecos^p)], 


dt  na       L  V 


cosw 


coscp  +  e 
I  -H  ecoswp- 


dxs  \]  \  — 


dt 


na       |_ 


S,COSM^  +  T,  (  I  -4- 


j 


dt 


Si 


I  4-  ecoswp' 


%Vt\W     -, 


dt  iiaP-     *        i+^|_e2    «ff 


On  trouve  aisément 
S,  =  -R 


esinw 


\/T+  e^  H-  2  e  cos  w 


T,=-R 


I  4-  ecosw 


y/ 1  +  e^  + 


aecosw 


de  sorte  qu'il  vient 


da 
Tt 


2R 


y/i  -h  e^  +  2ecos«% 


«  y/i  —  e^ 
de  2Ry/i  —  e-  C0S(^  +  e 


(2) 


dt 

^  _   2R 

dt  n 


sj i  -\-  e^  -{-  2 e  cosM^ 


(i-e^r 


\ 


V^ I  4-  e"^  4-  2  e  cosw 

</5J 2Ry/i  —  e'^  sinw 

'^'^         V  I  4- e^  4- 2ecosiv 


J^ 


P  désigne  le  paramètre  =  a(i  —  e^);  nous  ne  nous  occuperons  plus  des  pertur- 
bations de  £,  parce  qu'elles  sont  moins  importantes,  et  d'ailleurs  faciles  à  cal- 
culer. 

On  doit  remplacer,  dans  les  formules  (2),  R  par  sa  valeur  (i). 


(3) 


(  R  =  AF(V)4^(r),  r 

A 


I  4-  e  cos  w 


V=  — =  y/i  4-  e*  4-  2ecos(v, 


et,  dans  les  seconds  membres,  on  considérera  les  éléments  du  mouvement  ellip- 
tique comme  des  constantes. 

On  voit  que  ^  est  constamment  négatif  et  reprend  les  mêmes  valeurs  quand 
on  repasse  par  la  même  anomalie  vraie  w,  dans  les  révolutions  successives. 


INFLUENCE    D  UN   MILIEU    RÉSISTANT.  219 

Donc  a  diminue  sans  cesse,  et  de  la  même  quantité  dans  chaque  révolution; 
n  augmentera  toujours, etproportionnellement  au  nombre  de  révolutions  accom- 
plies; il  y  aura  donc  une  accélération  séculaire  du  moyen  mouvement.  Il  y  aura 
aussi  une  diminution  séculaire  du  paramètre;  mais  on  ne  peut  pas  se  prononcer 
a  priori  pour  l'excentricité,  parce  que  le  facteur  cosm^^  H-e,  qui  figure  dans  l'ex- 
pression de  ^j  est  tantôt  positif  et  tantôt  négatif. 

93.  Nous  faisons  maintenant  l'hypothèse  que  les  fonctions  F(V)  et  'j/(r)  sont 
proportionnelles  à  des  puissances  de  V  et  de  r, 

(4)  F(V)=rV^       ^(0  =  p/      ^  =  ''yi- 

Il  vient  alors 

\  da  ih     ,  ,  ,  V/'-' 

-  -7-  = ï  (i  -|-e^4-  2ec0SM^)  ---■> 

a  dt  I  —  e'-  '    r'i 

,       de  yp-^ 

(5)  {        -7-  =:— 2/<(C0S(V+ e) , 

^      dt  r'i 

dvs  ,    .        Yp-^ 

e  — j- = — aAsinw' • 

dt  r'i 

II  y  a  lieu  de  remplacer  r  et  V  par  leurs  valeurs  (3),  et  de  prendre  w  pour 
variable  indépendante,  en  remplaçant  6^^  par 

/■^  dw 

On  trouve  ainsi 

\  da  2  A'  ;  ,  ^' ,  .      ., 

— 7-= -r  (i  H- e-+ 2ecos(^')  ^    (i  4-ecos<v)'7--, 

a  dw  I  —  t- 

de  ^=^ 

-Y- = — 2/i'(cosw  H- e)(  iH- e^H- 2ecosw)  ^    (i -hecosHP')'^'"', 


(6) 


e -r- ■=L — 2A'sm^v(i  +  e- H- 2e  cos(^)   "    (i  H- ecosiv)"?--, 

dw  ^ 

kP-^ 
h'  — h— 


p-2 


On  pourrait  songer  aussi  à  prendre  pour  variable  indépendante  l'anomalie 
excentrique  u\  en  employant  les  formules 


/•  =  «(c  —  ecos«)> 
ces  M  —  e 


k       I  \  -f-ec<)S« 


ces  w  = 


I  —  ecosa 


,        1  —  e  cos  II   , 

dt  = r  du , 

n 


2'20 
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on  trouverait  aisément 

I    da 

2  A" 

(i^ecosa)   2 

a  du 

1  —  e^ 

n-l 

(i  —  ecosa)    ^ 

de 
du 

—  ih"  cos« 

(H-ecos?0  ^ 

(l)                                     1 

(i  —  ecosfi)  ^ 

\J  f 

da 

2  h" 

(i  4-  ecos^O  ^ 

■y  i  —  e- 

(i  —  ecos^O 

A"=:A(i  — e^)  — 


A"/'-2 


Mais  ces  formules  (7)  sont  moins  avantageuses  que  les  précédentes. 

On  voit  que  l'expression  (6)  de  -r-  prend  des  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires  quand  w  se  change  en  271  —  tp  ;  donc,  au  bout  d'une  révolution,  cr  re- 
prend sa  valeur  primitive.  Ainsi,  la  longitude  du  périhélie  n'a  pas  d'inégalité 
séculaire,  mais  seulement  des  inégalités  périodiques. 

On  a,  maintenant,  ce  développement  toujours  convergent 

£-1 
(8)        (iH- e^  H- aecostv)  ^    (i -t- ecost^^)'!'-^  =  Aq  +  Ai  cosf^t' +  A2  C0S2(P  +  . . . , 

OÙ  les  coefficients  Ao  et  A,  peuvent  être  représentés  par  les  expressions 


(9) 


p-r 


I +e^  +  2ecos^v)   "-   {\ -\- eo.Q'àwY-'^dw^ 


J,,U  p— 1 

I  — 

'     (i  4-e^4-2ecos^p)  ^  (1  + ecospp)'?~^cosw^<:/wp'. 
n 


Les  formules  (6)  donnent  ensuite 

-j^  = \  j  Ao(i  -he^)  +Aie+  [Ai(n-e2)  +  2eAo  +  eA^]  cosw' +  . .  .(  , 

aw  1  —  e-  ^ 


dw 
de 
dw 


=  —  2  A'    AoCH-  -  Al  +  (  Ao  +  eAi  +  -  A2  j  cos<v  +  . . .    ; 


d'où,  en  intégrant, 
2  a  A' 


I  — e^ 


[Ao(i  +  e-)  +  Aiejtp, 
la  h' 


§e  =  —  2  /z'  (  Ao  e  +  -  Al  )  tr . 


[Ai(i  H-  e^)  4-  2eAo  +  eA2]  sinw  — . . ., 


ôifi  =  —  2 A'  (  Ao  +  eAi  H —  A2  )  sinw  —  . 
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§,a  et  S,e  représentant  les  inégalités  périodiques  que  nous  laisserons  de  côté; 
Ba  et  Se  sont  les  inégalités  séculaires,  dans  lesquelles  nous  pourrons  remplacer 
w  par  nt,  ce  qui  nous  donnera 

—  = :,  [Ao{i +  6^) -h  Aie]  nt, 

a  I  —  e-  ^  '   j      ' 

(10) 

àe  —  —  2/t'(Aoe+  -  A,)  ni. 

La  première  des  formules  (9)  montre  que  Ao  est  essentiellement  positif;  la 
seconde  donne,  à  l'aide  d'une  intégration  par  parties, 

le  r^  ^^ 

Ai=:—    /     (i  4- e'4- 2ecostv)  2    {y -\- eco^w)i-^[{p  —  ï){\ -\- eco%w) 

H-  (7  —  2)(n-  6^+  2ecosw)]  %\n*wdw. 
Cette  expression  est  essentiellement  positive  si  l'on  a  simultanément 

donc  alors,  d'après  (10),  Be  est  essentiellement  négatif;  l'excentricité  diminue 
sans  cesse. 

94.  Cas  des  orbites  peu  excentriques.  —  Développons  les  expressions  (9) 
de  Ao  et  A,  en  négligeant  e^;  nous  aurons 

(i  +  e^4- 2ecos<ï')  ^    =  I -h  (/>  —  i)ecosp^'; 

Nous  en  tirerons  aisément 

Ao  =  I , 

Al  =  (/?  +  7  —  3)e, 

—  =  —  ih'nt,  de  z=  —  h' nt{p-\-  q  —  i)e. 

On  n'a  pas  reconnu,  dans  le  mouvement  de  la  Terre,  ni  dans  les  mouvements 
des  planètes,  la  moindre  accélération  séculaire;  mais  il  n'en  est  pas  de  même 
pour  les  comètes,  ou  du  moins  pour  l'une  d'entre  elles,  la  comète  d'Encke. 

95.  Cas  des  comètes.  —  On  ne  peut  plus  employer  dans  ce  cas  les  déve- 
loppements suivant  les  puissances  de  l'excentricité.  On  est  réduit  à  faire  des 
hypothèses  sur  les  exposants  p  et  q,  et  à  calculer  les  valeurs  correspondantes 
des  quantités  Ao  et  A,  par  les  formules  (9). 


222  CHAPITRE    XIII. 

Avant  de  procéder  au  développement  de  ces  hypothèses,  calculons  —  et  S(p, 
en  faisant  e  =  sincp.  Les  formules  (lo)  nous  donneront 

dn  3  A'    r  .    ,  „,        ,      , 

h' 

do  = ('-^  Aoe  H-  Al)  nt, 

^  COScp 

_  3Ô9 
ces  9     ^  ' 

^  A.(,-.)-A, 

Ai  +  2Aoe  ' 

J'ai  calculé  les  valeurs  de  Epq  pour  diverses  valeurs  entières  et  positives  de  p 
et  de  ^  —  2.  Lorsque  p  est  impair,  les  expressions  (9)  de  A^  et  A<  sont  des 
fonctions  entières  de  e,  que  l'on  calcule  sans  peine.  Lorsque/?  est  pair,  A^  et  A, 
s'expriment  à  l'aide  des  intégrales  elliptiques  complètes  de  première  et  de 
seconde  espèce,  relatives  au  module  e.  Je  vais  donner  quelques  indications  sur 
le  calcul,  lorsque  /?  =  2  et  ^  =  2. 

On  a  alors 

ce  qui  est  l'hypothèse  d'Encke.  On  trouve,  en  introduisant  d'abord  l'anomalie 
vraie,  puis  l'anomalie  excentrique, 


d'où 

(lO 

en 
n 

en  faisant 

- 

(12) 

Hp 

.7  — 

Aç 

2Aoe  +  Al 

{i  —  e'-y-     r"   (i  +  ecos«)* 
/q      (1  —  e^cos"^a)^ 


2   r"^  A 

Ai-h2Aoez=—  /     (1  + e^-h  2ecosw)^  (C0SPV4- e)^/^^ 

2(1  —  e^)2      /^"cosa  (i  +  ecos. 

'^         Jo         (i  — e^cos^a) 


—  du. 

'Y 


On  peut  ne  garder  que  les  puissances  paires  de  cosm,  et  remplacer  ensuite  u 
par  90°  —  u\  il  vient 

■K 

Ao(i  +  e2)  +  A,e=-^-^^ — -j ^5 ^  ^"' 

,            ,            4(i  —  e-)-    Z*^  3esin-w  H- e^  sin*M   , 
Ai+2Aoe==  ^^-^^ ^  /     irz du. 
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On  peut  remplacer  e'^sin'^M  par  i  —  A%  et  les  expressions  précédentes  de- 
viennent 

Or,  la  formule  générale 

—  IL 

donne 


'    du 


0 


A  du. 


rdu_ \__  r 

l     A3-7_e-j„ 


r^  du      1    1  —  e^    r^-     ,  I        c^ 


Si  Ton  représente  par  F,  et  E,  les  intégrales  complètes  de  première  et  de 
seconde  espèce, 


■rt 
ùidu. 


on  trouve  sans  peine 

Ao(n- e^)  H- Aie  =  2  IÇl^  Tsi^E,- (5  +  3e2)Fj, 
oTT      [_    I  —  e'  J 

TT     _  1      8(i-+-e^)E,-(i-e^)(5  +  3e')F, 
"2,2-  2  ^  (,  ^_  ^  g2)  E, _  (,  _  e^)  (  I  +  3e*)  F,  ■ 

J'ai  supposé  e  =  o,85,  ce  qui  est  voisin  de  l'excentricité  de  la  comète  d'Encke, 
et  en  entrant  dans  les  Tables  de  Legendre  avec  l'argument  0  =  arcsino,85,  j'ai 
trouvé 

F,=r  2,10995,  £1=1,22810,  112,2=0,97. 

Cela  posé,  voici  les  valeurs  que  j'ai  obtenues  : 

II,, =  1,01,  H2,2  =  o,97,  H3,2=o,95,  H4,j  =  o,94,  Hs,2=o,94, 
Hi,s=o,96,  112,3=0,96,  113,3  =  0,94,  H4.3=Oj94.  Hï,s=o,93. 
Hi,4  =  o,94,        Hî,4  =  o,94,        H3,4  =  o,93, 
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On  voit  que  ces  valeurs  sont  assez  peu  différentes  les  unes  des  autres.  Il  est 
facile  d'indiquer  la  raison  de  ce  fait.  On  a,  en  effet,  d'après  les  formules  (9)  et 

(i  +  e- H- 2(?cosiv')  2    {\  -\-  e  co?,u')'r-'^  chv 

n 


ip,q ^       ^  p_i 


Je  '^ 

'     (i  +  e^+ 2ecos«')  2    {1  + eQ,0'&w)'J-^{iecQ's,w->r'2e^)dw 

Or, 

2e  costp^  4-  2  6^=:  I  H-  2ecos(v  H-  e^  —  (i  —  e^); 
il  en  résulte 


H 


P>1 ^Tï  p-1 

I     (  1  + 6^4- 2ecos(v)  2    (i  4- e  cosn')'7-2<^,p. 
i._(,_e2)!:^^- _ 

I    (1  + e^+ 2ecos(P')  2    (j  -^ecosw)'i-^  dw 


Je  pose 

(i3) 

I  4- e-f- 2ecosiï'            ^       14-ecosw 
I  4-  e^  4-  2  e                              I  4-  e 

et  il  vient 

H      -                          "^ 

/      f]    2     ^1-^diV 

j         I  —  e^    ^0 

(i_t_e)2     ^u    p+i 

/      Yî    '      Çï-^^ff- 
«^0 

(i4 

TT                    e(i4-e) 

"/>.'/-  i  +  e_(i_e)^^ 

(.5) 

pTZ      p-hl 
/       Yi     2      Çy-2^«; 

On  peut  calculer  par  quadratures  les  deux  intégrales  qui  figurent  dans  l'ex- 
pression de  a.  Soient 

Ço>        Su         •  .  •  ,       Çv-1 

les  valeurs  numériques  de  y]  et  de  ^  qui  correspondent  aux  valeurs 

o,  -,  ...,         (v_i)^(ie«^; 
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on  aura,  pour  valeur  approchée  de  la  première  intégrale 

/'  -  ' 
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r. 
—  \  I 

V 


y), - 


■=1 


Y}v 


2       >"/  -  2 


et  une  expression  analogue  pour  la  seconde  intégrale.  lien  résultera  cette  valeur 
approchée 


p-i 


(i6) 


I  +iri, 


cr- 


T^  ''v  -1  'v  — I 


p  +  t 
■^1         S,- 


p-hl 


Voici  les  données  numériques  qui  correspondent  au  cas  de  v  =  9, 


«'0  =  0,  Tio=  1,0000,  ^0=1,0000, 

«'1  =  20,  r^,  =  0,9701,  ^1  =  0,972  3, 

«'2=40.  Tj2  =  o,883  8,  ^2=  0,892  5, 

«'3=60,  r^s  =  0,7516,  ^3  =  0,770  3, 

(V4=8o,  T,4  =  o,589  5,  ^4=:  0,620  3, 

«^^=100,  7)3=0,4171,  ^5=  0,4608, 

«^6=  120,  rj6  =  o,2549,  ^6  =  o,3io8, 

«'7=l4o,  7)7=0,1228,  ^7=  0,188  6, 

(«'8=160,  •r,8=o,o36  5.  !;8=o,io8  8. 

On  trouvera,  par  exemple,  pour/?  =  2  et  y  =  /|,  les  valeurs  suivantes  : 

p-i  p+i 

»•  'n        -s,  •  'n        >»/  . 

0 1 , 000  O  I , 000  O 

1 o,93i  I  0,903  2 

2 0,7488  0,6618 

•  3 o,5i44  o,3866 

■4 0,2955  0,1866 

5 0,1371  0,0572 

6 0,0488  0,0124 

7 o,oi25  0,001  5 

8 o , 00 1  I  o , 000  i 

3,6893  3,2094 

d'où 

3,68q3  j.- 

a=  2-î — ^=  i,i56, 
3 , 2094 

après  quoi  la  formule  (i4)  donnera  H2,4  =  0,938. 

On  voit  que  les  premiers  éléments  des  deux  intégrales  sont  voisins  de  i  et  que 
les  derniers  sont  petits;  le  rapport  a  sera  donc  généralement  voisin  de  i,  mais 
>i,  car  les  éléments  de  l'intégrale  placée  en  dénominateur  sont  inférieurs  à 
ceux  de  l'intégrale  qui  figure  au  numérateur  de  a.  D'ailleurs,  dans  la  formule 
(i4),  0-  est  multiplié  par  1  —^  =  0,1  5,  quantié  relativement  petite.  Pour  de 
T.  -  IV.  29 
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grandes  valeurs  de  p  et  de  q,  on  aurait  très  sensiblement  cr  =  i ,  et,  en  vertu  de 
la  formule  (i4)» 


En  remarquant  que,  approximativement,  y]  =  (^  =  cos^— >  M.  Radau  trouve 
l'expression  très  approchée 


„  i  -\-  e        1  —  e  I  „  0,081 

H/>,7  =  — : ^  T^— :  TT-r-r:; — 7  —  0,923  ' 


On  voit  donc  que,  au  point  de  vue  de  la  représentation  des  observations,  on  ne 
gagnera  rien  à  augmenter  les  valeurs  de/?  et  de  q. 

96.  Voyons  maintenant  ce  que  les  observations  de  la  comète  d'Encke  nous 
ont  appris  au  sujet  du  milieu  résistant.  Les  calculs  de  V.  Asten  sur  les  appari- 
tions de  la  comète  entre  les  années  1819  et  i865  ont  montré  qu'en  une  révolu- 
tion le  moyen  mouvement  diurne  et  l'angle  'p  dont  le  sinus  =  e  éprouvent  les 
variations  suivantes  (^)  : 

ô«  =  H-o",io44,         Ô9  =  — 3",68±:o",i5. 
On  a  d'ailleurs 


)7o". 


9—57°  49'. 


L'équation  (i  i)  donnera  donc 


1  on 

^p,q  —  —    2  ces  9  -^ ; Y,    —0,971; 

d'après  l'erreur  probable  de  oç,  on  doit  s'attendre  à  voir  varier  H^,^  de  ±  ;^  de 

sa  valeur,  soit  de  ±  0,039.  ^^  pourrait  donc  avoir  des  valeurs  comprises  entre 
1,01  et  0,93.  L'examen  des  valeurs  de  H^^  données  à  la  page  223  montre  que  les 
valeurs  de  /?  et  de  ^  restent  presque  arbitraires.  La  valeur  absolue  de  §/i  ne 
donne  rien,  si  ce  n'est  la  grandeur  du  coefficient  h. 

De  i865  à  1871,  V.  Asten  a  trouvé  que  l'accélération  du  moyen  mouvement 
est  sensiblement  nulle;  les  nouveaux  calculs  de  M.  Backlund  donneraient, 
durant  cette  période, 

o",o6<ô/i<o",  I. 


(1)  II  résulte  de  là,  au  bout  du  temps  t,  t  étant  exprimé  en  jours,  l'inégalité 

H —  o".  I  G  î4  X  laoo  X  I )   =  -+-  <'>i",  4  ( I    J 

1  \\ 200 /  \  1 200 / 

dans  la  longitude  de  la  comète. 
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Il  y  a  donc  eu  là  un  changement  dont  la  cause  est  restée  inex[)li(iuée.  De 
1871  à  1881,  M.  Backlund  a  trouvé  une  certaine  valeur  de  on,  et  de  1881  à  1891, 
une  valeur  plus  petite  de  ~  environ.  La  résistance  a-t-elle  diminué  réellement? 

M.  Backlund  trouve  une  autre  explication  possible  dans  l'influence  des 
grandes  perturbations  de  la  comète  sur  la  résistance  elle-même;  mais  alors  il 
arrive  à  cette  conclusion  que  l'exposant  y  serait  négatif,  de  sorte  que,  toutes 
choses  égales  d'ailleurs,  la  résistance  augmenterait  avec  la  distance  au  Soleil. 
Mais  cela  est  bien  improbable,  car  alors  d'autres  comètes  périodiques  auraient 
dû  accuser  l'existence  du  milieu  résistant.  M.  Backlund  pense  que  le  moyen 
d'échapper  à  cette  contradiction  consiste  à  supposer  le  milieu  résistant  discon- 
tinu; la  résistance  serait  alors  variable  avec  les  points  de  rencontre  de  la  comète 
avec  ce  milieu,  et  son  expression  ne  pourrait  pas  être  développée  en  série  sui- 
vant les  puissances  de  -•  S'il  était  possible  d'observer  la  comète  tout  le  long  de 
son  orbite,  on  arriverait  à  reconnaître  les  points  où  se  produisent  les  maxima  ou 
les  minima  de  résistance. 

Un  aperçu  des  dernières  recherches  de  M.  Backlund  a  été  publié  dans  le 
Bullelin  astronomique.  Tome  XI,  page  47^;  l'ensemble  paraîtra  prochainement. 
Nous  devons  dire  que  Fauteur  a  été  amené  à  conserver  dans  l'expression  de  l'ano- 
malie moyenne  un  petit  terme  périodique,  provenant  de  la  résistance,  et  dont  le 
coefficient  est  d'environ  5". 

On  nous  permettra  d'indiquer  un  point  qu'il  y  aurart  peut-être  lieu  d'exa- 
miner. On  a  remarqué  que  le  noyau  des  comètes  périodiques  diminue  dans  le 
voisinage  du  périhélie  (voir  une  Note  de  Valz,  Comptes  rendus,  t.  VII);  la  surface 
de  la  comète  diminuant,  il  doit  en  être  de  même  de  la  résistance.  Il  pourrait 
donc  en  résulter  un  facteur  r^'  avec  g'^o,  ce  qui  ramènerait  à  l'une  des  conclu- 
sions de  M.  Backlund.  Enfin,  le  diamètre  de  la  comète  d'Encke  n'est  pas  le  même 
dans  toutes  les  apparitions;  la  loi  de  ces  changements  est  inconnue;  il  doit  en 
résulter  des  variations  plus  ou  moins  régulières  dans  l'intensité  de  la  résistance; 
il  y  aurait  peut-être  lieu  d'avoir  égard  à  la  diminution  de  la  masse  de  la  comète, 
à  la  suite  des  émissions  de  matière. 

C'est  Encke  le  premier  qui  a  reconnu  la  diminution  progressive  de  la  durée 
de  la  révolution  de  la  comète,  et  a  conclu  à  l'existence  du  milieu  résistant,  dont 
il  supposait  l'action  de  la  forme  -^^-  Ses  calculs  ont  été  poursuivis  parV.  Asten, 
mais  surtout  par  M.  Backlund,  qui  a  mérité  la  reconnaissance  des  astronomes  par 
son  immense  labeur.  Oppolzer  avait  cru  remarquer  une  accélération  séculaire 
du  mouvement  de  la  comète  de  Winnecke,  mais  les  recherches  du  baron  de 
Haerdtl  ont  montré  qu'il  n'en  était  rien. 

97.  On  pourrait  supposer  un  milieu  résistant,  répandu  dans  tout  l'espace,  tel 
que  Téther,  dans  lequel  se  déplacerait  le  Soleil,  entraînant  avec  lui  les  planètes 
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et  les  comètes;  la  question  est  alors  de  savoir  ce  qui  en  résulterait  pour  les 
mouvements  relatifs  des  planètes  et  des  comètes  autour  du  Soleil. 

Cette  question  a  été  envisagée  déjà  à  plusieurs  reprises,  notamment  par 
Euler  (^voir  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1879,  p.  26),  et,  dans  ces  der- 
niers temps,  par  M.  Bredikhine  (^Annales  de  l' observatoire  de  Moscou,  t.  VI).  Je 
suis  revenu  moi-même  sur  ce  sujet  {Bulletin  astronomique,  t.  X,  p.  504),  6t  je 
vais  reproduire  une  partie  des  calculs  contenus  dans  ce  dernier  article. 

Soient 

les  coordonnées  absolues,  la  vitesse,  la  masse  et  la  surface  du  Soleil; 

X,     Y,     Z,     V,     m,     S 
les  quantités  analogues  pour  une  planète; 

xS„F(Vo)     et    xSF(V) 

les  résistances  que  le  milieu  offre  aux  mouvements  du  Soleil  et  de  la  planète. 
Nous  avons  les  équations  différentielles  suivantes  qui  se  rapportent  à  l'axe 
des  X, 

C?^X  œ  c    r/xrv      I      ^X 

m    -~  =  -fm,m  —  —  xS  F(V) 


dt^  ■'     '      r^  ^     '    \     dt 

.z"  =  X  —  Xfl,         /-^  =  ^- ■+- j2  _|_ -2 _ 


On  en  conclut 


^?  =-/('".  +  -)  ^-l  SF(V)  1  f  ^  i;.^  S.F(V.)  ±  ''^'. 


'0 


Soient  a,  p,  y  les  composantes  de  la  vitesse  de  translation  du  Soleil;  on  aura 

dXo  d\  dx  ,,,       /  djc\^       /_        d-vX'^       [         dz 

dt  dt  dt  \  dt  )        \         dt  y       dt 


et  il  viendra 


dt'  /•'        m  \       \  dl  I        nia 


a, 


et  deux  autres  équations  pareilles  pour  les  j  et  les  z;  .r,  y,  z  sont,  comme  on 
voit,  les  coordonnées  de  la  planète  rapportées  à  des  axes  de  directions  inva- 
riables, se  coupant  au  centre  du  Soleil. 
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Si  l'on  suppose  le  Soleil  et  la  planète  sphériques,  de  rnyons  H„  et  R,  et  de  den- 
sités moyennes  po  et  p,  on  aura 

3  A/*o  —  S„  Ro  Po,         3  m  =:  SH  p, 
OU 

^r  .  1  ^  ii  il . 

Wo  '  m  ^  Ro  Po 

Pour  les  planètes,  -j-  est  petit;  en  outre,  dans  le  cas  des  comètes,  —  est 
extrêmement  petit.  On  pourra  donc  supprimer  les  derniers  termes  dans  les  se- 
conds membres  des  équations  (17),  et  prendre 


OÙ  l'on  a  posé 


^^_^^F(V)  (dx 


V      \dt 


(18) 


7  S 

m 


98.  11  faut  maintenant  calculer  l'influence  de  la  force  perturbatrice  dont  les 
composantes  suivant  les  axes  fixes  sont  X,  Y,  Z,  sur  les  éléments  du  mouve- 
ment elliptique  de  la  planète;  nous  nous  bornerons  aux  éléments  a  et  e.  Nous 
prendrons  pour  plan  fixe  des  xy  le  plan  de  l'orbite  primitive  de  la  planète,  l'axe 
des  X  étant  dirigé  vers  la  position  initiale  du  périhélie.  Nous  partirons  des  for- 
mules (A)  (t.  1,  p.  433),  dans  lesquelles  nous  devons  faire 

fm'  S  =r  X  cos  (»'  +  Y  sin  w, 
J'ni'T  =  —  X  si n  «'  -+-  Y  cos (v, 
/m'W=:  Z. 


Il  viendra 
da 


_       ^ [(iH-ecostr)     (Ycostr  — Xsinn-)4- esinn'(Xcos«'H- Ysina-)]. 

('9)  ;  ^ 

de 


nsj  i  —  e^ 


—  =   ^i  —  e-  [(cos(v4-cos;/)(Ycosn— Xsin(r)4-    sin(v(Xcos(r4- Ysiinr)]- 
"^  lia 

On  a  ensuite 

a:.  — /cosu-,  /=:/sinir, 

,      ,  dx  na         .  dy  na  .  dz 

(20)  —  = siniv,  -^=r-^==..=  (cos«r  +  e),  TfL  " 

dt  w  1  —  e2  dt        y  ;  —  e-  "' 
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Les  formules  (i 8),  (19)  et  (20)  donnent  ensuite,  après  réduction, 


da  aA        F(V)  r      .  „,  ,  i-f-e 


—    oc  sin  w  —  [3  (  cos  tv  +  e  )  —  na 


\dt        nsj  i  —  e-       ^ 

,      .         ]  de       hsJV^^^  V{\)\      ^       na      ^ 

(^')  1:77  =  -^- V~     -^ coscr  +  g) 


2^  +  2  e  cos  iV"l  ' 

7^17^     J' 


/      .  o  I  +  ecos»r\ 

+  cos  H  \  a  sin  »?•  —  p  cos  n-  —  na  — ==: — 

\  t/i  — e^î      / 


99.  Supposons  d'abord   la  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse,  de  sorte 
que  nous  pouvons  prendre 


F(V)_ 


Nous  trouvons,  en  négligeant  les  inégalités  périodiques,  pour  ne  conserver 
que  les  termes  séculaires, 

I  sin»' dt  =^  o,  I  cos ivdt  z= — ef, 

et  la  première  des  formules  (21)  donnera 

ùa  ,  an  .,  , 

a  n 

d'où  une  accélération  séculaire  du  moyen  mouvement,  indépendante  du  mou- 
vement  de  translation  du  Soleil;  —  serait  le  même,  à  une  époque  donnée,  pour 
toutes  les  planètes  ou  comètes. 

Passons  au  calcul  de  Se;  nous  trouverons  sans  peine,  dans  les  mêmes  condi- 
tions que  précédemment, 

/  cos//  s\niv dt  z—o, 

/cos//  dtzzz t, 

/cos//  cos  H'///  z=:  ~  i, 

et  la  seconde  des  formules  (21)  donnera 


_       3v/î 


2        na 
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e  n'aurait  donc  d'inégalité  séculaire  que  si  l'on  a  égard  au  mouvement  de  trans 
lation  du  Soleil,  et  cette  inégalité  ne  dépendrait  que  de  la  composante  fl. 

100.  Je  suppose  en  second  lieu  la  résistance  proportionnelle  au  cube  de  la 
vitesse  (les  calculs  sont  plus  faciles  que  dans  le  cas  du  carré).  On  aura  donc 

F(V>       ...       Idx  \       (dy        -\* 

on  a  d'ailleurs 

et,  en  ayant  égard  aux  relations  (20),  on  trouve  sans  peine 

^{^)       »r,         ,    »  \  -\-  i''^  -\-  '>.e  ç,o%w                S(cos<ï'-he)  —  acsintv 
-y-  -  ^0  +  n^a^ V^^—  +  ^^"^- ^T^^^ï 


La  première  des  formules  (21)  donne  ensuite 

o  \-\-  e^  .  /.  inae  \ 

-  pe  —  lia  —  -h  a  sin  w  —  |  p  H — -j==^  \ 


dl         nJ 


COSiV 


[tr.          0    ,  I -f- e*       a/iaeS           2na          .  2na     /.  nae     \  ~\ 

V  -  -h  n-a- -+  — ^- ,  asm  II'  -\ ,  (  ô  -h    ,  )  cos«'| 

i  —  e^       y' ,  _  e'-       \h  —  e'-  ^/,  _  e*  \  V^' —  W  J 

Si  l'on  a  égard  aux  relations  établies  précédemment  et  à  la  suivante, 

3 
/■  ,        3  e-— 2-1-2(1  —  e^Y 

I  COS  2  W  dt  rr:  ^—_ l , 

J  -      e^ 

on  trouve,  après  un  calcul  assez  long. 


àa 
a 


OU  bien 


(23) 


—  =  —  2  Ad  /.-  - — -^ — — H  V  ,•;  -f-  2 ^-         +  6  —  — *;         • 

^  L  a\J\  —  e^  i-hv/ï  — e'  v'^  '  +  V ï  —  ^'J 

En  remettant  pour  VJ  sa  valeur  (22),  on  peut  écrire 

[ha  r.3  +  v^^^=^         ,       •+3v^r^V.^„    A-  e  \ 

\    —  =:  —  2 /«H  a-  \ -h  y2  H f -  (  P  +  3  -.^ ;-7=^.  1 

1    ''  1        i  +  si  — e^  I-^v'l  — <?'\  \«i-h3v^  — e-/ 

)  4^'  _      ] 
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cette  quantité  est  toujours  négative;  il  y  aurait  donc  toujours  une  accélération 
séculaire  du  moyen  mouvement. 

Le  calcul  de  oe  est  encore  plus  long.  J'ai  trouvé 

(24)  {  

Si   l'on   suppose  l'excentricité  petite,  et  qu'on  la  néglige  dans  le  second 
membre,  il  vient 


''=^'i"'°^M^^'^^^) 


de  sorte  que,  pour  une  orbite  convenablement  placée,  on  pourrait  avoir  Se  posi- 
tif ou  négatif,  suivant  le  signe  de  [3  qui  est  la  composante  de  la  vitesse  du  Soleil 
dans  la  direction  du  petit  axe  de  l'orbite  elliptique  initiale. 
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CHAPITRE  XIV. 

DE  LA  FIGURE  DES  ATMOSPHÈRES  DU  SOLEIL  ET  DES  PLANÈTES. 
THÉORIE  COSMOGONIQUE  DE  LAPLACE. 


401.  Soit  0  (y?^.  9)  le  centre  de  gravité  du  Soleil  ou  de  la  planète  que  Ton 
considère;  ce  corps,  de  masse  M,  est  animé  d'un  mouvement  de  rotation  uni- 
forme autour  de  Oz,  de  vitesse  w. 

L'atmosphère  AB  est  supposée  tourner  avec  la  même  vitesse  autour  de  Oz. 
Chacun  de  ses  points  est  soumis  à  l'attraction  du  corps  central  et  à  l'attraction 


de  l'atmosphère;  il  faut  y  joindre  la  force  centrifuge  quand  on  étudie  l'équi- 
lihre  relatif.  On  néglige  l'attraction  de  l'atmosphère,  qui  doit  être  très  faible. 

Dans  l'état  d'équilibre,  la  forme  d'une  surface  de  niveau  BD  doit  être  telle 
qu'en  chaque  point  la  résultante  des  forces  qui  sollicitent  une  molécule  soit 
normale  à  la  surface,  ou  bien  que  le  potentiel  soit  constant.  Prenons  deux  axes 
rectangulaires,  Ox  et  Oj,  dans  le  plan  de  l'équateur;  soient  x,  r,  z  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  N  de  la  surface  de  niveau  considérée.  On  devra 
avoir 

/M 


\/x--hy'-\-  z^ 


-I-  -  (0^(0-»  +  r')  =r  const. 


Cette  équation  suppose  que  l'on  néglige  l'aplatissement  du  corps  central,  de 
T.  —  IV.  3o 
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façon  que  son  attraction  sur  le  point  N  soit  la  même  que  si  toute  la  masse  était 
concentrée  en  0. 

Soient  0N  =  /%  zON  —  6;  on  aura 

et  l'équation  générale  des  surfaces  de  niveau  de  l'atmosphère  deviendra 

1 —  0)- /•-  sin- 0  :=  consl. 

OU  bien 

en  désignant  par  k  une  constante  positive,  et  faisant 


(2)  h' 


(i)~ 


102.  Discussion  de  l'équation  des  surfaces  de  niveau.  —  Toutes  ces 
surfaces  sont  de  révolution  autour  de  Oz',  il  suffit  d'étudier  la  section  méri- 
dienne, dont  on  a  l'équation  (i)  en  coordonnées  polaires. 

On  a  les  formules 

.     .       ,      /3kr  —  2  b 

(3)  '  ^ 


v/^ 


COS& 


On  doit  donc  avoir 

/•  >  f\,        et         U  >  o, 

en  faisant 

(4)  U  =  ^^-3//V.■/•  +  2^»^         '0=^  — 

Ainsi,  la  surface  de  niveau  est  tout  entière  extérieure  à  la  sphère  r=  /•„. 
Soit  y]  l'angle  que  fait  la  tangente  en  N  avec  le  prolongement  du  rayon  vec- 
teur r.  On  a,  d'après  les  formules  (3), 

,Kx  ,  dB  3h{b  —  kr) 

(5)  ianêY]=/-  — - 


\/{Skr  —  2b)lr'—3b^  kr  +  2  b'^) 

L'équation  U  =  o  a  toujours  une  racine  négative,  et  n'en  a  qu'une,  d'après 
le  théorème  de  Descartes.  La  condition  de  réalité 

4/?'  H-  27(72  <  o 

donne 

I  _    /,-3  <  o  . 
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Ceci  nous  amène  à  distinguer  deux  cas  : 

i"  X>  I .  L'équation  U  =  o  aura  deux  racines  positives;  soit  r  la  plus  petite. 
Le  rayon  vecteur  r  devra  être  compris  entre  r„  et  r'  -, 

/•„</•</•'. 
Pour 

rz=r„,  Ô  =  o, 

r:=r',  9  =  90». 

La  formule  (5)  montre  que  t-.  s'annule  pour  f=r.y  mais,  pour  cette  valeur, 
on  a 

//'  *  h 

U=:-- (i  — A'3),         U<o;  (ioiic  /■'<7' 

A"*  /.• 

r  ne  peut  donc  pas  recevoir  cette  valeur,  et  0  croit  constamment  de  o  à  -  quand 

r  augmente  de  r„  à  i\  On  obtient  ainsi  l'arc  DB  qui,  d'après  la  formule  (5),  est 
normal  aux  rayons  OD  et  OB.  La  courbe  méridienne  se  composera  de  quatre 
arcs  égaux  au  précédent. 

103.  Considérons  maintenant  le  cas  de  k  =  \ .  On  a  alors 

U  =  (/--6)*(r4-26), 


^'"«=V^ 


—  9.b 


//■  -\-  "ih 

cos9  =  (6-/)y^— -— , 

3  A  rde 

tangY)  = "  -7— • 

\/{?>r-ib){r-\-'2b)         dr 

On  remarquera  que  l'expression  de  tangv]  a  perdu,  au  numérateur  et  au  dé- 
nominateur, le  facteur  h  —  r\r  croissant  de  OD  =  r^  =  ^  à  OB  =  /*,  9  croit  de  o 
à  90°,  ce  qui  nous  donne  l'arc  DB  {fig.  lo).  Au  point  B,  on  a 

tangri  =:  y/'3,         y)  =  60°. 
r  continuant  à  croître,  0  croît,  dépassant  90*^;  pour  r  =  ce,  on  a 

sin9  =  o,        cos9  =  — I,        9  =  180". 
La  courbe  a  une  branche  infinie  BH  qui  a  une  asymptote  parallèle  à  Os,  car 


on  a 

/•  SI 


in5=^l/3-— ,  lim/sin5=:^'\/3. 
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Il  faut  prendre  les  parties  symétriques,  et  l'on  a  pour  la  courbe  méridienne 
l'ensemble  représenté  dans  \'àfig.  lo. 

La  surface  a  une  nappe  fermée,  et  deux  nappes  infinies.  11  y  a,  tout  le  long 
de  l'équateur,  une  arête  saillante  qui  sert  de  jonction  entre  la  partie  fermée  et 
les  nappes  infinies. 

Fig.   10. 


La  surface  de  niveau  qui  répond  à  k  =  i  est  ce  que  l'on  appelle  la  surface  libre 
de  r atmosphère.  Au  point  B,  on  a,  d'après  (2  ), 


03^6  = 


m 


L'attraction  est  exactement  égale  et  opposée  à  la  force  centrifuge;  de  sorte 
qu'une  particule  matérielle,  placée  en  B,  ne  pèse  plus  vers  le  point  S. 

104.  Soient 

W  la  fonction  des  forces, 

R  la  résultante  de  l'attraction  centrale  et  de  la  force  centrifuge, 
(p  l'angle  que  fait  R  avec  le  prolongement  du  rayon  vecteur  r,  en  allant  dans  le 
sens  des  6  croissants. 


On  a 


(6) 


Rcosq)=      -^r- 
dr 

,,     .  1  <^W 

K  sin  çp  = ^^ 


W 


/M  1,2-2 

/•  2 


On  en  conclut 


R  coscp  =  coV'sin^ô  — 


/M 


(7)  j 

(  R  sincp  ^r  Go^rsinôcosô. 

Pour  que  la  résultante  soit  tournée  vers  l'intérieur  de  la  masse  fluide,  il  faut 
qu'elle  soit  dirigée  suivant  la  normale  intérieure,  laquelle  fait  avec  le  prolon- 
gement de  r  un  angle  obtus.  On  doit  donc  avoir 


COS9  <  o. 
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D'ailleurs,  R  est  essentiellement  positif.  Donc,  d'après  (7),  on  doit  avoir 

.      .   ,.        /"M     . 
/•^ 

OU  bien 


La  masse  doit  donc  être  tout  entière  à  l'intérieur  de  la  surface 

que  Roche  appelle  la  surface  limite. 

Cette  surface  de  révolution  a  pour  méridienne  une  courbe  BL,  B'L',  qui  admet 
l'axe  0^  pour  asymptote. 

La  nappe  fermée  de  la  surface  libre  et  les  autres  surfaces  de  niveau  inté- 
rieures sont  donc  toutes  comprises  en  dedans  de  la  surface  limite. 

105.   Considérons  en  dernier  lieu  le  cas  de  X:  <  i. 

On  a,  en  désignant  par  x  et  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe  méridienne, 


z  —rcos9=z  \/  r'—3b^k-[-  — 


^dz_  r^  —  h"" 
"  ^-  ~~       /•«       * 

On  voit  que  x  augmente  constamment,  de  o  à  bsj'àk,  quand  r  croît  de  r^  à 
l'infini.  Mais,  si  l'on  a 

"ib  ,        2 

b>  /o,  b>  ^,  ^>  3' 

Z  commence  par  décroître,  jusqu'à  ce  que  r  prenne  la  valeur  b,  après  quoi 
z  croît  jusqu'à  l'infini.  Nous  avons  ainsi  une  courbe  telle  que  FGL  La  surface 
de  niveau  semble  s'être  ouverte  en  GG,. 

Pour  ^<  5,  2  croît  immédiatement  et  sans  cesse;  on  a  une  courbe  méri- 
dienne telle  que  QPQ'. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  le  fluide  atmosphérique  qui  entoure  le 
Soleil  est  en  excès  à  un  moment  donné,  c'est-à-dire  s'il  dépasse  la  surface 
libre,  cette  partie  excédante  doit  s'écouler  par  l'ouverture  GG,  dans  le  plan  de 
l'équateur,  et  alors,  la  force  centrifuge  balançant  l'attraction,  les  particules 
correspondantes  de  matière  se  trouveront  libres,  ne  feront  plus  corps  avec  toute 
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la  masse,  et  se  mouvront  en  vertu  seulement  de  l'attraction  solaire  et  de  leurs 
vitesses  initiales.  Elles  formeront  des  anneaux  circulant  autour  du  Soleil,  mais 
devenus  indépendants  de  l'atmosphère. 

106.  Calcul  de  b  dans  le  cas  du  Soleil  et  de  la  Terre.  —  Soient  e  la 
durée  de  rotation  du  Soleil,  T  la  durée  de  révolution  d'une  planète  dont  l'orbite 
a  un  grand  axe  égal  à  2cz.  On  a 

2  71  [^■K^à^  ... 

(8)  .^  =  ^(1 

^  —  ^ 
g-2  —  Y^  ' 

Donc  h  est  le  demi  grand  axe  de  l'orbite  d'une  planète  qui  accomplirait  sa  ré- 
volution dans  le  temps  s  =  23^  j.  Si  l'on  admet  que  les  données  a  et  T  se  rap- 
portent à  la  Terre,  la  formule  (8)  donne 

h  =  0,  i68a  =  0, 168  X  2r5  rayons  solaires, 
6  =  36  rayons  solaires. 

L'atmosphère  solaire  ne  s'étend  donc  pas  à  la  moitié  de  la  distance  de  Mer- 
cure au  Soleil,  })uisque  le  demi-grand  axe  de  l'orbite  de  Mercure  =  83  rayons 
solaires. 

Considérons  maintenant  le  cas  de  la  Terre,  et  désignons  son  rayon  par  p.  Si 
l'on  suppose  que  a  et  T  se  rapportent  à  la  Lune,  on  aura 

T  =  27J7i>43'^,         G  =  23h56'°4% 
a=:6op; 

d'où 


-  r=  27  =  3^  environ. 


La  formule  (8)  donnera  donc 

Ainsi  donc,  l'atmosphère  de  la  Terre  pourrait  s'étendre  jusqu'à  une  distance 
égale  à  plus  de  six  fois  le  rayon  terrestre. 

Poisson  a  trouvé  dans  sa  Mécanique  (t.  II,  p.  611,  2^  édition) 

b  ^z6,6i  p. 


iKii  m-:   i»r.s   mmoM'iii  i;i  >   di    >(»i.iii    ri    m  >   l'iwiiis.  a'iq 

Mais  il  l'a  lit  remarquer  qu'on  trouve  ainsi  sculemerU  une  limiie  siiix-neiin'  de 
la  hauteur  de  l'almosphère.  Poisson  pense  (juc,  hicii  avant  cette  hauteur,  l'air 
est  liquéfié  par  le  froid. 

107.  Les  rayons  vecteurs,  maximum  et  minimum,  de  la  surface  lilirc  sont 
égaux  à  ft  et  -Ô-;  l'aplatissement  est  n-  Ces  mêmes  rayons  sont  r  et  xy  poui'  une 
surface  de  niveau  intérieure  à  la  surface  libre.  L'aplatissement  est 


il  est  plus  petit  que  3»  car  l'inégalité 


•ib  I 

Tk7'  ^  3 


revient  a 


!>'■ 


et  cette  dernière  inégalité  a  été  démontrée  pour  le  cas  de  ^>i. 

Ainsi,  l'atmosphère  du  Soleil  ne  s'étend  pas  à  la  moitié  de  la  distance  de 
Mercure  au  Soleil;  on  sait  que  la  lumière  zodiacale  va  bien  au  delà  de 
l'orbite  de  Vénus,  et  même  au  delà  de  celle  de  la  Terre.  D'autre  part,  la  lu- 
mière zodiacale  paraît  sous  la  forme  d'une  lentille  fort  aplatie  et  l'aplatissement 

est  beaucoup  plus  grand  que  ^-  Pour  ces  deux  raisons,  la  lumière  zodiacale 
n'est  donc  point  l'atmosphère  du  Soleil,  et  puisqu'elle  environne  cet  astre  les 
particules  qui  la  composent  doivent  circuler  autour  du  Soleil  suivant  les  mômes 
lois  que  les  planètes;  «  c'est  peut-être,  dit  Laplace,  la  cause  pour  laquelle  la 
lumière  zodiacale  n'oppose  qu'une  résistance  insensible  aux  mouvements  des 
planètes   ». 

108.  Résumé  du  système  cosmogonique  de  Laplace.  —  Quoique  les  élé- 
ments du  mouvement  des  planètes  varient  beaucoup  de  l'une  à  l'aiitic.  ils  ont 
entre  eux  des  rapports  qui  peuvent  nous  éclairer  sur  leur  origine.  Ainsi,  tontts 
les  planètes  se  meuvent  autour  du  Soleil  dans  le  sens  direct,  et  presque  dans  le 
même  plan.  Les  satellites  se  meuvent  autour  de  leurs  planètes  dans  le  même 
sens,  et  à  peu  près  dans  le  même  plan  que  les  planètes.  Enfin,  le  Soleil,  les  pla- 
nètes et  les  satellites  dont  on  a  observé  les  mouvements  de  rotation  tournent  sur 
eux-mêmes  dans  le  même  sens,  et  à  peu  près  dans  le  plan  de  leurs  mouvements 
de  translation. 

Un  phénomène  aussi  extraordinaire  n'est  point  l'eflet  du  hasard.  11  indique 
une  cause  générale  qui  a  déterminé  tous  ces  mouvements.  Laplace  évalue  la 
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probabilité  pour  que  les  quarante-deux  mouvements  connus  de  son  temps 
(mouvements  de  révolution  et  de  rotation  du  Soleil,  des  planètes  et  des  satel- 
lites) soient  directs,  quand  on  les  rapporte  à  la  position  de  l'équateur  solaire. 
11  trouve  plus  de  quatre  mille  milliards  à  parier  contre  un  que  cette  disposition 
n'est  point  l'effet  du  hasard.  Cette  probabilité  est  encore  augmentée  considéra- 
blement aujourd'hui,  puisqu'au  lieu  de  quatre  planètes  télescopiques  entre 
Mars  et  Jupiter  on  en  connaît  plus  de  4oo  qui  ont  toutes  des  mouvements  di- 
rects, et  même  dont  les  plans  font  avec  le  plan  de  l'écliptique  des  angles  ne 
dépassant  pas  le  |  d'un  angle  droit. 

Nous  devons  donc  être  convaincu  qu'une  cause  primitive  a  dirigé  les  mouve- 
ments planétaires. 

Un  autre  phénomène  également  remarquable  du  'système  solaire  est  le  peu 
d'excentricité  des  orbites  des  planètes  et  des  satellites  (pour  les  anciennes  pla- 
nètes, les  excentricités  sont  au-dessous  de  0,20,  et  de  o,35  dans  le  cas  des  nom- 
breux astéroïdes).  Ainsi,  l'on  a,  pour  remonter  à  la  cause  des  mouvements  pri- 
mitifs du  système  planétaire,  les  quatre  phénomènes  suivants  : 

Les  mouvements  des  planètes  dans  le  même  sens,  et  à  peu  près  dans  un  même 
plan; 

Les  mouvements  des  satellites  dans  le  même  sens  que  ceux  des  planètes; 

Les  mouvements  de  rotation  de  ces  différents  corps  et  du  Soleil  dans  le  même 
sens  que  leurs  mouvements  de  translation  et  dans  des  plans  peu  différents; 

Le  peu  d'excentricité  des  orbites  des  planètes  et  des  satellites. 

109.  Laplace  remarque  que,  quelle  que  soit  la  nature  de  la  cause  qui  a  pro- 
duit ou  dirigé  les  mouvements  des  planètes,  il  faut  qu'elle  ait  embrassé  tous 
ces  corps,  et,  vu  la  distance  prodigieuse  qui  les  sépare,  elle  ne  peut  avoir  été 
qu'un  fluide  d'une  immense  étendue.  Pour  leur  avoir  donné  dans  le  même  sens 
un  mouvement  presque  circulaire  autour  du  Soleil,  il  faut  que  ce  fluide  ai-t  en- 
vironné cet  astre  comme  une  atmosphère.  La  considération  des  mouvements 
planétaires  nous  conduit  donc  à  penser  que  l'atmosphère  du  Soleil  s'est  étendue 
primitivement  au  delà  des  orbites  de  toutes  les  planètes,  et  qu'elle  s'est  resser- 
rée successivement  jusqu'à  ses  limites  actuelles. 

Ici,  il  convient  de  citer  un  passage  important  de  Laplace  {Exposition  du  Sys- 
tème du  Monde,  6^  édition,  p.  4^2)  : 

((  Herschel,  en  observant  les  nébuleuses  au  moyen  de  ses  puissants  téles- 
copes, a  suivi  les  progrès  de  leur  condensation,  non  sur  une  seule,  ces  progrès 
ne  pouvant  devenir  sensibles  pour  nous  qu'après  des  siècles,  mais  sur  leur  en- 
semble, comme  on  suit  dans  une  vaste  forêt  l'accroissement  des  arbres  sur  les 
individus  de  divers  âges  qu'elle  renferme.  Il  a  d'abord  observé  la  matière  nébu- 
leuse répandue  en  amas  divers  dans  les  différentes  parties  du  ciel  dont  elle  oc- 
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cupe  une  grande  étendue.  Il  a  vu  dans  quelques-uns  de  ces  amas  cette  matière 
faiblement  condensée  autour  d'un  ou  de  plusieurs  noyaux  peu  brillants.  Dans 
d'autres  nébuleuses,  ces  noyaux  brillent  davantage  relativement  à  la  nébulosité 
qui  les  environne.  Les  atmosphères  de  chaque  noyau  venant  à  se  séparer  par  une 
condensation  ultérieure,  il  en  résulte  des  nébuleuses  multiples,  formées  de 
noyaux  brillants  très  voisins  et  environnés  chacun  d'une  atmosphère  ;  quelquefois 
la  matière  nébuleuse,  en  se  condensant  d'une  manière  uniforme,  produit  les 
nébuleuses  que  l'on  nomme  planétaires.  Enfin,  un  plus  grand  degré  de  conden- 
sation transforme  toutes  ces  nébuleuses  en  étoiles.  Les  nébuleuses,  classées 
d'après  cette  vue  philosophique,  indiquent  avec  une  extrême  vraisemblance  leur 
transformation  future  en  étoiles  et  l'état  antérieur  de  nébulosité  des  étoiles 
existantes.  Ainsi  l'on  descend,  par  le  progrès  de  la  condensation  de  la  matière 
nébuleuse,  à  la  considération  du  Soleil  entouré  autrefois  d'une  vaste  atmosphère, 
considération  à  laquelle  je  suis  remonté  par  l'examen  des  phénomènes  du  sys- 
tème solaire Une  rencontre  aussi  remarquable,  en  suivant  des  routes  oppo- 
sées, donne  à  l'existence  de  cet  état  antérieur  du  Soleil  une  grande  probabilité.  » 

110.  Considérons  donc  une  nébuleuse  très  étendue,  à  condensation  centrale, 
animée  d'un  certain  mouvement  initial,  et  soumise  à  l'attraction  mutuelle  de  ses 
divers  points.  Si  l'on  considère  le  mouvement  relatif  de  la  masse  autour  de  son 
centre  de  gravité  0,  il  y  aura  un  plan  du  maximum  des  aires,  ou  plan  du  couple 
résultant,  qui  sera  le  plan  de  l'équateur,  et  l'on  aura,  en  appelant  Oz  la  normale 
à  ce  plan,  0^  et  Oj  deux  axes  fixes  situés  dans  le  plan  de  l'équateur,  ce  et  y 
les  coordonnées  d'un  élément  de  masse  quelconque  m, 

2tm  (  x  —. )-  -7-  )  =:  const.  =  C; 

\     dt       -    dt  J  ' 

jc  =z  pco&d,         y=/?siny,  0)=—, 


(9)  "==  V ''1 

(o  est  la  vitesse  angulaire  de  rotation;  p  désigne  la  distance  de  la  molécule  m  à 
l'axe  Oz,  et  'Lmp'^  le  moment  d'inertie  de  la  masse  par  rapport  à  0-;  w  est  con- 
stant. 

Dans  ces  conditions,  nous  pouvons  appliquer  la  théorie  exposée  plus  haut  et 
relative  à  l'atmosphère  du  Soleil.  Cette  atmosphère  ne  peut  pas  s'étendre,  dans 
le  plan  de  l'équateur,  à  une  distance  plus  grande  que  la  quantité  b  définie  par  la 
relation 

(.0)  *==4M. 

T.  —  IV.  3i 
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Supposons  que,  du  temps  ^o  au  temps  t,  le  corps  se  contracte  en  restant  sem- 
blable à  lui-même,  toutes  les  distances  telles  que  p  acquérant  le  facteur  x  <^  i  ; 

d'après  (9),  co  aura  le  facteur  —^i  et  d'après  (10),  h  le  facteur  x^  Ainsi  {^fig.  1 1) 

OB'=OBoXx*; 

mais  si  le  point  Bo  de  la  surface  est  venu  en  B,  on  a 

OB^OBoXx; 
donc 

OB'=:OBxx^;        OB'<OB. 

Ainsi,  le  point  B'  est  entre  le  point  B  et  le  point  0.  Donc  la  portion  de  la  masse 
contenue  entre  B'  et  B  va  cesser  d'appartenir  à  l'atmosphère  et  elle  formera  une 
série  d'anneaux  circulaires  tournant  librement  autour  du  point  0. 

Fig.  II. 


Les  choses  ne  se  passeront  pas,  en  général,  avec  cette  grande  simplicité  et  l'on 
peut  se  borner  à  dire  que  la  limite  de  l'atmosphère  peut  tomber  en  dedans  de 
l'atmosphère,  ce  qui  exige  la  séparation  d'une  partie  de  la  masse. 

On  voit  qu'au  point  de  séparation  la  vitesse  linéaire  du  point  B  est  supérieure 
à  celle  du  point  B',  puisque  le  rayon  OB'B  tournait  avec  la  vitesse  angulaire  co, 
et  que  l'on  a  OB>OB'. 

On  s'explique  donc  ainsi  qu'il  y  ait  des  zones  de  vapeurs  successivement 
abandonnées  : 

«  Si  toutes  les  molécules  d'un  anneau  de  vapeurs  continuaient  de  se  conden- 
ser sans  se  désunir,  elles  formeraient  à  la  longue  un  anneau  liquide  ou  solide. 
Mais  la  régularité  que  cette  formation  exige  dans  toutes  les  parties  de  l'anneau 
et  dans  leur  refroidissement  a  dû  rendre  ce  phénomène  extrêmement  rare. 
Aussi  le  système  solaire  n'en  offre-t-il  qu'un  seul  exemple,  celui  des  anneaux 
de  Saturne.  Presque  toujours  chaque  anneau  de  vapeurs  a  dû  se  rompre  en  plu- 
sieurs masses  qui,  mues  avec  des  vitesses  très  peu  différentes,  ont  continué  de 
circuler  à  la  même  distance  autour  du  Soleil.  Ces  masses  ont  dû  prendre  une 
forme  sphéroïdique  avec  un  mouvement  de  rotation  dirigé  dans  le  sens  de  leur 
révolution,  puisque  leurs  molécules  intérieures  avaient  moins  de  vitesse  réelle 
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que  les  supérieures  ;  elles  ont  donc  formé  autant  de  planètes  à  l'état  de  vapeurs. 
Mais  si  l'une  d'elles  a  été  assez  puissante  pour  réunir  successivement,  par  son 
attraction,  toutes  les  autres  autour  de  son  centre,  l'anneau  de  vapeurs  aura  été 
ainsi  transformé  en  une  seule  masse  sphéroïdique  de  vapeurs,  circulant  autour 
du  Soleil,  avec  une  rotation  dirigée  dans  le  sens  de  sa  révolution.  Ce  dernier  cas 
a  été  le  plus  commun;  cependant  le  système  solaire  nous  olfre  le  premier  cas 
dans  les  petites  planètes  qui  circulent  entre  Mars  et  Jupiter 

))  Maintenant,  si  nous  suivons  les  changements  qu'un  refroidissement  ulté- 
rieur a  dû  produire  dans  les  planètes  en  vapeurs  dont  nous  venons  de  concevoir 
la  formation,  nous  verrons  naître,  au  centre  de  chacune  d'elles,  un  noyau  s'ac- 
croissant  sans  cesse  par  la  condensation  de  l'atmosphère  qui  l'environne.  Dans 
cet  état,  la  planète  ressemblait  parfaitement  au  Soleil  à  l'état  de  nébuleuse  où 
nous  venons  de  le  considérer;  le  refroidissement  a  donc  dû  produire,  aux 
diverses  limites  de  son  atmosphère,  des  phénomènes  semblables  à  ceux  que  nous 
avons  décrits,  c'est-à-dire  des  anneaux  et  des  satellites  circulant  autour  de  son 
centre,  dans  le  sens  de  son  mouvement  de  rotation,  et  tournant  dans  le  même 
sens  sur  eux-mêmes.  La  distribution  régulière  de  la  masse  des  anneaux  de  Sa- 
turne, autour  de  son  centre  et  dans  le  plan  de  son  équateur,  résulte  naturelle- 
ment de  cette  hypothèse,  et  sans  elle  devient  inexplicable  :  ces  anneaux  me 
paraissent  être  des  preuves  toujours  subsistantes  de  l'extension  primitive  de  l'at- 
mosphère de  Saturne  et  de  ses  retraites  successives.  Ainsi  les  phénomènes  sin- 
guliers du  peu  d'excentricité  des  orbes  des  planètes  et  des  satellites,  du  peu 
d'inclinaison  de  ces  orbes  à  l'équateur  solaire,  et  de  l'identité  du  sens  des  mou- 
vements de  rotation  et  de  révolution  de  tous  ces  corps  avec  celui  de  la  rotation 
du  Soleil,  découlent  de  l'hypothèse  que  nous  proposons  et  lui  donnent  une 
grande  vraisemblance. 

»  Si  le  système  solaire  s'était  formé  avec  une  parfaite  régularité,  les  orbites 
des  corps  qui  le  composent  seraient  des  cercles  dont  les  plans,  ainsi  que  ceux 
des  divers  équateurs  et  des  anneaux,  coïncideraient  avec  le  plan  de  l'équateur 
solaire.  Mais  on  conçoit  que  les  variétés  sans  nombre  qui  ont  dû  exister  dans  la 
température  et  la  densité  des  diverses  parties  de  ces  grandes  masses  ont  produit 
les  excentricités  de  leurs  orbites  et  les  déviations  de  leurs  mouvements  par  rap- 
port au  plan  de  cet  équateur.  »  (Laplace,  Exposition  du  Système  du  Monde,  G*  édi- 
tion, p.  5o2-5o4.) 

Remarque.  —  La  formule  (lo)  donne,  en  appelant  T  la  durée  de  rotation  de  la 
nébuleuse,  au  moment  de  la  formation  d'un  anneau  à  la  distance  b  du  centre  du 
Soleil, 

comme  T  est  aussi  la  durée  de  révolution  de  la  planète  qui  s'est  constituée  aux 
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dépens  de  l'anneau,  on  retrouve  ainsi  la  troisième  loi  de  Kepler  (on  a  négligé 
l'excentricité  qui  fait  que  b  peut  différer  un  peu  du  demi  grand  axe  de  l'or- 
bite). 

Il  y  a  quelques  difficultés  quand  on  veut  poursuivre  le  développement  de  la 
théorie  de  Laplace  jusqu'à  l'explication  des  moindres  détails.  La  plus  grosse 
provient  du  mouvement  rétrograde  du  satellite  de  Neptune,  et  d'une  circon- 
stance analogue  qui  se  présente  pour  les  satellites  d'Uranus  ('). 

Mentionnons  encore  ce  que  dit  Laplace  de  l'origine  probable  de  la  lumière 
zodiacale  : 

«  Si,  dans  les  zones  abandonnées  par  l'atmosphère  du  Soleil,  il  s'est  trouvé 
des  molécules  trop  volatiles  pour  s'unir  entre  elles  et  aux  planètes,  elles  doivent, 
en  continuant  de  circuler  autour  de  cet  astre,  offrir  toutes  les  apparences  de  la 
lumière  zodiacale,  sans  opposer  de  résistance  sensible  aux  divers  corps  du  sys- 
tème planétaire,  soit  à  cause  de  leur  extrême  rareté,  soit  parce  que  leur  mou- 
vement est  à  fort  peu  près  le  même  que  celui  des  planètes  qu'elles  rencontrent.  » 


(1)  Voir  les  deux  Ouvrages  suivants  : 

Faye  (  H.  ),  Sur  l'origine  du  Monde.  Théories  cosmogoniques  des  Anciens  et  des  Modernes.  Paris,  1884. 
WoLF  (C),  Les  hypothèses  cosmogoniques.  Examen  des  théories  scientifiques  modernes  sur  l'origine 
des  Mondes,  suivi  de  la  traduction  de  la  Théorie  du  Ciel  de  Kant.  Paris,  1886. 
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FIGURE  DES  COMÈTES.  -  RECHERCHES  DE  ROCHE. 


m.  Recherches  de  Roche  sur  les  atmosphères  des  comètes  (Annales 
de  l'Observatoire,  t.  V).  —  Roche  dit  dans  l'Introduction  de  son  Mémoire  :  «  Il 
s'agit  d'étudier  la  figure  d'une  atmosphère  qui  enveloppe  un  noyau  de  comète 
et  qui  l'accompagne  dans  sa  marche  autour  du  Soleil.  Cette  atmosphère  est  sou- 
mise à  l'attraction  du  Soleil,  à  celle  de  la  comète  elle-même,  et  elle  peut  avoir 
un  mouvement  de  rotation.  Sous  ces  diverses  influences,  il  doit  arriver  que  sa 
forme  change  d'un  moment  à  l'autre;  elle  ne  présentera  pas,  en  général,  une 
figure  permanente.  Mais,  si  l'on  admet  qu'elle  prend  à  chaque  instant  la  figure 
avec  laquelle  elle  pourrait  être  en  équilibre  en  vertu  de  ces  forces,  la  succes- 
sion des  formes  ainsi  calculées  représentera,  au  moins  approximativement,  les 
variations  que  l'atmosphère  de  la  comète  éprouve  réellement.  La  question,  ainsi 
ramenée  à  un  problème  de  Statique,  devient  abordable  par  le  calcul.  » 

Soient,  à  un  moment  donné, 

0  le  centre  de  gravité  de  la  comète; 

xOy  le  plan  de  l'orbite  qu'elle  décrit  autour  du  Soleil  S  que  nous  supposons 

situé  sur  l'axe  des  j,  à  la  distance  OS  =  r'; 
[X  la  masse  de  la  comète  ; 
M  celle  du  Soleil; 

Fig.   12. 


00, y,  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de  l'atmosphère  de  la  comète; 
OM  =  r,  MS=:A; 
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w  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  de  la  comète,  rotation  que  nous  supposons 
s'effectuer  autour  de  Oz. 

Pour  étudier  la  figure  d'équilibre  relatif  par  rapport  aux  axes  0^,  Oy,  Oz, 
que  nous  supposons  liés  à  la  comète,  il  faut  tenir  compte  des  forces  accéléra- 
trices appliquées  en  M,  qui  sont  : 

/"M 

MA  =   -^  >  dirigée  suivant  MS, 

MC  =  -,|->  dirigée  suivant  MO, 

/"M 
MD=:  =^>  dirigée  parallèlement  à  SO, 

MB  =  co^  X  MQ,     dirigée  suivant  le  prolongement  de  QM  perpendiculaire  à  O^. 
Les  composantes  X,  Y,  Z  de  la  force  accélératrice  totale  seront 

Y=      /M^'-->'-/fx^3  +  a)V--^, 

On  a 

(i)  A2  =  ^2  +  (7-'— /)2^-s^ 

La  condition  de  l'équilibre  est,  en  supposant  la  comète  fluide, 

Hda:  -\-Y  dy  -^Zdz=:o; 
en  remplaçant  X,  Y  et  Z  par  leurs  valeurs  précédentes,  et  intégrant,  il  vient 

(2)  /M  (i  -I^^  +  Êt^L  r^^(^2-Hj2)  =  const. 

La  formule  (i)  donne 

A^  =z  /•'*  +  r^  —  2  r'y, 

d'où,  en  remarquant  que  ^  et  -  sont  très  petits, 

_i 
I         I  /         2  y        r^\    ^       I  y        3  r^  —  r^ 

—  —  —  Il — I 1       = 1 -4-   — -t-  .  .  .  . 
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En  substituant  dans  l'équation  (2)  il  vient 

/  I         3  y"-  —  A-2  \         fix        I 

OU  bien 

Nous  avons  représenté  ^  par  m  qui  désigne  ainsi  la  masse  de  la  comète  rap- 
portée à  celle  du  Soleil.  Soient  w  l'anomalie  vraie  de  la  comète  et  p  son  para- 
mètre; posons 


(4) 

\dt) 

Nous  avons,  d' 

aill 

eurs, 

r 

-W  =  ^" 

et  il  en  résulte 

co'          y  h 

en  faisant 

(5) 

"  =  f 

L'équation  (3) 

devient 

ainsi 

(Çt\                       - 

îj-^- 

-.r'-- 

^2 

1 

2m 

1 

\^  ) 

-JjV~ 

/9?2_l_  v2  -1-    -2 

Si  la  vitesse  de  rotation  de  la  comète  est  égale  à  la  vitesse  angulaire  de  son 
mouvement  de  translation,  on  a 

y=i; 

on  remarquera  que,  d'après  la  définition  (5)  de  A,  on  a 

o  <A  <  2; 

A  =  2   au  périhélie  et  A  =  o   à  l'aphélie,   en  supposant  la  comète   parabo- 
lique. 

En  donnant  à  r'  des  valeurs  successives,  de  4-3c  à  ->  on  aura  les  diverses 

2 

formes  de  la  surface  extérieure  de  la  comète;  on  voit  que  cela  revient  à  sup- 
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poser  que  la  comète  décrit  une  série  d'arcs  de  cercle  ayant  pour  centre  le  Soleil, 
ce  qui  n'est  vrai,  même  approximativement,  que  près  du  périhélie  ou  de  l'aphé- 
lie (').  La  théorie  est  certainement  très  imparfaite;  et  encore,  il  n'en  faudra 
pas  appliquer  les  conséquences  lorsque  la  queue  de  la  comète  se  sera  déve- 
loppée, car  cela  indique  l'existence  d'une  force  répulsive  dont  nous  n'avons  pas 
tenu  compte. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  allons  discuter  l'équation  (6). 

En  donnant  à  C  une  série  de  valeurs,  on  obtiendra  l'ensemble  des  surfaces  de 

niveau.  On  peut  remarquer  qu'en  adoptant  4r  pour  l'attraction  de  la  comète  sur 

un  point  de  l'une  des  surfaces  de  niveau,  on  suppose  implicitement  que  l'on  ne 
tient  compte  que  de  l'attraction  du  noyau,  et  même  qu'on  suppose  ce  noyau 
sphérique. 

112.  Discussion  des  surfaces  de  niveau  fermées.  —  On  voit  immédia- 
tement qu'elles  admettent  l'origine  comme  centre.  Prenons  des  coordonnées 
polaires,  en  posant 

^  =  rsin9cos4',        j  =  rsinSsin^',        z-=rco?,B. 

L'équation  (6)  deviendra 


(7) 


sin^ô  (y/?+ 3  sin^d/)  —  i        -2 m        _ 
TT, '- ^  — G  =  O. 


Je  suppose,  conformément  à  l'observation,  la  nébulosité  à  peu  près  sphé- 
rique; la  dérivée  du  premier  membre,  changée  de  signe,  est,  à  un  facteur  con- 
stant près,  égale  à  la  composante  de  la  pesanteur  suivant  le  rayon  vecteur; 
donc,  si  la  surface  de  niveau  est  intérieure  à  l'atmosphère,  on  doit  avoir 


sin^ô  (vA  +  3sin^(L)  —  i        m 
r — 2— <;  o. 


On  en  conclut  que  l'équation 
(8) 


sin20(y/i+3sin^4;)  — I 


représente  la  surface  limite,  au  delà  de  laquelle  toute  molécule  tend  à  s'éloigner 
du  noyau,  et,  par  conséquent,  ne  saurait  faire  partie  de  l'atmosphère  proprement 


(!)  On  a 

dr'  ,   /7m 

-j-  =  e  sin  tv  4  /  '- 

dt  y  p 
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dite.  Le  plus  petit  rayon  r,  de  cette  surface  répond  à  ']^  =  0  =  90";  il  est  dirigé 
suivant  Oj,  et  a  pour  valeur 


(9)  '•,  =  '-v/  '" 


2  -\-  yh 


Les  rayons  vecteurs  des  surfaces  de  niveau  intérieures  à  l'atmosphère  doivent 
être  tous  plus  petits  que  r, . 

Discutons  maintenant  les  surfaces  de  niveau  fermées.  Soit  F  le  premier 
membre  de  l'équation  (7),  on  aura 

r — T,  =  — 7T  sin^9sin'i;  cos'i/. 

dr  O'h        /•  ^  '  ^ 

On  en  conclut  que  le  plus  petit  rayon  R  est  dirigé  suivant  l'axe  de  rota- 
tion Os,  et  le  plus  grand  R'  suivant  O7,  donc  dirigé  vers  le  Soleil.  Soit  R"  le 
rayon  dirigé  suivant  Ox.  On  aura 

R  <  R"  <  R'  ; 

(R^ 
,3  +  CR  —  2  m  —  o,         ^  =  o, 
R"^ 

(10)  ^   (l  —  7/0  -pj  -l-CR"—  2/«=0,  ^  =  90»,  '-p=:0, 

/  R'^ 

I    (2-1-7/0-77  — CR'-h2m=:0,  ô  — 90",  ij;  rrr  90". 

On  doit  avoir,  comme  nous  l'avons  dit,  R'  <  r, ,  d'où,  en  remplaçant  r,  par  sa 
valeur  (9), 

y    1  -k-yh 

d'où 

(11)  m>{i-^yli)\~jU 

et,  a  fortiori, 

/R'\3 

(12)  m>i[-^ 

Si  l'on  admet  que  le  contour  que  nous  voyons  à  la  nébuleuse  est  l'une  des 
surfaces  de  niveau  intérieures  à  la  surface  limite,  en  désignant  par  R'  le  plus 
grand  rayon  de  ce  contour,  l'inégalité  (12)  devra  être  satisfaite,  et  il  en  résul- 
tera une  limite  inférieure  de  la  masse  de  la  comète. 

T.  —  IV.  32 
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Posons 

v' 

R 

-ïv' 

r' 

^       H'» 

o<r'<t'", 


les  équations  (lo)  deviennent 

/  'kç'^-+-CR'v'— 2,71  =  0, 

(i3)  I  {i  —  yh)lv"'-^CR'v"—2m  =  o, 

{  {2^yh)l       — CR'     +2m  — o. 

En  éliminant  X  et  CR',  il  vient 

On  peut  aussi  éliminer  y  h  et  R'  entre  les  équations  (i3),  ce  qui  donne 

(j5)  2m(i  —  v")[i  +  (/'+  p"^—  (^"  L±^\=lç"[3ç"^—  r'2(i  —  </'2)]. 

Lorsque  la  surface  est  très  voisine  de  la  sphère,  les  équations  (i4)  et(i5) 
peuvent  être  réduites  à 

v"  —  ç' 

(16)  yhr=z3    j_^//' 

(17)  rn{i-ç")=^l. 

Examinons  les  deux  cas  limites  de  yA  =  o  et  yA  =  2. 
1°  yA  =  o.  L'équation  (6)  devient 

2  y^  —  x^  —  z^  2  ni  ,, 

(18)  -=^ — j^ ■  4-    ^  =  —C; 

les  surfaces  de  niveau  sont  de  révolution  autour  de  Oy.  Ce  cas  se  décompose  en 
deux  autres;  d'abord  h  =  o,  d'oùr'  =  qo;  l'équation  (18)  se  réduit  à 

=.€; 


s/a:'^-^-  y'^-\- 


les  surfaces  de  niveau  sont  des  sphères  comme  cela  devait  être.  Soit  maintenant 
Y  =  o,  d'où  (0  =  o;  en  faisant  ç'"  =  v'  dans  l'équation  (i5),  il  vient 

2  m        v"^  H-  2  ('" 

(19)  T"=~r=r7-- 
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Le  second  membre  de  cette  équation  croît  constamment  de  o  à  -t-ao  quand  v" 
varie  de  o  à  i  ;  donc  l'équation  (19)  admet  toujours  une  racine  v"  quand  y  est 
donné.  La  formule  (12)  donne  d'ailleurs 


On  trouve  aisément 


m 


V"  --  0,63,  pour        .-    ::::  2, 


/. 


p"  =  o,7i, 
p"=zo,79, 


m 

3, 

T 

■ — 

m 

4, 

T 

— 

ni 

T 

= 

5. 

2"  y/i  =  2,  d'où  /•'=  -,  en  supposant  y  =i.  Les  formules  (i  3)  donnent  alors 

(^  et  (^  croissent  avec  y?  comme  on  s  en  assure  aisément.  Quand  y  sera  donné, 

on  obtiendra  donc  toujours  une  seule  valeur  pour  ^'  et  pour  ç'\ 
On  trouve 

i>'=o,^g;         v^"  =  o,52,         pour     y  =  2; 
^'=0,78;         p"  =  p,82,         pour     Y  =8. 


On  voit  que  dans  ce  cas  de  y  h  =  2,  les  surfaces  de  niveau  ne  diffèrent  pas 

T 


beaucoup  de  sphères  dès  que  y  dépasse  un  peu  sa  limite  2;  le  plus  petit  rayon 


est  égal  aux  ^  du  plus  grand;  y  A  =  o  donne  du  reste  une  conclusion  analogue. 

On  comprend  ainsi  que  les  nébulosités  des  comètes  paraissent  à  peu  près  sphé- 
riques. 

On  pourrait  cherchera  se  faire  une  idée  de  la  masse  des  comètes  en  partant  de 
l'inégalité  (12).  Soit  §  le  diamètre  apparent  de  la  comète  lorsque,  sa  distance  au 
Soleil  étant/,  sa  distance  à  la  Terre  est  égale  à  p.  On  aura,  en  supposant  la  co- 
mète sphérique, 

i\V 

p 
et  l'inégalité  (12)  deviendra 


m>  7(t/)  5in^ 


232  CHAPITRE    XV. 

Il  arrive  assez  souvent  que  l'on  voit  les  comètes  sous  un  angle  de  i'  environ, 
le  rapport -7,  étant  voisin  de  i.  On  aurait,  si  ces  conditions  étaient  exactement 
remplies. 


m  >  7  SI  11^  I  > 


4                   ib2  X  lo** 
Cela  donnerait  la  masse  de  la  comète  supérieure  à  la  ^^ partie  de  la  masse 

^  ooo  000  '^ 

de  la  Terre.  Mais  on  ne  peut  appliquer  cet  essai  que  quand  la  comète  n'a  pas 
de  queue,  et  encore  il  ne  faut  pas  attacher  trop  d'importance  au  résultat  ob- 
tenu. 

113.  Discussion  de  la  surface  libre.  —  Nous  avons  discuté  précédemment 
les  surfaces  de  niveau  fermées;  la  plus  grande  de  ces  surfaces,  celle  qui  atteint 
la  surface  limite,  est  nommée  la  surface  libre.  C'est  à  elle  que  se  termine  l'atmo- 
sphère, quand  elle  s'étend  aussi  loin  que  possible;  mais  elle  peut  se  terminer  à 
toute  autre  surface  de  niveau  intérieure.  Calculons  la  valeur  de  C  qui  répond  à 
la  surface  libre.  Le  plus  grand  rayon  R'  de  cette  surface  doit  être  égal  au  plus 
petit  rayon  r^  de  la  surface  limite.  Nous  devons  donc,  dans  la  troisième  des 
équations  (10),  remplacer  R'  par  l'expression  (9)  de  r^,  ce  qui  nous  donnera 


d'où 


m 

CR'  =  2  m  -h  (  2  +  y  A) r  z=  3  m, 


^m^  ^, 


de  sorte  que  la  surface  libre  aura  pour  équation 


2 


ny^ — x^ — z'^  lin  ,  cc'^-hv'^        3 m'''  3, 

(20)  -^ ~ 1-    .~         ,       ï  +  y^^       ,.r/    =-p-V2  +  yA, 

ou  bien,  en  coordonnées  polaires, 

2 

,     .  ,  sin^0(yA  4- Ssin^d;) — i        2m        3m^  3/ r 

(21)  /•'-  — '-L — p^ — ^ —  +  ~r  ="  ~i^  ^^  "^  y^'' 

Le  sommet  situé  sur  le  grand  axe  a  pour  coordonnées 

/•  =  /•,,        ^-90",        9  =  90", 

Ce  sommet  jouit  d'une  propriété  importante  :  c'est  un  point  singulier,  par  où 
l'on  peut  mener  une  infinité  de  plans  tangents  dont  l'enveloppe  est  un  cône  du 
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second  degré.  Transportons  en  effet  l'origine  des  coordonnées  en  ce  point,  en 
remplaçant  j  par  y  +  r,,  sans  toucher  kx  n'\  h  z;  l'équation  (20)  deviendra 


2  y' 4-  4^  i,>M-  2r\ — a:- — z^  -y.  m 


\la:^-\-{y-\-i\Y--\-z'- 


,   r^ H- 2 /•,->'  +  /•* -h a;*        Zm 


ou  bien,  en  substituant  pour  r'  sa  valeur  en  fonction  de  r, ,  tirée  de  la  rela- 
tion (9), 

(  2  +  y//  )  {y-  +  •>.  i\y  -^  r\)  +  {yh  —  i)  jc-''  —  z^       m  2m 3m  _ 

OU  encore 


/',  'i  +  yhr\        i  +  ylii\       l'y       /•,  [  /•,  r\  J 


Nous  voulons  étudier  la  surface  dans  le  voisinage  de  la  nouvelle  origine; 
X,  y,  z  seront  donc  petits,  et  nous  aurons,  en  négligeant  les  troisièmes  dimen- 
sions de  ->  —  et  -> 


1 


[2  V 


x'^f'-^z' 


y  ^2^_^.^_.2  3^2 


1  ^'1  ^     /j ' 


/•,  2r:  2  /• 


après  réduction,  l'équation  (22)  deviendra 

Cette  équation  est  celle  du  lieu  des  tangentes  menées  à  la  surface  par  le  point 
considéré.  Ce  lieu  est  un  cône  réel  du  second  degré;  à  cause  de  la  symétrie, 
l'autre  extrémité  du  grand  axe  jouit  de  la  même  propriété. 

Au  delà  de  la  surface  libre,  les  surfaces  de  niveau  ont  des  nappes  infinies; 
celles  qui  sont  voisines  de  la  surface  libre  n'en  différent  sensiblement  qu'aux 
environs  du  grand  axe  où  elles  s'ouvrent  pour  donner  passage  au  fluide  en  excès  ; 
lorsque,  pour  une  cause  quelconque,  le  fluide  vient  à  dépasser  la  surface  libre, 
la  partie  en  excès  se  déverse  alors  entièrement  dans  l'espace  par  les  deux  orifices 
opposés. 

Quand  il  s'agit  de  l'atmosphère  solaire  considérée  dans  le  Chapitre  précédent, 
et  qui  est  de  révolution,  l'écoulement  s'effectue,  non  plus  par  deux  points  seule- 
ment, mais  tout  le  long  de  la  ligne  équatoriale  qui  limite  la  nappe  fermée. 

114.  La  théorie  précédente  est-elle  d'accord  avec  l'observation? 

Quand  une  comète  approche  du  Soleil,  le  fluide  qui  l'entoure  éprouve  une 
dilatation  progressive  due  à  l'augmentation  de  la  chaleur  solaire.  De  plus,  les 
dimensions  de  la  surface  libre,  qui  dépendent  de  la  distance  /  par  la  formule  (9), 
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diminuent  avec  elle.  Cette  surface  se  contracte  donc,  et  tout  ce  qui  se  trouve  en 
dehors  se  déverse  vers  les  extrémités  du  grand  axe,  et  s'écoule  par  ces  points, 
comme  par  deux  ouvertures,  formant  ainsi  deux  jets  opposés  suivant  le  rayon 
vecteur  du  Soleil.  Ce  serait  là  l'origine  de  la  queue.  Après  le  passage  au  péri- 
hélie, la  seconde  cause  de  production  des  queues,  la  diminution  de  r',  n'existe 
plus.  L'accumulation  de  la  chaleur  solaire,  et  la  dilatation  qui  en  est  la  suite, 
reste  la  seule  cause  qui  entretienne  le  développement  de  la  queue. 

On  a  bien  observé  à  diverses  reprises,  notamment  Valz  pour  la  comète  d'Encke, 
une  contraction  du  noyau  des  comètes,  quand  elles  s'approchent  du  périhélie; 
toutefois,  la  théorie  précédente  assigne  à  toute  comète,  non  pas  une  queue 
unique,  mais  deux  queues  partant  du  noyau,  et  dirigées  l'une  vers  le  Soleil, 
l'autre  du  côté  opposé.  Or,  le  fait  de  deux  queues  diamétralement  opposées  est 
tout  à  fait  exceptionnel,  si  même  il  a  jamais  existé.  Ce  qui  existe  généralement, 
c'est  une  queue  opposée  au  Soleil. 

Bessel,  dans  ses  recherches  mémorables  sur  la  comète  de  Halley  {Ahhand- 
lungen,  1. 1;  Conn.  des  Temps  pour  i84o),  est  arrivé  à  la  conviction  que  le  Soleil 
exerce,  sur  la  matière  ténue  de  la  queue,  une  attraction  plus  petite  que  sur  le 
noyau  (à  égalité  de  masses,  bien  entendu),  et  même  une  répulsion  qui  peut 
être  de  nature  électrique;  il  considère  que  l'existence  de  cette  force  ne  saurait 
être  mise  en  doute. 

115.  Dans  la  seconde  Partie  de  son  Mémoire,  Roche  introduit  une  force  émanant 
du  Soleil,  agissant  sur  les  particules  de  la  queue,  suivant  le  rayon  vecteur,  dont 
l'intensité  est  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la  distance  ;  mais  cette  in- 
tensité, au  lieu  d'être  représentée  par  l'expression  —,  l'est  par  - — ^^ ~  ^ ' •  Si  cp 

est  <!i,  on  aura  donc  une  attraction  élective  sur  les  particules  de  la  queue,  plus 
faible  que  sur  le  noyau;  pour  cp  >!,  ce  n'est  plus  une  attraction,  mais  une  ré- 
pulsion. Dans  ces  conditions,  l'équation  (2),  qui  exprime  l'équilibre,  doit  être 

remplacée  par 

/M(i-9)       /My      frx        i 

^ ^  ^""-^  + -co-(^--i-72) -const. 

Pour  simplifier.  Roche  fait  abstraction  de  la  rotation  de  la  comète;  il  trouve 
ainsi,  pour  l'équation  générale  des  surfaces  de  niveau,  en  tenant  compte  de  la 
relation  A^  =  r'^  -\-  r-  —  if  y, 

i  —  ffl  r        ni 

^  H — 7  =  const., 


v//-"'+r 


ir 


y 


r"-         r 


d'où,  en  développant  suivant  les  puissances  de  — ?  comme  au  n°  111, 

i/-'2     ) 


I  —  m  /  Y  3  y2  —  /-a  \  y  ffi 

'  I  -+-  77  +  -"hTf^—    -  :5i  +  -  =  const.. 


r'      \  r'  2/""      1        r"'         r 
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ce  qui  peut  s'écrire 

(23)  {t-9)-'  -„ 3f  +  y=========C. 

^  f^  \Jx^  -h  j'  -f-  3» 

Telle  est  l'équation  générale  des  surfaces  de  niveau.  On  voit  que  ces  surfaces 
sont  de  révolution  autour  de  Oj,  mais  qu'en  raison  du  terme  —  ^-|?'  elles  n'ad- 
mettent plus  l'origine  pour  centre.  Avec  les  coordonnées  polaires,  cette  équation 
devient 

,    ,,  ,  ,    „  Ssin^Qsin^d»  —  i        2cpr  sinô  sind'       im       _, 

(24)  (i-?)'- -pir^ '■ p^ ^-H  — =C. 

En  raisonnant  comme  au  n*^  112,  on  voit  que  l'on  doit  avoir 

2  (i  _  cp)  r yj~^ ■ -^ ■  -  _  <  o; 

de  sorte  que  l'équation  de  la  surface  limite  est 

,    Ssin^'ôsin^d»  —  I        osinôsinJ;       m 
(i_^)r -j^ ^ -j-^ — I  ~7^=''' 

Cette  surface  est  de  révolution  autour  de  0^.  Cherchons  les  sommets  situés 
sur  Oj;  nous  aurons,  pour  6  =  90°,  ^|/  =  90°, 

(25)  2(i-9)(^pj  ""^(p)  ~"^-'''-' 
pour  0  =  90**,  ^1»  =  —  90°, 

(26)  2(i_o)^-j    +o[^- 

Si  nous  supposons  9  <  1,  l'équation  (25)  aura  une  racine  positive  r.,,  et  une 
seule;  m  étant  très  petit,  cette  racine  est  voisine  de 


—  m  =  o. 


si  9  n'est  pas  très  petit,  cette  racine  est  de  l'ordre  de  r';  donc  elle  est  très 
grande,  et  la  branche  de  courbe  correspondante,  dirigée  du  côté  du  Soleil,  dis- 
paraît en  quelque  sorte;  il  n'y  a  donc  de  limite  atmosphérique  que  du  côté  op- 
posé au  Soleil.  Dans  les  mêmes  conditions,  l'équation  (26)  admet  aussi  une 
seule  racine  positive,"  laquelle  est  très  voisine  de 


(27) 
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Cherchons  la  valeur  de  C  qui  répond  à  la  surface  libre;  il  faut  faire,  dans 

l'équation  (24), 

0  =  90°,         <];=— 90°,         r  —  r^; 

il  en  résulte 


on  peut  se  borner  à 


2        I  —  cp 

m '- 


et  l'équation  de  la  surface  libre  devient 

(28)  (1-9)/ 


„  3sin-5sin^4^  —  '  sinÇsiiri/       ini 4    / 


—  20/' 


S/  mo. 


Cherchons  le  second  point  où  cette  surface  coupe  Oy,  en  faisant 

6  =  90°,        ^  =  90°. 
Nous  trouverons 

(29)  (i_cp)  (^M  _<p/I^j  _2v/m9  p  4-m  =  o. 

Cette  équation  admet  deux  racines  positives;  l'une  voisine  de    _    est  très 

grande  et  se  rapporte  à  une  branche  de  courbe  fort  éloignée,  dont  nous  n'avons 
pas  à  nous  occuper.  L'autre  a  une  expression  approchée  que  l'on  déduit  de 

l'équation  (29),  en  négligeant  le  terme  en  (—,)',  on  a  alors 


9(p)  +2v/m9p— m  =  o, 
La  figure  ci-dessous  représente  la  courbe  méridienne  de  la  surface  libre. 


On  démontre  aisément  qu'en  C  la  surface  admet  un  point  conique  :  c'est  par 
là  que  se  fera  l'écoulement,  et  l'on  n'aura  plus  qu'une  queue  unique  opposée 
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au  Soleil.  On  a  représenté  l'une  des  surfaces  de  niveau  extérieures  à  la  surface 
libre;  l'écoulement  se  fera  par  l'orifice  EE,,. 

Roche  aurait  pu  remarquer  que,  le  long  de  la  surface  ABC,  ~,  étant  de  l'ordre 

de  \fm,  on  peut  réduire  l'équation  (28)  de  la  surface  libre,  en  négligeant  le 
premier  terme;  l'équation  de  la  courbe  méridienne  ABC  devient  alors 


On  en  déduit 


On  trouve  aisément 


2  ^m(f  — 

r           r 
/•        ^  r' 

sinô  — 

0, 

r' 

Vt 

'       V^ 

1  +  sinô  4-  I 

AC  = 

,     /2  m 

='V-f' 

OB-OA 
nu 

=  3  —  2^/2: 

^Um 

dr 

Nous  renvoyons  le  lecteur  au  Mémoire  de  Roche  pour  les  cas  de  9  =  i  et 
decp>i,  dans  lesquels  l'allure  générale  des  résultats  précédents  est  peu  mo- 
difiée. 
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CHAPITRE  XVI. 

FIGURE  DES  COMÈTES.  -  RECHERCHES  DE  SCHIAPARELLI,  RESSEL 

ET  CHARLIER. 


116.  Recherches  de  Schîaparellî.  —  Nous  allons  présenter  une  analyse 
succincte  de  quelques  points  du  Chapitre  VIII  du  bel  Ouvrage  de  M.  Schiapa- 
relli  Entwurf  einer  astronomischen  Théorie  der  Sternschnuppen,  édition  allemande 
de  Boguslawski. 

Le  savant  astronome  italien  considère  une  comète  avant  que  sa  queue  se  soit 
développée,  et  il  la  suppose  formée  d'un  amas  sphérique  homogène  de  petits 
corpuscules,  sans  condensation  au  centre  et  sans  liaison  des  corpuscules  les  uns 
avec  les  autres;  un  certain  nombre  de  comètes  paraissent  en  effet  remplir  ces 
conditions;  nous  n'aurons  pas  à  considérer  la  force  répulsive. 

Soient  (^^.  i/j)  0  le  centre  de  gravité  de  l'amas,  A  un  point  de  sa  surface, 
S  le  Soleil,  OA  =  r,  OS  =  r,,  AS  =  A;  a?,  j,  ^  ;  x^, y^,  s,  les  coordonnées  de  A 
et  de  S,  rapportées  à  des  axes  mobiles  de  directions  invariables  se  coupant  en  0, 


M  la  masse  du  Soleil.  Dans  le  mouvement  relatif  de  la  particule  A  autour  du 
point  0,  les  composantes  de  la  force  perturbatrice  provenant  de  l'action  du  So- 
leil ont,  comme  on  sait,  les  expressions  suivantes  : 


Xi  =  /M 


Y.=/M 


Z.  =/M 


-  fM  (y^-y    y 


A3 
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La  composante  2  de  cette  force,  dirigée  suivant  AO,  sera 
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œ        ,.  j 


OU  bien,  en  remplaçant  X, ,  Y,  et  Z,  par  leurs  valeurs  précédentes, 

^  — /w  (^         y^s  —^ y 

Soit  a  l'angle  AOS,  on  a 

XX ^  -+-  yft  -+-  ^-,  =  ATi  cosa, 

^2  _.  ,.2  4-  /-ï  —  2  /V,  COS  (X, 


et  il  en  résulte 
1 


•^[cosa  +  (^-cosa)(i-^"cosaH-'^)      J' 


d'où,  en  développant  suivant  les  puissances  de  la  petite  quantité  —  >  et  négli- 
geant (^ 


Pour  a  =  o,  ou  a  =  i8o",  on  a 

y  2 /M   /• 

et,  pour  a  =  90°, 


Donc  la  force  perturbatrice  du  Soleil  tend  à  augmenter  l'attraction  centrale 
exercée  par  la  comète  sur  le  point  A  (laquelle  est  dirigée  suivant  AO),  pour 
les  parties  de  l'amas  qui  sont  en  quadrature  avec  le  Soleil;  elle  tend  à  la  dimi- 
nuer pour  les  parties  qui  sont  en  conjonction  ou  en  opposition  avec  le  Soleil. 
La  composante  S  s'annule  pour 

cosa  =  =b— ,  a  =  54°44'>         ou  a  =126°  16'; 

c'est  donc  assez  loin  des  quadratures  que  S  devient  positif.  On  voit  que  la  force 
perturbatrice  du  Soleil  agit  de  préférence  sur  les  particules  qui  sont  dirigées 
suivant  le  rayon  OS  ou  suivant  son  prolongement.  Si,  pour  ces  particules,  la 
force  2  est  supérieure  à  l'attraction  centrale  de  la  comète,  une  dissolution  au 


260  CHAPITRE    XVI. 

moins  partielle  pourra  se  produire.  La  dissolution  aura  pu  commencer  anté- 
rieurement; l'auteur  a  cherché  seulement  une  limite  au  delà  de  laquelle  cette 
dissolution  se  produira  nécessairement.  Soit  m  la  masse  de  la  comète,  nous 
trouverons  pour  la  limite  cherchée 

a/M   r  fm 

m       2M 

(0  7^  =  7y 

Si  l'on  a 


(2)  W<2M     — 


la  dissolution  pourra  se  produire.  On  peut  donner  de  l'inégalité  (2)  une  inter- 
prétation simple,  en  l'écrivant  comme  il  suit, 


2M 
< 


Cela  veut  dire  que,  pour  que  la  comète  reste  agglomérée,  il  faut  que  sa  densité 
moyenne  soit  plus  grande  que  le  double  de  ce  que  deviendrait  la  densité  moyenne 
du  Soleil  si  toute  sa  masse  était  répartie  uniformément  dans  tout  l'intérieur 
d'une  sphère  de  rayon  r^.  On  remarquera  que  l'inégalité  (2)  est  celle  à  laquelle 
nous  a  conduit  la  théorie  de  Roche.  On  voit  que  M.  Schiaparelli  considère  les 
différentes  particules  de  la  comète  s'attirant  mutuellement,  mais  n'ayant  pas 
entre  elles  la  liaison  que  suppose  une  masse  fluide  continue. 

Supposons  que  la  comète  soit  comme  un  nuage  formé  de  gouttelettes  sphé- 
riques  séparées  nettement  les  unes  des  autres,  et  désignons  par  (jl  la  masse  de 
chacune  de  ces  particules,  par  i  leur  nombre  et  par  2c?  leur  distance  moyenne. 
Nous  pourrons  écrire 

la  seconde  de  ces  relations  est  en  quelque  sorte  la  définition  de  d.  On  en 
conclut 

m  /■' 

fji        d^ 


et  la  condition  (2)  devient 


d'où 

(3>  ''>'-'\^m 
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Supposons  r,  égal  à  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil;  soient  m„  la  masse 
de  la  Terre,  r„  son  rayon,  A  sa  densité  moyenne  et  cr  la  parallaxe  du  Soleil. 
On  aura 

/•i  =  -r^^^)  —  =  324000,  mo=ô7rA-^A. 

sinm  nio  "       3       " 

Nous  prenons  pour  m^  le  poids  au  lieu  de  la  masse,  mais  nous  faisons  de 
même  pour  [x,  ce  qui  ne  présentera  pas  d'inconvénient. 
L'inégalité  (3)  deviendra 


(4)  d>    ■    .V    -     3^ 


sincT  y  i\t:A  x  648ooo 

Supposons  que  cette  particule  ait  un  poids  de  i  gramme;  l'unité  de  longueur 
pour  casera  donc  le  centimètre.  Si  l'on  prend,  en  outre, 

A=r5,56,         cy  =  8",8r, 
on  trouve  que  la  formule  (4)  donne 

«/>  95,  2C^>  I"',90. 

De  là  cette  conséquence  curieuse  :  si  un  nuage  sphérique  de  corpuscules  pesant 
I  gramme  chacun,  placé  à  la  même  distance  du  Soleil  que  la  Terre,  est  constitué 
de  façon  que  la  distance  moyenne  de  deux  corpuscules  soit  égale  ou  supérieure 
à  1^,90,  ce  nuage  ira  en  se  dissolvant  sous  l'influence  perturbatrice  du  Soleil. 
Pour  avoir  la  stabilité,  il  faut  que  la  dislance  moyenne  2d  soit  plus  petite 
que  1^,90. 

Arrivant  à  la  formation  des  queues  des  comètes,  M.  Schiaparelli,  après  avoir 
rappelé  dans  le  même  Chapitre  que  Bessel  considère  l'existence  d'une  force 
répulsive  comme  absolument  démontrée,  dit  que,  dans  son  opinion,  il  doit  y 
avoir  dans  les  comètes  une  matière  spéciale  sur  laquelle  le  Soleil  exerce  une 
action  moindre  que  sur  le  reste  de  la  comète,  et  même,  dans  certain  cas,  une 
répulsion.  Cette  matière  n'entre  d'ailleurs  qu'en  proportion  minime  relative- 
ment à  l'autre,  de  sorte  que  sa  présence  dans  le  corps  de  la  comète  n'empêche 
pas  celui-ci  d'obéir  aux  lois  de  Kepler.  Le  développement  de  la  queue  dépend 
exclusivement  de  la  quantité  plus  ou  moins  grande  de  cette  nouvelle  matière 
et  de  la  force  avec  laquelle  le  Soleil  agit  sur  elle.  Cette  matière  se  sépare  du  reste 
pour  former  la  queue,  et  elle  peut  entraîner  avec  elle  des  quantités  plus  ou  moins 
grandes  de  la  matière  ordinaire. 

117.  Recherches  de  Bessel  (Abhandlungen,  t.  I).  —  Bessel  considère  une 
particule  de  la  queue,  au  moment  où  elle  sort  de  la  sphère  d'action  de  la  co- 
mète, dont  le  rayon  est  très  petit;  elle  se  meut  ensuite  en  vertu  de  sa  vitesse 
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initiale,  et  d'une  force  centrale  dirigée  suivant  le  rayon  vecteur  du  Soleil,  in- 
versement proportionnelle  au  carré  de  la  distance,  mais  dont  l'intensité  est 

représentée  par  4'  tandis  que  l'attraction  du  Soleil  sur  le  reste  de  la  masse 
est  -^-  Si  (JL  est  positif  et  inférieur  à  l'unité,  la  particule  est  encore  attirée  par 

le  Soleil,  mais  avec  une  force  moindre  que  les  éléments  du  noyau;  si  [jl  devient 
négatif,  on  aura  une  répulsion.  Bessel  cherche  à  déterminer  les  coordonnées 
relatives  de  la  particule  pendant  un  temps  relativement  court.  Son  orbite  rela- 
tive sera  plane  et  son  plan  supposé  coïncidera  avec  celui  de  l'orbite  du  noyau. 
Dans  ce  dernier  plan,  on  considère  deux  axes  rectangulaires  Sx  et  Sj,  se  cou- 
pant au  centre  S  du  Soleil.  Soient  se  et  y  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
de  la  comète  à  l'époque  ^,  X  et  Y  les  coordonnées  de  la  particule  à  l'époque  /, 
R  sa  distance  au  Soleil;  l'époque  prise  pour  origine  du  temps  sera  celle  où  la 
particule  sort  de  la  sphère  d'action  du  noyau.  En  désignant  par  un  ou  deux 
accents  les  dérivées  premières  ou  secondes  par  rapport  au  temps,  on  aura  les 
équations 

(5)  ^"4-^3=o,  /'+^,  =o, 

(6)  X"+^  =  o.         Y"+g-o. 

On  voit  que  Roche  considérait  la  particule  avant  sa  sortie  de  la  sphère  d'ac- 
tion, tandis  que  Bessel  prend  les  choses  après  la  sortie.  Les  équations  (i)  sont 
celles  d'un  mouvement  elliptique  ou  parabolique;  les  équations  (^2)  celles  d'un 
mouvement  elliptique,  parabolique,  ou  même  hyperbolique. 

Soient  M  la  position  du  centre  de  gravité  du  noyau  à  l'époque  t,  et  N  celle  de 
la  particule  considérée;  on  choisit  deux  axes  rectangulaires  M^  et  Mv]  situés 
dans  le  plan  de  l'orbite  de  M,  l'axe  ME  coïncidant  avec  le  prolongement  du  rayon 
vecteur  SM,  et  l'axe  Myj  étant  dirigé  en  sens  inverse  du  mouvement  de  la  comète  ; 
on  rapporte  la  particule  N  à  ces  deux  axes  mobiles,  et  l'on  désigne  ces  coor- 
données relatives  par  ^  et  yj.  On  trouve  immédiatement  les  formules 


(7) 


x^^+^i±Z]2,      Y^j  +  -^^-^^ 


En  substituant  ces  expressions  dans  les  équations  (6),  et  tenant  compte  des 
relations  (5),  on  trouve 


'oc'E,-+- yr]\'' ,a?         ^x  f         ^^-hyn 


Rn  r 


(yl  —  xny' __  y       h-  (        yl  —  xn\ 
\        r        )    "  r-'        R*  V-^  r        j 
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On  en  déduit 

(8)  / 

On  a  ensuite 

En  ayant  égard  à  ces  formules,  les  équations  (4)  deviennent 

'''  '-"-v[.(^y..(^-)']-.4.(^y..(^y] 

On  a  ensuite 

fx\'       x'       /•'  fx\"       x"       ir'    ,       r"  ir"' 

Soit^  le  paramètre  de  l'orbite  du  centre  de  gravité  M  du  noyau;  on  a  aussi 

xy'  —  yx'  =  \Jp ,  xy"  —  yx"  =z  o , 

et  l'on  conclut  des  relations  précédentes 

K?y-K^y='"  K?y-H?y=-,^' 


/\'  ,.  ["^y  —  sIp 


""^r      -^yr 


K?y-K?y-^^^ 


après  quoi  les  équations  (9)  deviennent 


(lO) 
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On  a  enfin 

R2  =  (r  +  O'-+--0', 

d'où,  en  négligeant  les  petites  quantités  (-)  et  (^  j 

Bessel  suppose  que  le  rayon  p  de  la  sphère  d'action  de  la  comète  soit  assez  petit 
pour  que  l'on  puisse  négliger  p^t^  etf^';  c'est  ce  qui  fait  que  nous  pouvons 

négliger  ici  (-]  etf^  j  •  En  portant  l'expression  (11)  dans  les  équations  (10), 

elles  deviennent 

En  différentiant  encore  une  fois,  remplaçant  dans  les  seconds  membres  ^" 
et  Y]"  par  leur  expression  (12),  et  négligeant  cette  fois  -.  et  ^j  il  vient 


(i3) 


118.  Soient  ^o»  ^o»  ^o»  ""^o»  ^0'  ^o»  ^c  ^0  l^s  valeurs  initiales  de  L  yj, 
la  série  de  Taylor  donne 

(i4) 

I  yj  — Y)o+^r)o4-  -  l'exil  +  g  ^^v)o, 

d'où,  en  tirant  ^'^,  y]o,^o  et  y]'o  des  relations  (12)  et  (i3), 
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II  convient  de  faire  figurer,  dans  les  coefficients  de  û  et  de  /%  ret  ^  au  lieu 
de  r^  et  a„.  On  pourra  prendre  /'„  =  r',  et 


V  I     /  2  /■'       , 

7!  =  P    ■  +  V'I- 


Dans  les  termes  en  ^l  et  r\l  et  aussi  dans  les  termes  en  ^|',  et  yj'q,  qui  contien- 
nent ^0  ou  y]o  en  facteur,  on  peut  faire  r»  =  r.  On  trouve,  d'ailleurs, 


*•        ..2     "^0  ^^   ^^  ..3         SO- 


.2    ^0  "        ,.2     ^0 


Les  dernières  expressions  de  ^  et  de  t]  deviennent 

-/  '     .,  l'  —  P"-         '^vV      /         nr'Jn  (lu.         I)\  /\ 


(.5) 


(l6) 


Soient  maintenant^,  et  ^2  l^s  projections  de  la  vitesse  relative  initiale  sur  les 
axes  M^  et  Myj.  En  se  reportant  aux  formules  (7),  et  remarquant  que  les  pro- 
jections de  cette  même  vitesse  sur  les  axes  fixes  S^  et  Sj  sont 


on  trouve 

d'où  l'on  tire  sans  peine 

^t— ^+-7»-'  gi—^ -jj-' 

Mais  o,  (>t  o,  désignent  les  projections  de  la  vitesse  à  l'époque  zéro;  on  doit 
T.  -  IV.  '  34 


(17) 


(i8) 
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donc  mettre  les  indices  zéro  aux  diverses  lettres  dans  le  second  membre;  on 
pourra  y  laisser  r  au  lieu  de  j\.  On  trouve  ainsi 

w  -n^s/p  ,  ,   ^os/p 

QO   01  ..2        '  ''0  fci2T^        r^ 

et,  si  l'on   porte  ces  expressions  dans  les   formules  (i5)  et  (16),   elles  de- 
viennent 

Si  l'on  pose  enfin 

(^o=— pcosF,         yjo  =  psinF, 
(ï9)  ^  .    ^ 

et  que  Ton  ait  égard  à  la  relation 

, esin(' 

dans  laquelle  v  désigne  l'anomalie  vraie  du  point  M,  les  formules  (17)  et  (18) 
deviendront 

I  ^— pcosF  —  ^  (  ^cosG-h  ^  p  sinF  1 

(19)  \  H-- /M-_r_2^^^^sinG— ( -^  —  ^,  jp  cosF-^ — —  psmF 

Y]  =  p  sinF  H-  ^  (  ^sinG  —  ^  p  cosF  | 

(20)  __t-  |^_X_  ^o^cosG ^:^  p  cosF  +  i^f^  +  ^,j  p  sinFj 

6  ^  [^  ~T^  ^^/' r~  ^  cosG-  (^i=  +  ^j  ^-sinGj  . 

On  voit  que  p  et  ^  désignent  respectivement  le  rayon  de  la  sphère  d'action  et 
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la  vitesse  relative  initiale;  les  quantités  F  et  G  déterminent  les  directions  du 
rayon  mené  de  M  au  point  où  la  particule  sort  de  la  sphère  d'action,  et  de  la 
vitesse  relative  g.  Les  formules  (19)  et  (20)  sont  d'accord  avec  celles  de  Bessel, 
quand  on  y  corrige  quelques  petites  fautes  de  calcul  (t?oi>  Marcuse,  Ueber  die 
physische  Beschaffenheit  der  Cometen,  Berlin,  i884)- 

119.    Détermination  approchée   de  l'orbite  de  la  particule.    —   Bessel 
réduit  les  expressions  (17)  et  (18)  à  leurs  parties  principales,  savoir  : 

(21)  l=g,t+'-=^t'-+'2r'l=^t\ 

(22)  •n^g.t-r^^t'+sl'p   '-jj:r^'' 

Il  s'agit  d'éliminer  t  entre  ces  deux  équations.  On  tire  de  la  première 


2i; 


^    _r^       2g,  t       4  r' 

~7.  —  TT  "t"  '.         7.   ~t~  9   Tïï»  '  ' 


I  —  (j.       /'        I  —  ij.       3  r' 
d'où,  en  négligeant  ^"J, 


r        I  —  p/         I  —  /jt       3 


r  I  —  /JL       y    I  —  jx       o       \  /•  / 

En  remplaçant  dans  le  second  membre  -  par  sa  valeur  approchée,  t  /    ^^    >  il 


vient 

'    2Î; 


r=-/^,-v/T^v/— 3'Vr 


y- 
IJ.       i-F-       3'    I  — ^' 


i  —     /   2^     _    é"i^'    _  2  ^,     il 


En  portant  cette  valeur  de  t  dans  l'équation  (22),  et  négligeant  des  termes  de 
l'ordre  de  g-,  on  trouve 

(33)         «=,,.(^3:_i,.^).^;.ç^3:. 

En  supposant  ^2=  o  pour  la  queue,  c'est-à-dire,  la  vitesse  relative  corres- 
pondante dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon  vecteur  SM©,  on  a 

(24)  Yl=   -^      ,-^^—* 


2(kS  chapitre    XVI. 

Cette  équation  sert  à  déterminer  i  —  [x  par  les  valeurs  observées  des  coordon- 
nées ^  et  Y]  de  la  queue.  Mais  l'axe  de  la  queue  est  difficile  à  fixer.  Pape  (Astron. 
Nachr.y  n*"*  1172-1174)  préfère  avoir  recours  à  l'équation  (23),  d'où  il  tire  les 
valeurs  des  inconnues  g^  et  i  —  [jl,  en  combinant  les  observations  relatives  à 
deux  points  des  bords  de  la  queue. 

M.  Radau  {Bulletin  astronomique,  t.  I,  p.  194)  ^  chercbé  à  compléter  l'équa- 
tion (23)  en  supposant  nulles  les  valeurs  initiales  de  ^,  y],  i'  et  y]',  ce  qui  re- 
vient à  supposer  l'orbite  absolue  de  la  particule  N  tangente  à  l'orbite  du 
point  M.  Il  a  calculé,  en  admettant  en  outre  une  parabole  pour  la  dernière  or- 
bite, les  expressions  de  ^  et  de  yj  en  tenant  compte  des  termes  en<*.  Il  a  obtenu 
ainsi  pour  l'orbite  relative  l'équation 

(.5,  (,_4i)(^i=i^y=|l  +  i.H-^(.-^')i|> 

dans  laquelle  q  désigne  la  distance  périhélie  de  la  parabole,  et  £  la  quantité 


/ 


—  I.  Enfin,  M.  d'Hepperger  {Astron.  Nachr.^  n*^  2576)  a  obtenu  une  formule 

qui  donne  à  peu  près  les  mêmes  résultats  que  celle  de  M.  Radau  ;  toutes  les  deux 
sont  plus  précises  que  celle  de  Bessel. 

M.  Bredichin  a  cherché  à  déterminer  la  figure  de  la  tête  de  la  comète,  en  se 
bornant  aux  formules  approchées  suivantes,  déduites  des  formules  (19)  et  (20), 

yj=z      gt  sinG. 

On  en  tire,  par  l'élimination  de  t,  l'équation  d'une  parabole  ;  mais  nous  n'in- 
sistons pas  sur  ce  résultat  qui  ne  donne  qu'une  approximation  assez  sommaire. 

M.  Bredichin  a  calculé  la  force  répulsive  i  —  [J^  pour  un  grand  nombre  de  co- 
mètes, et  il  a  pu  établir  trois  types  de  queues,  pour  lesquels  cette  force  est  res- 
pectivement égale  à  11,0,  1,4  et  0,3.  Certaines  comètes  ont  offert  deux  de  ces 
types;  il  y  a  même  une  comète  (1882,  II)  qui  les  a  présentés  tous  les  trois.  Les 
trois  types,  d'après  M.  Bredichin,  répondraient  à  l'hydrogène,  au  carbone  et  au 
fer.  On  trouvera,  dans  les  Annales  de  l' observatoire  de  Moscou,  les  nombreux  tra- 
vaux du  savant  russe  sur  ce  sujet  très  intéressant,  mais  malheureusement  assez 
complexe. 

120.  Recherches  de  MM.  Charlier  et  Luc  Picart.  —  Nous  avons  vu 
(page  260)  que  M.  Schiaparelli  a  étudié  la  désagrégation  des  comètes;  il  en  a 
établi  la  possibilité  par  cette  remarque  que  la  composante  de  la  force  pertur- 
batrice du  Soleil,  suivant  le  rayon  vecteur  mené  du  centre  de  gravité  d'une  co- 
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mëte  à  un  point  de  la  surface,  peut  devenir  plus  grande  que  l'attraction  de  la 
comète  sur  le  même  point.  M.  Charlier  a  repris  cette  question  d'une  façon  plus 
rigoureuse  dans  un  Mémoire  très  intéressant  {Bulletin  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Saint-Pétersbourg,  t.  XXXII,  n"  3);  M.  Luc  Picard  (^Annales  de  r observatoire 
de  Bordeaux,  t.  V)  a  simplifié  l'exposition  de  M.  Charlier  et  donné  à  ses  conclu- 
sions une  extension  importante. 

Nous  allons  rendre  compte  des  recherches  de  ces  deux  astronomes. 

Nous  considérons  donc  un  essaim  homogène  de  corpuscules  sphériques  qui 
s'attirent  mutuellement,  et  sont  tous  attirés  de  la  même  façon  par  le  Soleil; 
c'est  dire  que  nous  supposons  que  la  force  répulsive  n'existe  pas.  Soient,  rela- 
tivement à  trois  axes  fixes  passant  par  le  Soleil,  x,  y,  o  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité  M  de  l'essaim;  X,  Y,  Z  celles  d'une  particule  N  située  à  l'intérieur  de 
l'essaim,  ou  à  l'extérieur,  dans  le  voisinage. 

On  a  pris,  comme  on  voit,  le  plan  de  l'orbite  de  M  pour  plan  des  xy.  Soit  U 
l'attraction  de  l'essaim  sur  N;  cette  attraction  est  dirigée  suivant  la  droite  NM, 
puisque  nous  supposons  l'essaim  sphérique  et  homogène. 

Nous  aurons  les  équations  différentielles 

(26) 


(27) 


^"+^^^  =  0,      y+A-^^ 

=rO, 

,.2  _  jj2_j_^: 

/  \"  1  /-^       —      X  —  ^ ,, 

1                 Y             Y—  V 

/  Y"   1    /'^         —                 -^  TJ 

?' 

=  r'H-^'+C'; 

Nous  introduisons,  comme  au  n°  117,  deux  axes  mobiles  :  M^  prolongement 
de  SM  etMï)  perpendiculaire  sur  M^,  dans  le  sens  du  mouvement  de  l'essaim. 
Nous  aurons  encore  les  relations  (7),  que  nous  récrirons  pour  plus  de  clarté, 


(28)  {  y^^,  ^   yl-'^-n 


Nous  trouverons 


L^K. 


k-  t 

r"  -u  ~  r  —  —  -  U 
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On  en  tire 


On  a  d'ailleurs 


R2  =  (r  +  ^)2^-yl2+C^ 
ce  qui,  en  négligeant  ^*,  y]-  et  'C^,  se  réduit  à 


Il  en  résulte 


R=z/-H-|,  dou  _=:_K_-^ 


(.9)  ^       \         r         J        ^\  r         J  r-  p 

En  opérant  comme  au  n*'  117,  et  tenant  compte  des  relations 
on  trouve  aisément,  en  revenant  à  la  notation  ordinaire  pour  les  dérivées, 


I  dn      iksjp  dn       k^i  (p        \      iksjp  ^dr         l  _ 

d^n       ik\rp  di       k^n  (p         \        ik\]p  y  dr        ,^r\ 
'  '    -  I     +  -^  ^        +  u  -  =  o. 


(3o) 

dt'-  r-       dt         r'    \r       '/    '        r"^  ^  dt    '^  ^ 

Supposons  que  l'orbite  de  M  soit  circulaire,  nous  aurons 

dr  ^ 

r—p,  ^  =0,  kz=np'\ 

et  les  équations  (3o)  deviendront 
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121.  Cas  où  la  particule  N  est  intérieure  à  l'amas.  —  On  a  alors 

D  désignant  la  densité  moyenne.  Soient  m  la  masse  totale  de  l'amas,  p„  son 
l'ayon;  les  formules 


donnent 


4     ...       if^^Y"'^ 


Soit  posé 

les  équations  (3i)  deviendront 

1^7^  +  "'^^+^^-^^'^^  =  °' 


(33) 

dt^  dt 


;772--2'^;77 +^'*-^  =«• 


L'équation  différentielle  qui  donne  'C  devient  d'ailleurs 

(34)  ^  +  (^  +  ,)«^Ç  =  o. 

On  voit  donc  que  l'on  a,  pour  déterminer  H,  t]  et  'C,  trois  équations  différen- 
tielles linéaires  à  coefficients  constants  et  sans  seconds  membres. 
Pour  intégrer  les  équations  (33),  on  pose 

^  =  A  cos(.«/i^  H-  Cf.),         -rj  =  B  sin(*«;  -*-  a), 

où  A,  B,  5  et  a  désignent  des  constantes  qui  doivent  vérifier  les  relations 

—  A5^-f-2B5-f-(|jt  —  3)A  =  o, 

—  B5^+  2A.Ç4-  fJlB  =:0. 

B 

On  en  tire,  par  l'élimination  de  v» 

(.çî_^)(.,*_fj,  +  3)  =  4.çS 
ou  bien 

(35)  5V_  (2fjL  +  i).ç2+fx(fji— 3)  =  o; 


2  5*  =:  2^  4-  I  it  y/ ib/Jl  4-  I 
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Ces  deux  valeurs  de  s^  sont  réelles  parce  que  pi.  est  essentiellement  positif. 
D'après  l'équation  (35),  la  somme  des  valeurs  de  s'^  est  positive;  leur  produit 
sera  positif  si  l'on  a  [x  ^  3.  Donc,  pour  [x  >  3,  les  deux  valeurs  de  s^  sont  posi- 
tives, et  les  expressions  de  ^  et  de  v]  ne  contiendront  que  des  sinus  et  des  cosi- 
nus; si  les  valeurs  de  ^  et  de  y]  sont  petites  à  l'origine  du  temps,  elles  le  reste- 
ront toujours  et  la  figure  de  la  comète  sera  stable.  Dans  le  cas  de  [j.<|  3,  l'une 
des  valeurs  de  s^  sera  positive  et  l'autre  négative  ;  il  entrera  donc,  dans  l'expres- 
sion de  ^  et  Y],  des  sinus  et  des  cosinus,  mais  en  outre  des  exponentielles.  On 

aura 

^  :=i  A  cos {s ni  -i-  a)  -+-  Ai £•'''  +  A2E-*"'', 

Y]  =  B  sin  {sn  ^  4-  a)  +  BjE*''  +  B^E-'^, 

en  désignant  par  s"^  et  —  s'^  les  deux  racines  de  l'équation  (35).  On  voit  donc 
que  ces  expressions  croîtront  d'une  façon  très  rapide;  le  groupement  des  cor- 
puscules ne  pourra  pas  subsister.  La  condition  de  stabilité,  [ji.>*3,  à  laquelle 
nous  arrivons  ainsi,  peut  s'écrire,  en  ayant  égard  à  la  définition  de  [x, 

(^«'  M  >  K^° 

tandis  que  M.  Schiaparelli  donne  (page  260) 


Soient 

rio  la  vitesse  angulaire  des  corpuscules  dans  leur  mouvement  de  révolution  au- 
tour du  centre  de  gravité  de  la  comète; 
Tj,  la  durée  de  révolution; 
T  la  durée  de  révolution  du  centre  de  gravité  autour  du  Soleil . 

Les  relations 

fm^nlpl,        /M  =  n^a^ 

permettront  d'écrire  comme  il  suit  l'inégalité  (36) 

/io  >  n  \/3,         To  <  -7^  ; 
V/3 

tandis  que,  d'après  M.  Schiaparelli,  on  devrait  avoir 

/-  r         '^ 

sj-?. 

L'équation  (34)  s'intègre  avec  des  sinus  et  des  cosinus,  et  la  stabilité  est  tou- 
jours assurée  pour  '(. 
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Ces  résultats  ont  été  donnés  par  M.  Charlier.  M.  Picard  a  considéré  en  outre 
le  cas  où  la  particule  est  extérieure  à  l'essaim,  et  c'est  de  ce  cas  que  nous  allons 
maintenant  nous  occuper. 

122.  Cas  où  la  particule  N  est  extérieure  à  l'essaim.  —  En  se  reportant 
aux  équations  (3i),  on  remarquera  que  l'attraction  U  est  maintenant  celle  d'une 
sphère  sur  un  point  extérieur;  on  aura  donc 

fm  11^  a?  m 

~^  ~~  ~~f~  M  ' 

Les  équations  (3i)  deviendront 

d^X  dn        o    îi:    ,  2  ^% 


dt^  p 


-H  /i*Ç    +  mn-  —  Ç  —  o, 


OÙ  m  a  été  écrit  au  lieu  de  ^^  pour  abréger. 

En  se  bornant  aux  deux  premières  équations,  on  retrouve  le  système  ren- 
contré par  M.  Hill  dans  ses  Recherches  sur  la  théorie  de  la  Lune  (t.  III,  p.  259). 

Imitant  ici  ce  qu'a  fait  M.  Hill  pour  la  Lune  {American  Journal  of  Mathema- 
tics,  t.  I),  M.  Picard  multiplie  les  équations  (^7)  respectivement  par  id\,  idf\, 
id^C,\  la  combinaison  obtenue  est  intégrable,  etl'on  obtient,  en  désignant  par  V 
la  vitesse  et  par  C  une  constante  arbitraire, 

Il-  p 

C'est,  en  somme,  l'intégrale  de  Jacobi;  nous  écrirons 

(38)  ÏI  =  „«.(î_.;)  +  35=-Ç^ 

La  constante  b  représente  le  demi  grand  axe  de  l'orbite  que  décrirait,  à  un 
instant  donné,  la  particule  N  autour  de  M,  si  l'attraction  du  Soleil  sur  N  venait 
à  être  supprimée. 

Comme  l'a  fait  M.  Hill  pour  la  Lune,  M.  Picard  considère  la  surface  2  que 
l'on  obtient  en  faisant  V^  =  o,  savoir 

T.  -  IV.  35 
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Cette  surface  divise  l'espace  en  deux  sortes  de  régions  :  pour  les  unes,  l'ex- 
pression précédente  de  V-  est  positive;  pour  les  autres,  elle  est  négative.  De 
telle  sorte  que  la  particule  N  ne  pourra  se  mouvoir  que  dans  les  premières.  Nous 
allons  discuter  cette  surface  E. 

Elle  est  symétrique  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées  et  coupe  l'axe  des  Z, 
au  point  déterminé  par  l'équation 

Cette  équation  admet  une  racine  positive  et  une  seule,  laquelle  est  <iib; 
nous  la  représenterons  par  po.  Cherchons  l'intersection  de  la  surface  avec  le 
plan  des  ^r\;  en  posant 

on  trouve 

(4o)  3(^|ycos^^-^(p-26)=o. 

Pour  une  valeur  donnée  de  4^,  l'équation  (4o)  aura  deux  racines  positives 
si  4P^  +  27 Q"  <  o  ;  cela  donne 

cette  condition  sera  toujours  remplie  si  l'on  a 

■36\3 


(40  rn>^ 


a 


En  supposant  cette  inégalité  satisfaite,  la  surface  cherchée  a  une  nappe 
fermée  S'  ;  pour  tous  les  points  de  son  intérieur,  on  aura  V->>  o,  tandis  que  V^ 
est  <^  o  pour  tous  les  points  de  l'extérieur.  Si  donc  la  particule  est  placée 
d'abord  en  un  point  de  l'intérieur  de  S',  elle  n'en  pourra  jamais  sortir,  et  la  sta- 
bilité sera  réalisée.  L'équation  (4o)  admet  la  racine  p  =  2  è  pour  (J;  =  90°  ;  enfin, 
pour  4^  =  o,  cette  équation  devient 

(42)  3(^^y-|(p-26)  =  o; 

le  premier  membre  de  cette  équation  est  positif  pour  p  =  2Ô  et  négatif  pour 

p  =  3^,  car  il  est  alors  égal  à 

816» 
-^-^^ 

quantité  négative  en  vertu  de  l'inégalité  (4i);  donc  l'équation  (42)  admet  une 
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racine  pa  comprise  entre  26 et  3/>.  Enfin,  si  dans  l'équation  (39)  de  la  surface  2 
on  remplace  ^,  y)  et  ^  par 

^  =  pcosdcos^,        ri  =: p  cos 9  s'm^,        C  =  psin9, 

on  voit  aisément  que  p  est  une  fonction  décroissante  de  0  et  de  '|  quand  6  et  '\/ 
croissent  à  partir  de  zéro.  On  en  conclut  que  le  rayon  p  de  la  surface  2'  est  tou- 
jours compris  entre  po  et  pa.  Si  la  condition  (4i)  est  satisfaite,  on  aura,  a/or/ «on, 

a' 

On  retrouve  ainsi  la  condition  de  stabilité  de  Roche  [formule  (ir)  de  la 
page  249],  pour  yA  =  i. 

Au  surplus,  l'équation  (6)  de  Roche  (page  247)  coïncide  avec  l'équation  (39) 
du  présent  Chapitre,  quand  on  y  fait 

yh  =  i,         a;  =  -n,        y  =  ^,         r'=a. 

Si  la  vitesse  de  rotation  est  égale  à  la  vitesse  de  translation,  nous  aurons 

y  r=  I  ; 

la  valeur  de  A  ou  -Ç  est  d'ailleurs  égale  à  i,  quand  on  suppose  l'orbite  du  noyau 
circulaire;  dans  ce  cas,  yA  =  i.  On  peut  se  rendre  compte  de  l'identité  des  sur- 
faces de  niveau  et  de  la  surface  2;  car  en  écrivant  l'équation  V^  =  o,  on  obtient 
une  des  surfaces  de  niveau.  La  discussion  de  la  surface  S  avait  donc  été  faite 
déjà  dans  le  Chapitre  précédent. 

123.  Du  cas  où  l'orbite  du  point  M  n'est  pas  supposée  circulaire.  —  Il 
serait  intéressant  de  voir  ce  que  deviennent  les  conclusions  de  iMM.  Charlier  et 
Picard  quand  on  suppose  que  le  centre  de  gravité  de  l'essaim  décrit,  non  pas 
un  cercle,  mais  une  ellipse  ou  une  parabole,  ce  qui  arrive  en  réalité.  Malheu- 
reusement, les  choses  se  compliquent,  surtout  quand  la  particule  est  extérieure 
à  l'essaim.  Supposons-la  donc  intérieure,  et  remontons  aux  équations  (3o). 
Nous  aurons 

U  =:  ixn-  p,  k  =r  na'\ 

de  sorte  que  les  équations  (3o)  deviendront,  en  désignant  par  /  l'anomalie 
moyenne, 

l  d*P         lasJaî)  df\        a^  f  p         \^        ia\[âp     dr 
\J^-V-dl-ArV^-^^''Tl-^^='^ 

\d'f)        lasf^p  dl        a^  (  p         \  '^asj'^^  dr 
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Ces  deux  équations  du  second  ordre,  et  sans  seconds  membres,  sont  linéaires 
et  à  coefficients  variables;  mais  ces  coefficients  sont  des  fonctions  périodiques 
de  /.  On  sait  qu'on  pourra  les  intégrer  par  des  expressions  telles  que 

+  00 
(44)  {        7"  l-cl-hco, 

—  00 

OÙ  les  coefficients  c,  Ay  et  By  sont  des  constantes,  dépendant  de  l'excentricité  e 
de  l'orbite  du  noyau  et  de  constantes  arbitraires;  c^  est  aussi  une  constante  ar- 
bitraire. Formons  nos  équations,  en  négligeant  e'  ;  nous  aurons 


d'où 


p^  a{\  —  e^),         r  =  a(iH e  cos  / cos  2  /  I  ; 

aJap  /       5    ,  , 

=  i  +  2ecostH — e^cos2/, 


A-'  2 


—  (■^  +  2J=3-t-  5e2  H-  ioecos/4-  i6e^cos2/. 


aJap  dr  .     ,       5    „   .       , 

— '-r^ — Tj  ^=e  sin  l  -\ —  e^  sin  2  /, 
r^     al  1 


(45) 


^     P        \  /       I    9       3   9  / 

—    -  —  I     =  ecos/H — e^-\-  -e^C0S2l; 
r^  \r        J  22 

les  équations  (43)  deviendront  donc 

(P'P  /  5  \  dri 

^2^  -+-  2  (  1  +  2ecos/+  -£"0082^  —  —  (3  4-  Se^-H  ioecos/+  i6e"cos2/)^ 

—  lie  sin  /  -\ —  e^  sin  2  H  yj  +  |ji|  ^  o; 

-— -  —  2  (  1+  2ecos/+  -e2cos2/j^  —  /  ecos/+  -e2^_  -e2cos2/)y) 

H-  2  (  e  sin  /  H —  e^  sin  2  /  j  I  +  /jiYj  =  o. 

En  substituant  les  expressions  (44)  dans  les  équations  (45),  tenant 
compte  de  ce  que  A±,  et  B±,  seront  de  l'ordre  de  e,  A±2  et  B±2,  de  l'ordre  de  e^; 
en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  ^'^"  X,  ^|^"  Çk  ±  /),  ^|^"  Çk  ±  il),  on  trouvera 
des  conditions  de  deux  sortes  donnant,  après  l'élimination  de  A±,,  A±2,  B±,, 
B±2»  des  relations  de  la  forme 

JUAo-hiiîjBo=o,         JU'Ao+Db'Bo^ro; 
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les  coefficients  A,  yi\y,  .1/  et  oft/  seront  des  fonctions  rationnelles  de  c;  on  en  dé- 
duira 

(46)  /(c,  e, /x)  =  o. 

Ainsi,  tous  les  coefficients  seront  des  fonctions  linéaires  de  Ao  qui  restera  ar- 
bitraire; cette  solution  contiendra  donc  les  deux  arbitraires  Ao  et  c;  mais 
l'équation  (4^)  donnera  deux  valeurs  utilisables  pour  c;  à  la  seconde  racine 
correspondront  deux  autres  constantes  arbitraires,  ce  qui  complétera  le  nombre 
de  quatre  constantes  arbitraires,  nécessaire  pour  avoir  les  intégrales  générales 
des  équations  (45).  On  voit  aisément  que  l'équation  (46)  sera  de  la  forme 

/(cSe-,  fx)  =  o. 

En  écrivant  que  les  deux  valeurs  de  c^  fournies  par  cette  équation  (du  moins 
les  deux  qui  restent  seules  pour  e  =  o)  sont  positives,  on  aura  une  condition 
qui  sera  de  la  forme 

Il  faudrait  obtenir  la  valeur  de  H;  mais  ce  calcul,  que  j'avais  entrepris,  est 
assez  compliqué. 
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CHAPITRE  XVII. 


MÉTHODE  DE  CAUCHY  POUR  LE  CALCUL  DES  INÉGALITÉS 
A  LONGUES  PÉRIODES. 


124.  Origine  de  la  méthode  de  Cauchy.  —  Le  Verrier  avait  soumis  au 
jugement  de  l'Académie  le  calcul  numérique  de  la  grande  inégalité  de  Pallas, 
qui  dépend  du  terme  en  i8/'  —  7/,  où  /et  l'  désignent  les  longitudes  moyennes 
de  Pallas  et  de  Jupiter,  et  dont  la  période  est  d'environ  800  ans. 

Cette  inégalité  est  du  onzième  ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons;  elle  se  trouve  néanmoins  très  sensible,  à  cause  de  la  petitesse  du 
diviseur  i8n'— 7/1  qui  entre  au  carré  dans  la  perturbation  de  la  longitude 
moyenne.  Le  Verrier  avait  obtenu  (')  l'inégalité  en  question  par  un  double  sys- 
tème de  quadratures  numériques  relatives  à  /  et  /',  et  il  avait  trouvé  que  l'iné- 
galité s'élève  dans  son  maximum  à  895". 

Cauchy  était  le  rapporteur  de  la  Commission  académique;  il  était  désireux 
de  contrôler  les  longs  calculs  numériques  de  Le  Verrier,  mais  ne  se  souciait  pas 
trop  de  reprendre  tous  ces  calculs  par  le  menu.  C'est  alors  qu'il  imagina  en 
quelques  semaines  la  méthode  très  remarquable  dont  nous  allons  traiter  dans  ce 
Chapitre.  Il  l'a  développée  dans  six  Notes,  ajoutées  à  son  Rapport  sur  le  Travail 
de  Le  Verrier  (^Comptes  rendus,  t.  XX;  i845);  il  a  pu  vérifier  rapidement  le 
résultat  obtenu,  de  deux  manières  et  à  l'aide  de  deux  méthodes  différentes;  il 
a  trouvé  successivement  906", 6  et  906",  3  pour  le  coefficient  de  l'inégalité,  et  il 
remarque  que  la  petite  différence  de  ces  deux  valeurs  avec  le  nombre  895"  est 
seulement  de  l'ordre  des  erreurs  que  pouvait  amener  l'usage  des  Tables  de  loga- 
rithmes à  sept  décimales,  dont  Le  Verrier  s'était  servi. 

Les  Notes  de  Cauchy  présentaient  une  concision  qui  pouvait  arrêter  quelques 
lecteurs;  à  la  demande  de  Le  Verrier,  M.  V.  Puiseux  en  fit  une  exposition  claire 
et  détaillée,  dans  le  Tome  VII  des  Annales  de  l' Observatoire  de  Paris;  il  étendit 
en  même  temps  les  résultats  de  Cauchy  à  la  seconde  partie  ^f_dl22_lll^t.  (jg  i^ 
fonction  perturbatrice. 

(1  )  Les  calculs  de  Le  Verrier  ont  été  reproduits  dans  le  1. 1  des  Annales  de  V Observatoire,  p.  897-4 1 8. 
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La  méthode  de  Cauchy  est  avantageuse,  surtout  quand  on  considère  les  iné- 
galités à  longues  périodes  provenant  de  termes  dans  lesquels  figurent  des  mul- 
tiples élevés  des  longitudes  moyennes. 

125.  Nous  considérons  deux  planètes  P  etP',  et  nous  proposons  de  calculer 
le  terme  de  la  fonction  perturbatrice  du  mouvement  de  F',  qui  dépend  de 
l'argument 

OÙ  n  et  n'  désignent  deux  nombres  entiers.  Pour  éviter  une  confusion  de  lettres, 
nous  représenterons  les  moyens  mouvements  par  [jt.  et  tji',  les  masses  des  planètes 
par  m  et  m'  (celle  du  Soleil  étant  i),  et  par  a  et  a'  les  demi  grands  axes;  nous 
aurons  donc 

On  aura  ensuite 

/    \                                                                    n         r     I  f  ^          rC0S(5\ 
(0  ^=f^'[^ JJT-)^ 

(2)  fdij.dt=-fdtf^^^dt; 

f  B[kdt  est  l'inégalité  de  la  longitude  moyenne  que  nous  nous  proposons  de 
calculer. 

La  fonction  ^ j^  étant  développée  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  mul- 
tiples des  anomalies  moyennes,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  suivant  les  puis- 
sances positives  et  négatives  des  exponentielles  E'*^  etE'^'v^"*,  où  E  désigne  la 
base  des  logarithmes  népériens,  supposons  qu'on  y  ait  trouvé  le  terme 

de  sorte  que 

(3)  R==/m'A„.,_«E(«'ï'-«'^)v'^4-..., 
il  viendra 

en  substituant  dans  (2),  regardant  les  éléments  comme  constants,  et  intégrant, 
on  obtient 

J  a'  d%  a^n'ix'-nix) 
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Cette  inégalité  est  imaginaire,  mais  elle  deviendra  réelle  en  associant  au 
terme  considéré  le  terme  conjugué.  Soit 

on  aura,  en  considérant  les  deux  termes  ensemble. 


/ 


ou  bien 


'  a-{n' IX. —  nixy  "         "-  -^ 

OU  encore,  en  rem  plaçant/ par -^^ , 

fàixdtz=-^^(-r-^ yna01Lsin(/i'Ç'— /îÇ  +  î^). 

J     '  i-\-m\nii  — ni).] 

Pour  avoir  l'inégalité  en  secondes  d'arc,  il  faut  introduire  le  facteur  -. — ,,\  si 

°  sini" 

l'on  pose 

6  m'     [         Il         y 

1  =  -: J.  ,    , na, 

sini"  i  +  m\n'\x'  —  nixj 

(4)  {  on  aura 

Le  plus  souvent,  le  second  terme  de  la  fonction  perturbatrice, j^—  ?  ne 

donnera  rien  de  sensible;  de  sorte  que  nous  pourrons  nous  contenter  de  déve- 
lopper ^. 

126.  Expression  de  A^  en  fonction  des  anomalies  excentriques  u  et  u' 
des  deux  planètes.  —  Soient  t  et  i'  les  distances  angulaires  des  périhélies 
à  l'un  des  points  d'intersection  des  deux  orbites,  w  et  w'  les  anomalies  vraies, 
1  l'inclinaison  mutuelle;  on  a 

^2  _-  ^2 _|_  ^'2  —  2  rr'  cos (r,  r'), 
cos(/-,  r')  =:  cos(«'  -i-t)  cos{w'-h  z')  -+-  sin(«^  -ht)  sin(MP''+  t')  cosI, 

d'où  il  résulte 

(  A^  =:  r^  +  r'2  —  2  M  r  cos  w.  r'  cos  w'  —  2  N  r  sin  w.  r'  sin  w' 

(5)  1 

1  — 2P.rsin(^.  r' cosw' — 2  0^008^.  r' sin  w', 

/  M=      costcost'4-  siiiT  sinr' cosl, 
|N=      sinr  sinT'  +  cosTCOST'cosI, 

j   P=:—  SinTCOST'+COSTSiriT'cOSl, 

\  Q= — cosT  sinT'+ siriT  cost' cosI. 
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On  a  d'ailleurs,  en  désignant  par  e  et  e'  les  excentricités, 

j  /-cosi^v^r  a(cosM— e),         r'cosw' =a' {co?,u' —  e')y 
(7)  j  /siiKvnrav/i  — e'sinM,         r'  si  n  w'  ^=a'\/i  —  e'*  sin  u', 

\  r  =a{i  —  ecosu),         /'  =  a'(  i  —  e'costt'). 

En  tenant  compte  des  relations  (7),  l'expression  (5)  de  A'  devient 

l  A-=z  b  -\-  ccosu  4-c'  cosw'h-  à&inu  +  d'  sin  m'  -f-  icos-iu  +  i'  cos2u' 
(  +/cosa  cosw'h-  g-  sin  M  sin^'-f-  A  sin?/  cosm'  +  ^'  ces  a  sin  a', 

cil  è,  e,  ...,  A' désignent  les  fonctions  suivantes  des  éléments  elliptiques,  qui 
seront  calculées  une  fois  pour  toutes  : 


2 

T 


2  2 


(9) 


|/  =  — 2Maa',  ^  z=  —  2  N  aa'  v/  '  —  e  V  '  —  ^"> 

j  /i=_2PaaVi  — e%  /î'=:— aQaaVï  —  <?". 

c  =r  —  la^e  —  fe' .  c'  =  —  2  a'^  e'  —  fe, 

d=—he',  f)'—  —  /i'e. 

Si  l'on  pose,  en  mettant  en  évidence  ce  qui  se  rapporte  à  la  planète  P', 

[  H  =  ft  H- ccosM  +  <?sinw  H- /cos2a, 

(10)  <  Kcosw  =  c' -hfcosu -\- hsinu, 
\  K  sin  (x)  =  â' -^  g  si  nu-]- h' cosii, 

(11)  a^'=E"V^, 

on  trouvera  sans  peine  que  l'expression  (8)  de  A^  devient 

2      ^  2 

Les  quantités  H,  K  et  o)  sont  des  fonctions  de  l'anomalie  excentrique  de  la  pla- 
nète troublée. 

127.  Problème  auxiliaire.  —  On  va  décomposer  en  facteurs  du  premier 
degré  le  polynôme  <^(x'),  qui  est  du  quatrième  degré.  Soit 

^'=a'E?'/^ 
T.  —  IV.  36 
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l'une  des  racines,  a'  et(p'  désignant  des  quantités  réelles,  et  a'>>o.  En  substi- 
tuant cette  expression  dans  l'équation  $(^')  =  o,  égalant  à  zéro  la  partie  réelle 
et  le  coefficient  de  v^—  i,  on  trouve  aisément 

(  H -H  -  K  U'+  ^  I  cos(9'—  co)  +  -  «W  a'2-t-  -~\  cos2cp'=:o, 
(i3)  <  ^'      V         ^/  2      V  a  / 

(  ^^^K-^/)sin(?'-w)  +  ^/'  (a'2-^,)  sin29':=o. 

Ces  équations  restent  les  mêmes  quand  on  change  a'  en  -,,  sans  toucher  à  tp'; 
donc  les  quatre  racines  de  l'équation  (^(x')  =  o  pourront  être  représen- 
tées par 

(i4)  a'E9V=ï,      1e?V~i,         b'Ex'\/=^,     pExV^; 

b'  et  y^  sont  réels,  b'>  o;  on  peut  prendre  b'<<  a'<  1 . 

11  y  a  une  relation  simple  entre  9'  et  y'.  En  effet,  le  produit  des  racines  (i4) 
doit  être  égal  à  i,  d'après  la  forme  (12)  de  la  fonction  $;  on  en  conclut 

V  étant  entier.  On  peut  prendre  v  =  o,  ce  qui  donne  y'=  —  cp',  et  les  racines  (i4) 
deviennent 

a'E?V^,     -^E?'V-i,     b'E-?V-i,     1e-?'v^: 
a'  b' 

si  l'on  avait  v  =  t,  il  en  résulterait 

^^= ^(i  — a'^'E-?V^)(j_a'u;'-iE?V^)(i+b'^'E?V=^)(i  +  b'^'->E-?V^), 

ce  qui  est  impossible,  le  second  membre  étant  toujours  négatif. 

En  écrivant  que,  d'après  l'expression  (12)  de  $(a;'),  la  somme  des  racines, 
ou  les  sommes  de  leurs  produits,  2  à  2  ou  3  à  3,  sont  respectivement  égales  à 


on  trouve 


2H  ,        ,^,  I  a'       b' 


-  ^-  E^Z-i  r=  / a'  4-  ^]  E-?'v^  4-  /'b'  +  p")  E?V-» . 
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Les  deux  dernières  de  ces  relations  peuvent  être  remplacées  par 


('6) 

K    . 


-r;  COS(.)Z=f  a'-f-   -,   -+-   h'-i-  j^j  COS9', 

-^  sin «  =  (h'  +  ^  -  a'  -  Ij  sin9'; 


on  en  déduit 

,  (  7-'=    (•■''  +  ?)'-^  ('''-*-[?)'    -i-'(a'+^)(b'+^,)cos,9', 

(17)  < 

(  ^^cosac  =  [(a't-  ^y  +  ("'^F')'.|  '=o«'1>'+  '  (»'+  j)  (b'+  p)- 
Si  l'on  pose 


I    \  I  /a 


on  trouve  aisément,  en  vertu  des  relations  (i5)  et  (17), 

H 

/1/2  +7t  J3  +/273  =   ^   -  '  ' 

K2  H 

71/273=  ^COS  2  co—^. 

Donc  y,,  72,73  sont  les  racines,  nécessairement  réelles,  de  l'équation 

3      H    ,       /K'-         \  H        K^ 

(19)  7^-  y,  r+ (471 -'J7^- 7 -47r,cos2co  =  o. 

y^  est  <  I ,  y-i  et  73  >  i  ;  on  a  d'ailleurs  y.,  >73,  car  cette  inégalité  revient  à 

,u,        I         a'      b' 
a'b'-h  -777  >  77  +  -' 
a'b'       b'       a 

ou  à 

(i-a'-^)(i-b'^)>o, 

et  cette  dernière  inégalité  est  vérifiée.  Donc  l'équation  (19)  aura  toujours  ses 
trois  racines  réelles,  l'une  <|  f  ,  ce  sera/,  ;  les  deux  autres  ]>  i  ;  la  plus  grande 
de  ces  dernières  sera  72. 

Il  est  commode  de  résoudre  numériquement  l'équation  (19)  par  la  trisection 
de  l'angle.  Pour  y  arriver,  nous  ferons 

(20)  j  — — -hYcQsU, 
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Y  et  U  étant  deux  inconnues  dont  l'une,  Y  par  exemple,  reste  arbitraire.  En 
portant  dans  l'équation  (19),  et  faisant 


(21) 

on  trouve 


H  /2H2        K2  \        K^ 


Y3  cos»  U  —  a' Y  cos  U  —  ^  =  o. 


En  remplaçant  cos^U  par 


il  vient 
ou  bien 
si  l'on  pose 


cos^U  =z  7  cosSU  4-  7  cosU, 
4  4 

Y'cos3U  + Y(3Y2  — 4a^)cosU-4^  =  o, 

C0s3U=r:C0SU, 


=  V3' 


4^        9/3\ 


On  aura  ces  trois  valeurs  de  U 


Ur= 


27r  —  x> 


Finalement,  les  trois  racines  ont  pour  expressions 

/  H  /^ 

3?  +  V3 


u 

COS  3, 


^         2  7r  4-  u 


(22) 


H  Aë         27r  — u 

3^  +  2i/3cos-^— : 


ou 


cosu^i^d^^ 


(23) 


L'expression  (12)  de  A^  donne  ensuite 

i  =  i/i^'  (i  _  a'^'E-fv/^^)"'  (i  -  a'^'-»E?V^)' 

_i 

X  (i—  b'o^'EW-i")    ^  (i  —  b'a?'-»E-<PV=ï)' 
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128.  Calcul  de  a',  h'  et  9'.  —   On  distinguera  immédiatement  7,,  ^o  tît  j^ 
dans  les  trois  racines  ('-^2),  d'après  les  conditions 

ri<  I  </3<j2. 

En  faisant  pour  un  moment 

sma2= — '  sina3=:  — 

J'2  /3 

les  formules  (18)  donneront 


(24) 

C0S2cp 
1    n'h'  — 

a' 
b' 

b'            2 

_l_      —    _ , 

a           siiioc3 

a'b'                    smoci 

d'où 

r                      2cosa2 

a' 
b' 

b'        2C0sa3 

a  b                     sinag 

a'  ~~    sinaj  ' 

on  en  con 

dut 

a'b'nrlang--, 

b' 
a' 

=  tang-^, 

ou  bien 

(25) 

a' 

'b' 

=  tang  (  -  arc  sin  —  )  ? 

b' 
a' 

=  tang    -  arc  SI  n  — 

V2                          J3. 

Les  formules  (24)  et  (26)  donnent  (p',  a'  et  b';  la  solution  ne  laisse  rien  à 
désirer  en  ce  qui  concerne  a'  et  b';  mais,  pour  o',  elle  laisse  subsister  une  am- 
biguïté, qu'on  lève  aisément  au  moyen  des  relations  (it^),  car  celles-ci  donnent 
sinç'  et  coscp',  en  grandeur  et  en  signe. 

Lorsque  l'excentricité  e'  de  la  planète  perturbatrice  est  une  fraction  très 
petite,  on  peut  avoir  immédiatement  des  valeurs  approchées  de  a',  b'  et  (p'. 

Si  l'on  supposait  en  effet  e'  =■■  o,  d'où  /'=  o,  le  premier  terme  et  le  dernier 
disparaîtraient  dans  l'expression  (12)  de  <P(cc');  l'équation  (^(x')  =  o  aurait 
une  racine  infinie  et  une  racine  nulle;  c'est  ce  que  deviennent  les  racines 

i.  E-?V=î     et     b'E-?'v^ 
en  supposant  b'=  o.  Les  deux  autres  racines, 

a'E?V=^     et     ^  E?V=^, 
a' 

satisfont  à  l'équation 

K  a;'-'  E-^  v/-i  +  2  H  ^•'  4-  K  E"  v'-«  —  o. 
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On  en  tire 


i^=-lO=^v/'-m)' 


d'où,  pour  l'une  des  racines, 


en  faisant 


,1  •     K  . 

tang  (  -  arcsin  u  )  <  i 


On  a  donc  ces  valeurs  approchées 

a' =  0,         9'=:co-t-7r,         b'=:o, 

Il  faut  maintenant  passer  à  l'approximation  suivante,  en  tenant  compte  de  la 
première  puissance  de  i\ 
On  a  identiquement 

KE-«  v/=ï  a;'* -h  2  H ^' -+- KE'V=ï  z=  KE-"  v/=i"  (a;' +  9  E« /^  C^' -t- ^  E"  v^Y 

de  sorte  que  l'expression  (12)  peut  s'écrire 

L'équation  A-  =  o  devient  donc 


a;'(^'4-6E'^v/-i) 


^  i-i-ex'E-"^^'-' 
En  négligeant «',  on  a  d'abord 

x'  —  o,         a;'  =—eE'^^, 

comme  nous  l'avons  trouvé.  Pour  avoir  la  nouvelle  valeur  de  la  solution  qui  se 
réduisait  d'abord  à  zéro,  nous  écrirons 

a;'  =  — 


et  nous  ferons  dans  le  second  membre  x'  =  o,  ce  qui  nous  donnera 


a;'  —  —  y  E-'^ »/-'  =  b'  E-?' v^-»  ; 
K 
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nous  aurons  donc 

ce  qui  donne  ainsi  une  valeur  approchée  de  b'. 
On  aura  ensuite 

Ko;'  n-0^'E-"v/-» 
et,  en  remplaçant  dans  le  second  membre  x'  par  —  0¥J^^~,  il  vient 

, /'  I  _L_  fi*F*'^v'— î^ 

o^' =  -  0E-/-' -+- ^  E-" /-' ^^^tZ-^W— =  a'E?'v^ , 
K  1  —  6^  ' 

d'où 

i' 
a'coscp'  =—  ^cosûj  +  rr-T Tir  (cosw  H-  6*  cosSco), 

K(i  —  6')  ' 

a'  sincp'  z:=—  Ô  sinco  —  ^n t^x  (sinw  -+-  0^  sinSco). 

K(i  —  d^)  ' 

On  en  tire  aisément,  en  négligeant  i'-y 

, ^        ,  cos'-?&)  +  6*  cos4&) 

a     y  ^     j7 jrr— ) 

K{i  — ÔM 

cp'  =  co  4-  t:  -4-  i 
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,  sin2w  -h  6*  sin4(») 


K0(i-ô^) 

129.  Développement  de  -r  suivant  les  puissances  de  x'  =  E"'ï  ~.  —  On  a 

-+-00 

nous  avons  donné  dans  le  Chapitre  XVII  (t.  I),  l'expression  de  e„  développée 
suivant  les  puissances  positives  de  a;  mais  nous  préférons  employer  la  formule 

(L)  (t.  I,  p.  279),  en  y  supposant  ^  =  -,  ce  qui  donne 


_^      _  i.3...(2«  — i)       a" 


(26) 


in  —  i)        a"       r         I         I  a- 

.  .in        i/i (^ï  L         22n-t-2i  —  a* 


2 . 4  •  •  •  2  «        à/ 


1.3  1.3  /    g»     Y  1 


Cette  formule,  qui  suppose  a^<  ->  est  d'un  emploi  très  facile  lorsque  n  est 
grand,  et  c'est  dans  ces  conditions  que  s'était  placé  Cauchy. 
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On  aura,  en  employant  la  formule  (26), 

_i  _i  

(27)  X„  =  -, ,  I ,-.  H-  .  .  .     . 

^   ^'  "'  2.4...2n       i/i a'^  L        2  2/i  +  2  I — a^  J 

_i  __i  

(i  — b'E-<iP'v^^'-0   '(i  — b'E?V-i^')  '  =  11',,; +i)\,',E?'v^i^'  +  Db;E'-?V-2a;'î+... 

+ 1(1,;  E-?V~^'-i  +  iil,;  E-2?V^^'-2  +... , 

i.3...(2/î  — t)       b'"       r         I         I  b'2  1 

(28)  ift4= T-^ ,  I ■■ r72+---    • 

^        ^  "-  2.4...2/i  i/i  b'^  L  2    2«4-2    I  —  b'^  J 

On  en  conclut,  par  la  multiplication  de  deux  séries, 

-4-  « 

(29)  1=2^"'^'"'' 

1  3'„.=:  4 /?^'  [ ju'„.i(i,;  e-»'<pV^  +  oiio;.+,iib;  e-(«'+2)?v=î  +  ju^^+^di,;  e-("'+*^?'v^  + . . . 

(3o)      <  V       ' 

(  +  x;._iitî,;  E-(«'-2>?v^4-  ju;,_2Db;E-(«'-*)?v=^  +  . . .], 

Les  coefficients  qui  entrent  dans  cette  formule  sont  des  fonctions  de  /i;  la 
série  convergera  rapidement,  en  général,  car  dî,)^  contient  le  facteur  b'"  qui  est 

petit  le  plus  souvent  (b  —  ^V,  quand  n  est  un  peu  grand,  ift,'^  sera  très  petit. 

130.  Transformation  du  développement  de^-  —  Nous  partons  du  déve- 
loppement (29)  de  -r-,  et  nous  voulons  en  conclure  le  développement 

(3i)  \=.'^k,,Y.-''^'^-\. 

Il  s'agit,  en  somme,  de  passer  du  développement  d'une  fonction  suivant  les 
sinus  et  cosinus  des  multiples  de  l'anomalie  excentrique  au  développement 
correspondant  relatif  à  l'anomalie  moyenne;  nous  nous  sommes  occupés  de 
cette  question  dans  le  Chapitre  XIV  (t.  I).  La  formule  (a)  (1,  p.  233)  montre 
que  A„'  est  égal  au  coefficient  de  x'"'  dans  le  développement  de  l'expression 


■E-^-^.)[._^(..i.); 


MÉTHODE    DF.    CAiriIY.  289 

Or,  on  a  j  I,  p.  209,  formule  ('^)], 

(3.)  E-("-.^)[,-l'(.'.-l,)].2(-^0^'-"- 

oui'  doit  prendre  les  valeurs  entières,  de  — co  à  +  00.  Donc,  A„' sera  le  coef- 
ficient de  x'"'  dans  le  développement  de 

i:('-S)^4-""- 

/• 

En  ayant  égard  à  la  formule  (29),  il  vient 


(33)  A„.=2(.--,)-i;a;,-,. 

i' 
on  a  d'ailleurs 

,  (frr.  (^y ,    m     i 

''       ~I.2.../'L  I. (/'+!)  I. -2. (/'4-l)(/'  4-2)  -"J' 

La  transcendante  de  Bessel,  J),,  décroît  rapidement  quand  /'  est  grand,  de 
sorte  que  l'expression  de  A«'  ne  comprendra  qu'un  nombre  assez  limité  de 
termes  dont  il  faille  tenir  compte.  Nous  avons  maintenant  à  trouver  le  coefficient 
de  E-"^^^^  dans  A,,-. 

Remarquons  qu'en  opérant  comme  précédemment,  on  a 

(34)  ^  =2  ^-«^'"=^2^^-"^""'^' 

(35)  A_„:=2('-7,)'^'^''-'-" 

■'  I.2.../L  l.(/-t-l)  i.2(/+l)(/+2)  ■•■J" 

La  première  expression  (34)  de  r  donne 

(36)  ^:=23_„,,,.TP-/. 


p 
Donnons  \i  x  =  E"^~'  les  k  valeurs 

T.  -  IV.  37 
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en  progression  géométrique,  ce  qui  revient  à  attribuer  à  l'anomalie  excentrique 
de  la  planète  troublée  k  valeurs  en  progression  arithmétique, 

2Tr  27:  ,  ,  .271 

o,    --,    2-,     ..  ,    (^-i)^; 

ajoutons  membre  à  membre  les  k  relations  qui  se  déduisent  ainsi  de  l'équa- 
tion (36);  si  nous  posons  d'une  manière  générale 

nous  trouverons 

(3;)  S^'^^^"*— /'^-^""'î 

or  Sx^~^  est  nul  ou  égal  à  /r,  selon  que  p  —  l  est,  ou  non,  un  multiple  de  k\  nous 
n'avons  donc  à  considérer  que  les  valeurs  suivantes  de/?, 

/,     l-±k,     Izh'i.k,     ..   , 

et  l'équation  (37)  donne  ainsi 

A  \  +  ^..n-hl-k  H-  ^-n  +  l-ik  +  •  •  •  / 

Si  le  nombre  entier  positif^  est  grand,  même  par  rapport  à  n,  comme  /reçoit 
des  valeurs  peu  considérables  d'après  ce  que  l'on  a  dit  plus  haut,  les  indices 

—  n+  l  ±  k,         —  n  -Y-  l±  2k,  ... 

seront  de  beaucoup  supérieurs  en  valeur  absolue  à  /?,  et  si  les  quantités  %j 
décroissent  d'une  manière  notable  quand  y  augmente,  la  parenthèse  de  la  for- 
mule (38)  se  réduira  sensiblement  à  %-n-^i.  On  est  ainsi  conduit  à  poser 

et  il  vient 

En  portant  dans  l'équation  (35),  on  trouve 
(40)  ^-"  =  ïSÎ2(.-^)j.-'-2»(.~,^).i,. 
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Mais  la  formule  (32)  donne 
de  sorte  que  la  relation  (4<^)  devient 

[.-',(^-4)]-:S'(-^)j'- 


Il  ""  i  •   V 


ou  bien 


A_„—  -  S  1  E"«v/-i-«''v^-»«i»"(i  —  ecos</)  —  V 


51  1 ^\^l, 


OU  encore,  en  introduisant  C, 

(40  A_„=:^^siE«!:v^-"ï(.-ecos^O    -2-v('    -7JJ/. 

Cherchons  à  en  conclure  le  coefficient  A„',_,j  de  E(«'îi'"î:)\/-<  dans  ^;  on  a 

d'où 

A„«,_,;=—  r""  A_«E-"'^V=r^.'. 

en  tenant  compte  de  la  formule  (40'  ^^  vient 

A«-._«  =  ^SE«U^(.-ecos.O^   r""  ^E-'IV^ï^Ç' 


Or. 


il  vient  donc  finalement 


-    r^''i-E-«'^"v'-'<  =  A„; 


(42) 

43) 


A«',_„  =  ^  SA„-E"^^(i  -  e  cos«)  -  p, 
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Si  k  est  assez  grand,  on  pourra  supposer  p  =  o,  et 

(44)  A„-,_„=^.  SA„.E«V~(i-ecosw); 

la  valeur  de  A^'  sera  d'ailleurs  calculée  par  la  formule  (33). 

Reprenons  la  formule  (3o),  et  séparons  les  parties  réelles  des  imaginaires, 
en  posant 

I  F,i'  -=■  f-t^j'  iC^'o  cos  n'  cp'  H-  ^.,^4-1 1)1)  j  cos  (  /i'  -i-  2  )  9'  +  . .  . 
H-  X',^'_lMh\  cos{n' —  2)9'  +  ..., 
G„'=  <vl,^i)l)o  sin/i'9' — Jl>,V-+-i ilb',  sin(/i'H-2)9'  — ... 
—  =Ao^_l  \)l>j  sin (/i'  —2)9'  +  ..., 


(45) 


il  viendra 

Si  l'on  pose 

(46) 

il  viendra 


^«'  ==  2  ('  -  S)  J''  \/'-Ç-  (^"'-''  +  v^-  '  ^" -'■) 


V  cos ç  =:  (i  —  e  cos u 

i 


j  V  sini^=:(i  — ecosw)^  y~  n'J  V  ~T~  ^'^'^"■'-''> 


A„'  (1  —  e  cos  a)  =  VE''v'-i, 
après  quoi  la  formule  (44)  donnera 

Or,  on  a  posé  au  commencement  du  Chapitre 


il  vient  donc 

(47) 


OrLcosl2=  7  SVcos(p  +  /iC), 
k 

Dl^  sini2  =  I  SV  siii  ((^  H-  nÇ). 

A 


La  formule  (4)  donnera  enfin  l'inégalité  cherchée  §(^. 

131.  Nous  allons  présenter  le  résumé  des  calculs  à  faire.        ^ 
Les  données  sont  les  éléments  elliptiques  a,  e,  [x,  a',  e',  [jl',  les  longitudes  des 
nœuds  et  des  périhélies,  les  inclinaisons;  les  nombres  entiers  n  et  n'  que  l'on 
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déduit  de  la  réduction  de  ^,  en  fraction  continue,  en  cherchant  les  réduites 

H" 

qui  conduisent  à  de  petites  valeurs  de  '^  ^  ~  "  '^ • 

On  calcule  Y  par  la  formule  (4),  t,  t'  et  I  par  des  formules  bien  connues,  en 
résolvant  un  triangle  sphérique.  On  détermine  les  constantes  c,  c',  d,  cl',/,  g, 
A,  A',  i  et  i'  par  les  formules  (6)  et  (9). 

Tous  les  calculs  précédents  sont  faits  une  fois  pour  toutes. 

On  détermine  ensuite  le  nombre  entier  k  comme  nous  le  verrons  plus  loin, 
et,  pour  les  k  valeurs  de  m, 
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O,       -j,       ■■•,  f^K-l)~, 

on  calcule 

Ç  par  la  formule     Ç  =:  w  —  e  sin  u, 

H,  K  et  co par  les  formules  (10) 

$  et  ^ ,) 

7l»  72,^3 » 

a',  b'  et  cp' » 

Une  série  de  valeurs  de  X',^  et  iib^^ ...  » 

Une  série  de  valeurs  de  F  et  G » 


(2.) 

(22); 

(25)  et  (16); 

(27)  et  (28); 

(45), 


les  valeurs  Jj,,  J, .  ...  qui  dépendent  de  l'argument  — 


V  et  V par  les  formules  (46); 

^JTL'  et  9. »  (47); 

K »  (4). 

On  voit  qu'en  somme,  on  a  déterminé  8^  par  des  calculs  analytiques,  et  par 
une  interpolation  répondant  aux  X:  valeurs  de  u  considérées  ci-dessus. 

Dans  le  cas  de  Pallas  (P)  et  de  Jupiter  (?'),  on  a  w  ==  7,  72'=  18;  Cauchy 
trouve  qu'il  suffirait  de  prendre  ^  =  29;  il  adopte  k  =  36,  de  sorte  que  les  va- 
leurs attribuées  à  u  dans  la  suite  du  calcul  sont  les  multiples  de  10°  inférieurs 
à  la  circonférence.  Les  transcendantes  de  Bessel  qu'il  y  a  lieu  de  considérer  ont 
pour  valeurs 


J'o  =  0,820757  4o, 

J'i  =  0,39399300, 
J'g  =0,08823648, 

J'a  =0,01294772, 
J'^  =  0,001  416  46, 


5  =  0,000  123  57, 

g  =  0,000  00897, 
!j  =  0,000000  56, 
8  =  0, 000  000  o3 , 
'  =  0,000  000  00. 


Cauchy  forme  ensuite  les  deux  produits 

io^Vcos(p  H- 7Ç)    et     xo'Vsin(i'-i- 7s), 
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pour  chacune  des  valeurs  de  u  multiple  de  lo*';  il  trouve  qu'ils  se  réduisent 
sensiblement  à  zéro  pour  i<  =  o*',  io°,  ...,  iSo*';  Sio",  320*^,  ...,  SSo*',  tandis 
que  les  autres  valeurs  sont  les  suivantes  : 

u.  10' Ycos(f' +  7Ç).  10' Ysin  (c -1- 7Ç).      u.  io''Vcos(t' +  7^).  io'Vsin(  t' + -Ç)- 

o                                       o 
140 -1-6        -(-   II        23o -f-17377        —  9445 

i5o -H   28  —  i3  240..  ..  -r-  7720  — 15267 

160 —   i5  —  85  25o —  2200  —  99^2 

170 —  228  —  85  260 —  3664  —  2228 

180 —  58i  -F  35i  270 —  1241  -\-  555 

190 —  492  -h  1766  280 -f-   10  -i-  345 

200 -H  i652  -f-  4i84  290.  ...  -f-   75  -f-  8 

210 -1-  7753  -+-  5469  3oo —    2  -f-  i5 

220 -i- 15902  -h  982 

En  ajoutant  les  nombres  compris  dans  la  deuxième  et  la  troisième  colonne, 
on  trouve 

io9SVcos(p  +  7C)  =  -t-42100,  io'SVsin(^'  H-  7Ç)  =  —  28 899, 
d'où 

io»«OTOcosl^  =  + 11694,  io'»01Lsini2:=  — 65oo, 

io»''2DlL=:  26759,  £2  =  — 29°3'55", 

et  comme  on  a  logY  =  8,83i  oo,  Cauchy  obtient  enfin  pour  l'inégalité  cherchée, 

ÔÇ  =  9o6",6  sin(i8Ç'— 7Ç  -  2903'55"). 

M.  V.  Puiseux  a  trouvé  que  le  second  terme  de  la  fonction  perturbatrice  ré- 
duit le  coefficient  à  goS^.y. 

132.   Calcul  de  k.  —  Si  l'on  veut  que  le  module  de  hn'-n  ne  soit  pas  en  er- 
reur d'une  petite  quantité  a,  il  faut,  d'après  la  formule  (42),  que  l'on  ait 

(48)  modp<o-, 

et,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faudra  prendre  k  assez  grand.  Nous  voulons  fixer 
la  limite  inférieure  de  k.  Reprenons  les  formules 


->+7î 


(49)  ^'=^^J_^  E-«'^V-^Ç'20-^)^J" 

(50  i=zz2-2»«E«'V=î-. 
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Cherchons  une  expression  approchée  de  J3l«;  l'expression  rigoureuse  est  pa- 
reille à  celle  de  2^'„..  Si  l'on  pose 

1  H'^z^  b  -^  c'  cos  u'  4-  d'  sin  u'  -+-  i'  ces  2  //', 

(62)  ',  K'coso)'— c +/ cos«' -h  A' sinM', 

f  K' sin  co'rrz  (?  +  ^^  sin  «' -t- // cos//', 

on  trouve  aisément,  en  se  rapportant  à  la  formule  (8), 

A' riz  [I'+  K'C0S(//  —  w')  -'r-  /COS  2//. 

On  aura  ensuite,  en  faisant  E"^~'  =x, 

x(i  — b^-'E-?/~)  *(i  — b^E-?/-')  '. 
On  pourra  calculer  a,  b  et  <p  pour  une  valeur  donnée  de  u'.  On  aura  ensuite 

a„  =  y/i|5(ju„a)l,oE-«?v^+. . .). 

et,  en  négligeant  -,  on  pourra  se  borner  à 

1 . 3 . . .  (  2  //  —  0       a" 


c\sr 


Dî,,,: 


2. 4...  2/1         y/i  — a- 
i.3...(2w  — i)       b« 


2.4. ..2/1       y'i-  b- 
Or,  la  formule  de  Stirling  donne 

1 .3. . .  (2/1  —  i)  I        /  2r 

2. 4...  2//  y//i7lV  2/t-i-l 

Il  en  résulte 


y//i7r(i  —  a^) 
b  est  de  l'ordre  de  e^  ;  en  négligeant  e-,  on  pourra  prendre 

1)!)0  rr:  I ,  llb„  '-^  G,  pOUF  //  r=  r ,  2,    .... 

Il  vient  donc  simplement 

^^âb   (aE-?/^)" 


_  ,  A ab   (aE-?/- 


a») 
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%h-n^i  est  le  terme  principal  de  l'expression  (5o)  de  s\  nous  prendrons  sim 
plement 


_^  _     Aab         (aE-?v'-i)A--«+/ 

s  —  ^Jc—n+i  —  t  /  — r—      . 

V      ^     v/(Ar  — /i4-/)7i(i  — a^) 


On  a 


et  même,  en  tenant  compte  de  ce  que  /  est  petit  par  rapport  kk  —  n, 
(53)  -1  /^     (aE-..'---)'-»^- 

Revenons  à  l'expression  (49)  de  p.  On  aura 

mod  p  <  —   /      <^C'  X     mod  maximum  de  V  5  (  i j  jJ 

Or,  la  relation 
donne,  pour  z  =  aE~^*^~' , 

e  est  assez  petit  ;  on  peut  prendre 

et  il  en  résulte,  en  négligeante^, 

2  (.  -  ^)  J,(aE-./--l)'=E(^-''"-^?^ -''")'. 

En  portant  dans  la  formule  (54),  il  vient 

ys(.-l]  J,^  i /^       (aE-.v/^>--      ^(^.,-.^--T,^3-.E^v--.).^ 

Le  module  de  cette  expression  est 


I  ecosq) 
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On  a  donc 

mod  p  <  maximum  de  t/ — : K   ^   '  *    /       ^. 

V      '■     \/{k  —  n)Tx(i  —  a*) 

Cherchons  ce  maximum  ;  a,  b  et  tp  sont  seuls  variables  et  dépendent  de  u  qui 
varie  de  on  211;  k  —  n  étant  grand,  le  maximum  en  question  répondra  sensible- 
ment au  maximum  a,  de  a;  soient  b,  et  ç,  les  valeurs  correspondantes  de  b  et 
de  (p;  on  pourra  prendre 

modp<i/^  «t-  ^.-(^ar-^7J..)eco,,. 

V        «      s/{k  —  n)r.{i  —  Sil) 
Supposons  a,,  b,  et  cp,  déterminés,  et  posons 

(55)  A  =  v/hH5^=1=E-('^'"'-"-^")"""', 

V       *      V7^(i  — a?) 

la  condition  (48)  pourra  s'écrire 

Q  A— re 

^k  —  n 

ou  bien 

(56)  {k  —  n)\og^-[-^-log{k  —  n)>\o^-' 

Telle  est  l'inégalité  qui  devra  être  vérifiée;  on  voit  que  son  premier  membre 
augmente  avec  k;  il  suffira  de  prendre  la  plus  petite  valeur  de  k  satisfaisant  à 
l'inégalité. 

133.  Calcul  de  a,,  b,  et  cp,.  —  On  peut  calculer  explicitement  ces  valeurs 
quand  on  néglige  les  secondes  puissances  des  excentricités  et  de  l'inclinaison 
mutuelle.  Les  formules  (6)  et  (9)  donnent  alors 

M  =  N  =  cos(t  — t'),         P  =  — Q  =  sin(T'— t), 
f=gz:^—  2aa'cos{T  —  t'), 
h  =  — /i'=z  2aa'sin(T  —  t'), 

(57)  [  b  ^=z  a^->r  a'^,  i=o,  i'zzio, 
crr  —  ia\^ae  —  a'e'cos(T  —  t')], 
c'=: —  2a'[a'  e' —  aecos(T  —  t')], 
d z=z  2aa'e'-sin (t'—  t),         (?'==  2aa'esin(T  —  t'). 


Si  l'on  pose 

(58) 


ae  —  a'e'cos(T  — t')  =  Acosa,    ,    . 

1  A>o, 
a'e'siii(T  — t')  =  A  sin  a, 


a'e'  —  aecos(T  — t')  =  A'cosa', 


A'>o, 


—  aesin  (t  — t')  =.A'sina', 
T.  -  IV.  38 
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011  tire  aisément  des  formules  (52),  (57)  et  (58) 

(59)  R'z=a^-ha'^—2A'a'cos{n'—a'), 

(  K'cosw'^^ —  2Aa  cosa  —  2 aa'  cos (  u' -^  z' —  t), 
(60) 

(  K'  sin  co'  =  —  2  A  a  sin  a  —  2  aa'  sin  (  u'  +  t'  —  t). 

A  est  de  l'ordre  de  e  et  de  e';  en  négligeant  le  second  ordre,  on  a 

K'-'=  ^a^a'^-h  SAa^a' cosiu'  —  a  -h  z'  —  t), 
(61)  K'  =  2aa'    I  H ^cos(a'—  a  +  t'  — t)    . 

On  tire  d'ailleurs  des  formules  (58), 

A  cos  (  a  +  T  —  t'  )  =  —  A'  cos  a', 
Asin(a  +  T  —  t')  =  — A' sin  a', 
d'où 

A  =  A',  a -4- T  —  z'=:  (X'  -+-  TC. 

La  formule  (61)  devient  donc 

K'=2«a'    I — -jCOs{u' — a')    , 

et,  en  combinant  cette  formule  avec  la  formule  (09),  on  trouve 

Mais  en  négligeant  e^,  l'expression  de  A^  se  réduit  à 
et,  en  écrivant  que  cette  expression  s'annule  pour  x  =  aE'f^'"',  il  vient 


a  K' 


d'où 


(63)  9  =  0)'+ 71, 

I  2H' 

a  K' 

En  remplaçant  -^y  P^ï"  sa  valeur  (62),  on  aura 

(64)  -  +  a=  — 4-: \ 7T— cos(a' ~  a'). 

a  a         a  aa^ 
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Supposons  a  >>«';  alors  a  différera  de  —  d'une  quantité  de  l'ordre  de  A';  on 
trouve  sans  peine 

On  voit  que  le  maximum  a,  de  a  répond  à 

(65)  u'—ol'+tz, 

a'  f      a;\ 


a,=  —I  I 
a 


Les  formules  (60),  (63)  et  (65)  donnent  ensuite 


d'où 

On  a  enfin 

Ainsi,  en  résumé, 


K'  cosGj'^r —  2a(A  +  rt')  cosa, 
K'  sin  &)'  =  —  2a(A  +  a')  sin  oc, 


h  —     -  —      ^     /     _  _ 
'~  YJ  ~  laa'V       A' 


a>a',  a,=  ^(n-  — ),  9,=  a,  bi=  ttt?  (  '  —  ^) 


a  \         a 


On  trouverait  de  même 

Cela  fait,  on  calculera  A  par  la  formule  (55),  et  la  limite  inférieure  de  k  par 
l'inégalité  (56). 

Il  va  sans  dire  que  les  derniers  calculs,  qui  aboutissent  à  la  valeur  de  A-, 
doivent  être  faits  avec  peu  de  précision;  des  Tables  de  logarithmes  à  quatre  ou 
même  à  trois  décimales  suffiront. 

Cauchy  a  donné  une  méthode  abrégée  pour  le  cas  où  n'  étant  considérable, 
l'excentricité  e'  est  très  petite;  l'emploi  de  cette  méthode  rapide  lui  a  donné, 
pour  le  coefficient  de  la  grande  inégalité  de  Pal  las,  906",  3  au  lieu  de  906",  6. 
Donnons  seulement  le  résultat  de  la  simplification,  renvoyant  pour  la  démon- 
stration au  Mémoire  de  M.  Puiseux.  x4yant  calculé  a',  b'  et  9' pour  chacune  des 
k  valeurs  attribuées  à  l'angle  ^,  on  calculera  l'angle  v  en  secondes  d'arc,  par  la 
formule 

a'-' M 7 a'ie'smç' — n  ç  , 


sinr 
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puis  V  par  l'équation 

V=  y-^ -, \        n (t  —  ^P.nS»)E  \       '*  '*  ^      4n   l-a    ^ 

2.4...2«'       V       ^      v^i-a'2 
Ayant  obtenu  V  et  v,  le  calcul  se  termine  comme  précédemment. 

Le  lecteur  pourra  consulter  encore,  au  sujet  de  la  méthode  de  Cauchy,  un 
Mémoire  de  M.  Bourget,  Sur  le  calcul  des  divers  termes  du  développement  de  la 
fonction  perturbatrice  et  de  ses  dérivées  (^Annales  de  l'Observatoire  de  Paris,  t.  VII), 
et  un  Mémoire  de  M.  Hoùel  publié  en  1870  (Paris,  Gauthier-Villars),  Sur  le  dé- 
veloppement de  la  fonction  perturbatrice  suivant  la  forme  adoptée  par  Hansen  dans 
la  théorie  des  petites  planètes.  Ce  Mémoire  se  termine  par  des  calculs  numériques 
relatifs  aux  perturbations  de  Pallas  par  Jupiter;  l'auteur  y  donne  un  certain 
nombre  des  inégalités  de  la  longitude  moyenne  de  Pallas. 

Citons  enfin,  pour  terminer,  une  Note  de  M.  0.  Callandreau,  Sur  le  cal- 
cul des  inégalités  d'ordre  élevé  (^Comptes  rendus,  tome  CXV,  page  386),  dans 
laquelle  l'auteur  montre  que  la  série  (26)  de  la  page  287,  donnée  par  Legendre 

pour  représenter  la  valeur  de  e„,  et  qui  n'est  convergente  que  pour  a-<-, 

jouit  des  propriétés  de  la  série  semi-convergente  de  Stirling,  de  sorte  que  la 
méthode  de  Cauchy  peut  toujours  être  employée  avec  sécurité,  même  dans  le  cas 

assez  fréquent  de  a  >>  -;=• 

s/2 
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SUR   UNE   MÉTHODE   DE   JACOBI. 


134.  Nous  nous  proposons  d'exposer  dans  ce  Chapitre  les  principaux  résul- 
tats du  beau  Mémoire  de  Jacobi,  intitulé  :  Versuch  einer  Berechnung  der  ^rossen 
Ungleichheit  des  Saturns  nach  einer  sLrengen  Entwickelung  (Astron.  Nachr., 
t.  XXVIII,  n°«  653-654,  et  Œuvres  complètes,  t.  VII,  p.  i45). 

Soient 

a,  <?,  ui,  /  le  demi  grand  axe,  l'excentricité,  le  moyen  mouvement  et  la  longi- 
tude moyenne  de  Saturne; 
a',  e',  [x',  /'  les  mêmes  quantités  pour  Jupiter. 

Il  s'agit,  en  somme,  de  trouver  dans  -r  les  termes  qui  dépendent  de  il'  —  51, 

A  désignant  la  distance  des  deux  planètes.  En  partant  des  formules  du  Chapitre 
précédent,  on  a  pour  A^  une  expression  de  la  forme 

/  A2=(o)  — (i)cos(«  — m'-+-D)  +  (2)cos(m  +  B)  — (2')C0S(«/'  +  B') 

(0         }  I  I 

/  H —  a^e^  C0S2M  H —  u'^e'^cos,2u'  -\-  (3)  cos(m  +  u'-hC), 

\  2  2 

les  quantités  (i),  (2),  (2')  et  (3)  sont  supposées  >  o.  En  se  reportant  aux  no- 
tations du  Chapitre  précédent,  on  trouve  aisément 

(1)  cosDz:r-^(/-f-^),         (i)    sinD  =  ^  {h  -  h'), 

(2)  cosB  =c,  (2)  sinB=—  d, 
(2')cosB'  =  -c',  (2')sinB'=d', 

(3)  cosC  =  -if-g),  (3)  sinC  —-l{h  +  h')'. 
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d'où,  en  mettant  pour  b,  c,  . . .,  h'  leurs  valeurs  (9)  du  Chapitre  précédent, 


(2) 


(o)  =a^-ha'^+  -  {a^ e^ -\-  a'^ e""  —  \Maa' ee' ), 

(i)  cosD  =  aa'(M  +  N v/i  —  eVi  —  e"). 
(i)  sinD   —  aa'  (Q  \/i  —  e'^  —  P  y/i  —  e^ ; 
(2)cosB  =2a(M«'e'  —  ae), 
(2)  sinB  =—  iPaa'e' \J i  —  e'^; 
(2')  cosB'=  ■2a'{a'e'  —  Mae), 


(2')  sinB'=  2Qaa'e\/i  — e'2; 

(3)cosC  =— aa'(M  — N\/i  — eVi  — e'2), 

(3 )  sin  C  =r  «a'  (P  y/i  —  e'  +  Q  v/i  — «'')  • 

Nous  récrirons  d'ailleurs,  pour  plus  de  clarté,  les  valeurs  de  M,  N,  P  et  Q, 


(3) 


M^  costcost'h- sinr  sinr'cosl, 
N  =  siïiT  sinr' H- costcost'cosI, 
P  = — sinTCOST'4- cosTsinr' cosi, 
Q  =  — cosT  sini-'H-  sinrcosT'cosI. 

Cela  fait,  Jacobi  pose 
(4)  d=b-b;, 

(5)       Ao  =  (o)  — (i)cos(a  -m'  +  B  -  B;)  +  (2)  cos(m  +  B)  —  (4)  cos(a' +  B'J; 

iA,  =  -  a^  e^  cos  2  w  h —  a'^e'^  cos  2  m'  h-  ( 3  )  cos  (  a  +  m'  +  C  ) 
*       2  2 

+  [(4)  —  (2')  cos(B;  —  B')]  cos(a'  +  B;)  —  (2')  sin(B;  —  B')  sin(a'+  B'^). 

La  quantité  (4)  est  restée  arbitraire.  Nous  verrons  dans  un  moment  que,  si 
l'on  considère  e,  é  et  I  comme  de  petites  quantités  du  premier  ordre,  (o)  et  (i) 
sont  de  l'ordre  zéro,  (2)  et  (2')  de  l'ordre  i,  (3)  de  l'ordre  2;  enfin,  la  suite 
du  calcul  montrera  que  (4)  est  du  premier  ordre,  et  que  les  coefficients  de 
cos(M'-f-B,)  et  de  sin(M'  +  ^^1)  d^"s  la  formule  (6)  sont  du  troisième  ordre. 
On  a  d'ailleurs  identiquement 


(7) 


A2  =  Ao  +  A,, 


de  sorte  que  cette  décomposition  est  avantageuse.  A,  restant  toujours  du  second 
ordre.  Jacobi  écrit  ensuite  que  l'expression  (5)  de  Ao  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

(  Ao  :=  «^  H- a'2  +  a"' —  2aa'cos(M—  a'  +  B  — B',) 
f  +  2  aa"  cos  (  M  +  B  )  —  ia'  a"  cos  (  a'  H-  B',  )  ; 


(8) 
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OÙ  a,  a'  et  a"  sont  des  quantités  positives.  Le  rapprochement  des  expressions 
(5)  et  (8)  donne  les  conditions 

a«+a'2-+-a'"'=(o),         2aa'    =(i), 

2aa"=r(2),         2a'a"=(4). 
On  en  tire  aisément 

(9)  «'=^.         «'=1^, 

2a  2a 

(0(2) 


(lo)  (4)  = 


2a^ 


"-^       4<x^       "=^^^> 

(•l)  2a2=:  (o)  +v/(0)-—  (l)«—  (2)^ 

Les  formules  (9),  (10)  et  (11)  déterminent  a,  a',  a"  et  la  quantité  (4). 

135.  Nous  allons  évaluer  les  ordres  de  petitesse  de  nos  diverses  quantités. 
Les  formules  (2)  donnent  d'abord,  en  y  remplaçant  M,  N,  P  et  Q  par  leurs  va- 
leurs (3),  et  négligeant  seulement  le  quatrième  ordre, 

(3)cosC  =  —  -  aa'[(e2H-e'«)cos(T  — t')  +  Pcos(t  +  t'-)], 
(3)  sinC=:-  -  aa'[{e'^—  e^)  sin(T  — t')  +  P  sin(T  +  T')]; 

donc  (3)  est  bien  du  second  ordre. 
On  trouve,  en  opérant  de  même, 

(i)cosD  =  laa'  (  1 j 1  cos(t  — t'), 

(i)  sinD  =  laa'  (  i 1  sin(T  —  r  ); 


d'où 


(i)  zr  2aa'  (  1 J! 


(12) 

(  D    z=t-t'; 

ces  expressions  de  (i)  et  D  sont  exactes  aux  termes  près  du  quatrième  ordre. 

Considérons  le  triangle  CSC  ayant  pour  sommets  le  Soleil  et  les  centres  des 
deux  orbites;  soient  ô,  y  et  y'  les  angles,  S  la  distance  des  centres.  On  aura 

CS  =  ae,         C'S  =  a'e',        M  =  cos9, 
à'-  =  a*  e»  -1-  a""  e'*  —  2  M  aa' ee' , 
ae  —  Ma'e' =  (5  cosy,         a' e' — Maei=:ôcosy', 
a'e'sin9  =  ô  siny,  aesinô  =r  ôsinj/'. 
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Les  relations  (3)  donnent,  d'ailleurs, 

P=i±s/i  —  M^—  sin^T'  sin^I, 
Q  =  ±  y/i  — M^— sin^T  sin^I ; 

or  —  P  et  H- Q  diffèrent  peu  de  sin(T— t'),  et,  dans  le  cas  actuel,  le  calcul 
numérique  montre  que  ce  sinus  est  positif.  On  doit  donc  prendre 

P  =  —  ^sin^Q  —  sin^-r'  sin^I,         Q  =  y/sin^ô  —  sin'^r sin^I. 

En  ayant  égard  aux  relations  précédentes,  les  formules  (2)  donnent 

(2)  cosB  = — aaôcosy, 

(2)  sinB  =  2 ad  \J i  —  e'^  siny  4  /  i ^-7:  sin^l, 

(2')cosB'=:  2a'ôcosy', 


On  en  tire 


(2')  sinB':=:  2a'dJi  —  e'^  siny'  t  /  i ^-^7,  sin^I. 

{2)  =2  ad  t/i  —  sin^  y  le-  -\ ^-^  sin-  r'  sin^  1 1 , 

(2')=2a'Ô4/i_sin2y'  /'e'2_^iz:_Ç  gin^r  sin^V 

T^  / ;      /         sin-r'    .   „, 

tangB  =-  tangy  s/i—e^i/i—  -^r^  smH, 

tangB'=     langyVï-^~ë^i/i—  ^^^  sin^I; 

d'où,  en  conservant  seulementle  troisième  ordre  dans  (2)  et(2'),  etle  deuxième 
dans  B  et  B', 

(2)=2«a[x-isin^y(e^+p|^)], 
(i3)  l  •-  ^  .   ^   ^-^ 

(2')  =  2a'a[i-isin^/(e'^H-P|;;^)], 

i8o-B=y-i(.^  +  pii^)sin2y, 

B'  =  y'--jfe'2+P  lHl!I^sin2y'. 
'        4\  sin-Uj  ' 


(i4) 


On  voit  que  les  valeurs  approchées  de  (2),  (2'),  B  et  B',  qui  sont  respective- 
ment égales  à 

2aè,     2  a' è,     180®  —  y     et     y'. 
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s'expriment  très  simplement  au  moyen  des  éléments  du  triangle  CSC.  On  a 
d'ailleurs 

y  4-y'  =  i8o°— 0, 

et  il  en  résulte 

Mais  l'équation 

cos0r=cos(T  —  t') PsinTsinr' 

donne 

,  ,       I  T9    sinTsinr' 


2       sin(T  —  t') 
OU  bien,  en  ayant  égard  à  l'expression  (12)  de  D, 

(■6)  e  =  j)-^lv^^,. 

•2       sin(T  — t) 
Les  formules  (4),  (i5)  et  (16)  donnent 

f  B',  =B'h-  ^  (e^sinsy  H-e'^sinay') 

(17)  ] 

i  I    j  sinay  sin^r'-i- sinay'sin'r -h  2sinT  sinr'sin 


4  sin^'Ô 

On  voit  que  la  différence  B',  —  B'  est  une  petite  quantité  du  second  ordre. 

136.  Venons  maintenant  au  calcul  de  a,  a' et  a".  Les  formules  (2),  (12)  et 
(i3)  donnent 

(o)2  — (i)2_(2)2=(a2  — a'2)2_(a2_^'2)  l^a^gi^a'^e'^—  ^^^  I' 

—  [\aa' ee'  cos(t  —  t')  \, 

;/(o)«— (i)«— (2)«==a2_^^2_  ?  a^e^—  -  a'-'e"-^    f"   ,.  V- -\- 2aa'ee' cos(z —  t'); 
'^  ^  '        ^  '        ^    '  2  2  a* —  a  • 

(o)  rr  a' H- a'« -t-  -  a'^e^'-h  -  a'^e'^— 2 aa'ee'  cos{r —  r')] 
2  9. 

en  appliquant  la  formule  (i  i),  il  vient 

2a.-  =1  2a- —  a-e-  -+-  — 7^,  !■', 

(.8)  .  =  „[^,_'(,._„^,,.)]. 

T. -  IV.  39 
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Les  formules  (9),  (12)  et  (18)  donnent  ensuite 


('9)  ci'  =  a' 


-^'«"  +  -„7^.I')] 


Ces  expressions  de  a  et  a'  sont  exactes  aux  termes  près  du  quatrième  ordre. 
La  seconde  des  formules  (9)  donne 

(20)  a"  — ô, 

aux  termes  près  du  troisième  ordre.  Enfin,  on  tire  de  la  relation  (10),  en  ayant 
égard  aux  valeurs  de  (i),  de  (2)  et  de  a^, 

( 4j  ^  _!_  (0(2) 

(2')        2a^     (2')    ' 

I-  ^(e^  +  e'^-hP)      i-lsin^y  fe^  +  P^^^ 
4  2  '   \  sin^ôy 


(41^ 

(2')  I    2 

1 


-       """      T^  I  -  -  sin^y'  le'^  +  P  ^^^\  ' 


I  4-  y  e-  C0S2y  —  y  e  ^C0S2y 


I    a'-^a' 


(21)  (4)  =  (2')  l  >. 

J  -2  sin^y' sin^T  —  sin^ysin^r'l 

\  2siri^0  / 

Les  coefficients  de  cos(?/  -f-B',)  et  de  sin(M'H-B,)  dans  la  formule  (6)  peu- 
vent s'écrire 

(4)-(2')    et    (2')(B;-B'); 

ils  sont  du  troisième  ordre,  ainsi  que  cela  résulte  des  formules  (i>3),  (17)  et  (21). 
Jacobi  fait  toutes  les  transformations  précédentes  en  opérant  sur  les  nombres; 
nous  avons  pensé  que  le  calcul  algébrique  aurait  l'avantage  de  mieux  expliquer 
les  choses. 

137.   L'expression  (8)  de  Ao  peut  s'écrire 

/      \  A         /  I  ^  «    \  f  ,œ'        a." 

(22)  /^o=    a  —  Cf.' —,  -{- a.  X  ]  [  a  —  a' 1 

\  X  J    \  XX 

en  faisant 

(23)  ^z:rE'"'-''V~  .r'^E^'^'+l^l^v/^^. 

Jacobi  introduit  ensuite  les  deux  nouvelles  variables  v)  et  yj'  définies  par  les 
équations 

/  ,_         E'iv/~  _  S 
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on  tire  de  là 

(25)  / 

i     .    ,  „,  (1  —  (3*)  sinrj 

V  '       I  —  2|3  cosrj  H- (3* 

et  deux  formules  analogues  donnent  cos(w'h-B'J  et  sin(w'+B',);  '^  et  fl'  sont 
des  constantes  encore  indéterminées.  On  tire  de  la  première  formule  (24) 

I  — (3E^v/-i 
(«  +  B  —  Y))  v/^=  Iog(i  —  |3E-^/^)  —  log(i  —  (SEo/-»), 

/S  .  (32  .  3» 

(26)  f^  H-  B  —  Y)  =  2    -sirifl  -T-  —  sin2r)  4-  ^  sinSm  4-. 
^      ^  \i  2  3 

On  trouve  ensuite  aisément 


(27) 


a;' 


,  ^'        a" 
a  —  a i =-: 


[a  (i— (3Eiv'-'  — (3'E-"'îV-'  4-;3j3'E(^'^'i''*^^)1 
-a' (E<o-.')v^- PE-OV^ _  ^'EV- +  (3^') 
.+a"(E'iv'-'  —  (3  —  (S'E^-i-iV-i  -h  P(3'E-^*'v^)  J 

[a  (i—  [3E-iv'^— (3'E^V-> +|3(3'E-(^-'^V^  l 
_y  (E-(.-.'n'=r_  ^^.-^^  _  ^j-,^^  3^.)  I 
+a"(E-^'v-'  —  ;3  -  [3'E-('i--'i'W-i  +  |3|3'E<v^)  J 


On  détermine  maintenant  ^  et  ^'  par  les  conditions 

(  _a(3+a'(3'-ha"=:o, 
(28) 

après  quoi  les  formules  (22)  et  (27)  donnent 

(i  — 2(3cosYi  +  i3^)(i  — 2;3'cosr/+[3'^)Ao 

=:      [a  (14-  (3[3'E'^-'iV^)  -  a'((3(3'H-E<^-^V-»)_a"([3  4-  (3'E'-'î-^')v^)] 
X  [a(i  4-  [3(3'E-ci-iV^)  -  a'(P(S'+  E-^-'i-^V=T)_  ^"(^  ^  ^/E-dn-r,')/^)], 


OU 


bien 


(a-a^(3(3'— a"f3)^-H(a;3(3'-a'-a^^(30'4-2(a-a^i5^^-a^^;3)(«;3.3^-a^-a'!30cos(T,— Yi^) 
^^9)^0—  -  (I— 2[3cosyj  4-(3*)(i- 2i3'cosr/4-!3'^) 

138.  Calcul  de  [3  et  |3'.  —  Posons  encore 

a"                                   a' 
(3o)  sin/i  = ^^j  sinA'= -y         o  <  A' < /<  <  90". 

'^  en  —  OL  a  4-  a 
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Nous  aurons 

,2  -                                                 a" 
(3i)                                   2ai=-^— ,,  4- 

SUl/l' 

a" 

sin/i' 

a" 

sinA* 

siuh 

On  tire  des  relations  (28) 

(32)                                                                      ^'  = 

a{3  —  a" 
oc'        " 

a' (3 

~  a -(3a"' 

(i  +  [3-)aa"— [3(a2+ a"2— a'^î)  =  0, 

ou  bien,  en  ayant  égard  aux  formules  (3i), 


2[3     Vsin/i    '    siuA'y  sinAsinA' 

I  +  sinA  sin  A' —  cosAcosA' 
sinA-i-sinA' 

.     A  +  A' 
sin 


(33)  P  =  — ÂZTÂ' 

cos 


L'équation  (32)  donne  ensuite 

.    A  —  A 
sin 

(34)  (3'  = 


A  +  A' 
cos 


Faisons  enfin 


"(-|P?'-ïM  =  A. 


la  formule  (29)  deviendra 

i  i 
/2K\  •  I  _  (i— 2(3  cosrn- (3^)2(1 —  2(3' cosy}'h-(3'2)2 
l^ôo;  7t=  — j_ 

A  II ^C0S(ti'— Ti)  +  — 

On  trouve  d'ailleurs  aisément,  en  vertu  des  relations  (32),  (33)  et  (34),  que 
les  expressions  précédentes  de  A  et  de  A'  deviennent 

/    .  cos  A  cos  A' 

A  =  a  - 


cos^ 


(36)  /  ^ 

1   . , ,  cos  A  cos  A' 

/  A  -  «  —ZhT~/7 

cos- 
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Les  formules  (3o)  montrent  que  h  et  h'  sont  du  premier  ordre;  il  en  est  de 
même  de  (3  et  de  (3'  ;  enfin ,  les  différences  A  —  a  et  A'  —  a'  sont  du  second  ordre. 
On  a  aussi  les  relations  suivantes,  aisées  à  vérifier, 

(37)  \ 

\  taiig/i  lang/i'  tangA  tang/i'*  ''^       ^  aa' 

139.  Développement  de  — —    Posons 

=  Po  +  2  P,  COS  (  Yî  —  rj' )  +  2  Pj  CCS  2  (  Yî  —  Y)' )  + . .  . 


_  2A'        ,       ■    ,.       A'2 
(38)|^''  ' 

=  2p.E''^-^'W=7,  (P_,=  P,). 


Nous  savons  calculer  les  fonctions  P,;  elles  ont  été  étudiées  dans  le  Cha- 
pitre XVII  du  Tome  I. 
Faisons  ensuite 

(39)  E'^/=ï(i  — 2[3cosY]  +(32)2  :=(i_{32)  2^,(/)E('+"'n«-Hny~, 

m 

(40)  E'W=î(i  —  i^'cosn'-h  (3'2)^=  (i  —  (3'^)  2^,;^^'E('+'"'»"'+b'')v/^. 

Nous  déduirons  des  formules  (35),  (39)  et  (4o)»  et  de  la  relation 

(i-p2)(i-(3'2)  =  :^, 
qui  résulte  des  formules  (37), 


V/Ao 


i      m     m' 


On  aura  donc  ainsi  le  développement  de  -=  suivant  les  sinus  et  cosinus  des 


multiples  des  anomalies  excentriques;  on  passera  de  là  au  développement 
suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  des  anomalies  moyennes,  en  introdui- 
sant les  fonctions  de  Bessel,  et  l'on  trouvera  en  particulier  les  termes  en 
2/'—  5/.  Nous  n'avons  pas  l'intention  de  développer  ce  calcul,  mais  nous  tenons 
à  montrer  comment  on  obtiendra  6^'  et  b'^i!.  En  se  reportant  aux  formules  (24)» 
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on  trouvera 

^  14-  [3^  '^  ^H-  P 

de  sorte  que  la  relation  (89)  deviendra 


1 

X^(x-r-^) 


(l  +  (3^)        2 


On  aura  de  même 


{i-{-P>x)     ^ 


1+  tl^ 

x' 


—^  =  y^i^^x" 


On  a  dans  le  cas  actuel 

(3  =  o,o8,         j3'=o,o4; 

ces  quantités  sont  donc  petites,  et  il  suffira  de  déduire  des  formules  précédentes 
des  expressions  de  6J^'  et  b'^^}  développées  suivant  les  puissances  de  p  et  de  p' 
pour  avoir  un  procédé  de  calcul  très  commode.  On  a 


.  1      .1 

( . 

l\ 

(■      3\ 

(-y 

2  s 

—  i_l n 

I          X 

l  — 

5) 

I 

.2 

J7^ 

(i+[3^r 

I 

.    1              i-\-  - 

('•- 

0 

(-^) 

1 

-i^^x-  —  ... 

On  en  conclut  aisément,  par  voie  de  multiplication, 

2.4.  .  -2/71  "^  \  2  2  '       ' 

F  désignant  la  série  hypergéométrique. 
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On  peut  aussi  écrire,  en  employant  une  transformation  connue  [Tome  I,  for- 
mule (12),  page  279], 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  le  calcul  du  développement  de  -j=;  on 

vAo 
aurait  ensuite,  d'après  la  formule  (7), 

..  a  a  I  aA,        3  aAj 

nous  renverrons  le  lecteur  au  Mémoire  de  Jacobi  pour  le  calcul  du  second  et  du 
troisième  terme  de  l'expression  de  ^-  Nous  nous  contentons  d'avoir  reproduit 
la  substance  du  Mémoire  et  ses  élégantes  transformations. 

140.  Théorème  de  Jacobi.  —  Jacobi  énonce  ce  théorème  (Œuvres,  t.  VII, 

p.  287)  :  les  coefficients  du  développement  de  l'inverse  ^  de  la  distance  de  deux 

planètes,  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  des  anomalies  excentriques 
Il  et  m',  peuvent  s'exprimer  linéairement  à  l'aide  de  quinze  d'entre  eux  pris  arbi- 
trairement, sauf  la  réserve  que  ces  coefficients  ne  soient  pas  reliés  les  uns  aux 
autres  a  priori. 

On  peut  démontrer  ce  théorème  comme  il  suit  :  en  faisant 

la  formule  (8)  du  Chapitre  précédent  peut  s'écrire 
Posons 


(^«'  i= 7*1^:^1 -2* 


,  ^m  y,i m' 
m, m  ^^      "^ 


On  aura,  en  différentiànt  cette  équation  par  rapport  à  x. 


-*' 
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d'où,  en  tenant  compte  des  formules  (45)  et  (4^), 

«0  +  «1  .r  H-  a\  x'  +  c,  xx'  +  g?i  — ;  H-  ^^^  H-  g'  x'^  \ 

+--+-7+-^+ â?;  —  +  -25+^2/ 

En  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  œ^'x""',  on  trouve  une 
relation  contenant  seize  coefficients;  quinze  d'entre  eux  restent  arbitraires,  et  le 
seizième  en  résulte.  On  aura  une  autre  série  de  relations  analogues  en  employant 
la  dérivée  $^,  au  lieu  de  $^..  Mais  il  est  douteux  que  ces  relations  compliquées 
puissent  être  de  quelque  utilité  dans  la  pratique. 
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DÉVELOPPEMENT  DE  M.  NEWCOMB  POUR  LA  FONCTION  PERTURBATRICE  (•). 


141.  Introduction  de  M.  Newcomb.  —  Donnons-en  une  idée  sommaire  : 
l'auteur  rappelle  la  nécessité  d'avoir  un  développement  commode  et  assez  com- 
plet pour  la  fonction  perturbatrice;  c'est  la  base  du  calcul  des  perturbations. 

Le  premier  développement  de  ce  genre  a  été  donné  par  Laplace  dans  la 
Mécanique  céleste;  il  s'étend  seulement  aux  troisièmes  puissances  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons.  De  Pontécoulant,  dans  sa  Théorie  analytique  du 
système  du  Monde,  a  eu  égard  aux  sixièmes  puissances  des  mêmes  quantités, 
et  c'est  aussi  ce  qu'a  fait  Peirce,  mais  sous  une  forme  plus  condensée  (Astrono- 
micalJournal,  t.  I).  Le  Verrier  a  donné  ensuite  (^Annales  de  l'Observatoire,  1. 1) 
le  développement  complet,  et  sous  une  forme  commode,  en  tenant  compte  de 
toutes  les  quantités  du  septième  ordre.  Nous  ajouterons  que  M.  Boquet  {Annales 
de  l'Observatoire,  t.  XIX)  a  étendu  les  calculs  de  Le  Verrier  aux  termes  du  hui- 
tième ordre.  Tous  ces  développements  sont  des  fonctions  explicites  du  temps  et 
des  éléments  elliptiques,  et  c'est  ce  qui  constitue  leur  avantage;  toutefois,  les 
dérivées  de  la  fonction  perturbatrice  relatives  aux  coordonnées  ne  peuvent  pas 
être  obtenues  sans  transformation,  et  le  calcul  des  inégalités  devient  pénible 
quand  on  veut  avoir  égard  aux  diverses  puissances  de  la  force  perturbatrice. 

Il  y  a,  en  quelque  sorte  au  pôle  opposé,  des  développements  dans  lesquels  les 
coefficients  des  cosinus  des  divers  arguments  sont  purement  numériques. 
Hansen  paraît  les  avoir  employés  le  premier  dans  son  3Iémoire  intitulé  : 
Untersuchungen  ûber  die gegenseitigen  Stôrungen  des  Jupiters  und Saturns  (Berlin, 
i83i);  il  a  eu  recours  aux  quadratures  numériques;  mais  on  a  alors  l'inconvé- 
nient de  ne  pas  pouvoir  suivre  l'influence  exercée  par  des  changements  apportés 
aux  constantes  adoptées. 

11  existe  ensuite  un  procédé  intermédiaire  en  quelque  sorte,  que  l'on  peut 
appeler  la  Méthode  de  Cauchy-Uansen.  L'inventeur  original  est  Cauchy  ;  ses  tra- 
vaux ont  été  faits  de  1842  à  i845,  et  nous  en  avons  exposé  une  partie  dans  le 
Chapitre  XVII.  L'adaptation  générale  au  calcul  du  développement  de  la  fonction 
perturbatrice  et  de  ses  dérivées  a  été  faite  par  Hansen,  dont  nous  exposerons  les 

(')  Astronomical  Paper  s,  vol.  III;  1884. 

T.  —  IV.  4o 


3l4  CHAPITRE    XIX. 

recherches  en  détail  dans  les  Chapitres  XX,  XXI  et  XXII,  et  c'est  la  méthode 
de  Hansen  que  l'on  applique  aujourd'hui;  ce  qui  la  caractérise,  c'est  le  calcul 
des  perturbations  des  coordonnées  en  faisant  intervenir  les  dérivées  partielles 
de  la  fonction  perturbatrice  relatives  à  ces  coordonnées,  et  l'emploi  de  l'ano- 
malie excentrique  au  lieu  de  l'anomalie  moyenne  de  la  planète  troublée;  on  a 
recours  aussi  aux  quadratures  numériques. 

M.  Newcomb  s'est  proposé  de  développer  analytiquement  la  fonction  pertur- 
batrice suivant  les  cosinus  des  multiples  des  anomalies  excentriques  des  deux 
planètes,  en  exprimant  les  coefficients  symboliquement  à  l'aide  des  éléments  de 
ces  planètes.  Ce  développement  converge  plus  rapidement  que  l'ancien,  parce  que 
le  premier  coefficient  de  l'expression  de  l'anomalie  vraie  en  fonction  de  l'anomalie 
excentrique  est  e,  tandis  qu'il  est  ie  quand  on  considère  l'anomalie  moyenne. 
L'emploi  des  fonctions  de  Bessel  permet  ensuite  de  passer  au  développement  re- 
latif aux  anomalies  moyennes  qui  est  préférable  pour  les  planètes  principales. 
Nous  nous  bornerons  à  exposer  les  fondements  de  la  méthode  de  M.  Newcomb. 

142.  Soient  r  et/  les  rayons  vecteurs  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 
perturbatrice,  V  leur  angle,  v  et  v'  les  distances  angulaires  des  planètes  au  nœud 
commun  de  leurs  orbites,  y  l'inclinaison  de  ces  orbites,  R  la  fonction  perturba- 
trice; on  a 

-i         r 

K  =z  {r -+ r"^  —  irr' co'&y)   ^ ^7^  cosV, 

cosV=  cos^cost^'-h  sint'sinp'cosy,      cosV=:  cos(ç^' —  v)  h-  o-^[cos((^'H-t')  —  cos(p'— t^)], 

(i)  (T  =  siii  -  y. 

On  a  donc 

(2)  R  =/(/•,  r',(.,(.',a^). 

Soient  /et/'  les  anomalies  vraies,  y]  et  yj'  les  anomalies  excentriques,  co  et  co'  les 
distances  des  périhélies  au  nœud  commun;  on  a 

(;  =  «+/,         p'=co'+/,         R=/(r,/-',co,co7,/,(r). 

En  exprimant  r  et  /  au  moyen  des  anomalies  excentriques,  il  vient 

r  =  a{i  —  ecosY)),         r'-=za'{i  —  e'cosY]'), 

et,  d'après  le  Tome  I,  p.  222,  formule  (C), 

f=:f]-\-i\ .  sinY]  4-  -  ( ,  )   sin2Y]+...    . 

Si  les  excentricités  s'annulent,  on  doit  substituer  dans  R, 

rz=a,         r'=:a';        /="^,        /'  —  ■»!';         ^'  =  w  +  y2,         (/ zz:  w'-t-rj'. 
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Soient  Ro  et  Vo  ce  que  deviennent  alors  R  et  V  ;  posons,  pour  abréger, 

(3)  w-h-n  —  ç,        (o'+y)'=rç', 

nous  aurons 

RW  =  (a'-h  a"—2aa'  cosVo)    '  -  -,.  cosVo, 
cosVo  =  COS(ç'—  ç)  +  a^  [cos(ç'+  ç)  —  COS(ç'  —  ç)]. 


Soit  encore 


a 

a  =  — 
a 


on  aura 

_i  1 

a'  {a^  -^  a'^  —  2  aa'  cosWo)   «  =  (i-h  a*— aacosVo)"' 

=  j  I  — 2acos(ç'— ç)  +  aî— 2a(T2[cos(ç'+ç)  — cos(ç'— ç)]  {""' . 

Faisons 

AJ  =1  —  2acos(ç'— ç)  -ha', 
et  nous  aurons 

a'{a^-\-a'^—2aa'  cosVo)"^  —  j  A\  —  2acr2[cos(ç'+  ç)  —  cos(ç'—  ç)]  }~* 

=  A7*  +    ao-2[cos(ç'-t-ç)  — cos(ç'— ç)]  A73 

-+-    — -  aV*[cos(s'+ç)  — cos(ç'— ç)]»A7* 
I   3  5 

H-     '     '      a'CT^[C0S(ç'+ç)  — COS(ç'— ç)]'A7' 


On  a  maintenant 


^•"  =  l  2^'''  cose(ç'-  ç),         fe'r^  =  6(/'. 


On  en  tire  aisément,  par  des  transformations  analogues  à  celles  employées 
dans  le  Tome  I,  Chap.  XVIII,  p.  297  et  suivantes, 


R(o)  =  -      ^A'iCOs{iç'-iç) 

—  go 
+  00 

+  a22B;cos[(f-t-i)ç'-(/-i)ç] 

—  00 

-H» 

4- «7*2  C,C0SL(t+2)ç'—  {i—  2)s] 


(4) 


4-a«2D'.cos[(«-f-3)ç'-(f-3)s] 


1 
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OÙ  les  coefficients  A'^'K  . . . ,  D'^'^  ont  les  expressions  suivantes  : 

(5)  l  ^^  a'oc'-{bf-^^bf        4-6'^^') 

ID 

(6)  a'B'i  =  ^  aèy  -  |  ^^a^{b'f  +  ^'3'''')  +  -^  a'*a\b^t''^  +  Zbf  +  6^+*'), 


(7) 


O  ID 

a'D'i^^oi^bf, 
'       16        ^ 


L'indice  i  s'étend  à  toutes  les  valeurs  entières,  de  —  00  à  +  qo. 

Pour  tenir  compte  de  la  seconde  partie,  ^  cosVo,  de  R'"^  on  voit  aisément 

qu'il  faut  écrire 

6^1*'   —a,     au  lieu  de     6V^ 

è'i-i'  — a,  .)  b^-^\ 

b[^^    —2,  »  ft'g'". 

L'expression  précédente  de  R^**^  peut  être  mise  sous  la  forme  générale 

(8)  R(«)  =  22  AC,(tCOs(vç'+  fxç), 

V  (A 

OÙ  les  indices  v  et  [jt.  prennent,  indépendamment  l'un  de  l'autre,  toutes  les  va- 
leurs entières  de  —  go  à  +  qc.  Les  quantités  A'^^^  sont  des  fonctions  de  «r  et  de  a 
et  a';  relativement  à  a  et  a',  elles  sont  homogènes  et  de  degré  —  i. 

143.  Nous  avons 

RW=/{ç,ç',a,a',<7'), 

R      =zf{ç,ç',r,r',c;'). 

Il  faut  donc  remplacer  dans  R'"^ 

ç,  ç',  a  et  a' 

par 

v,  v',  r  et  r' . 

Posons 

prrlog/-,  p'=log/', 

(3  =  loga,         (3'=loga', 
d'où 

dr dr' , 
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On  aura 

àF{a,a')  _     dF(a,a')  âFia,a')  _    ,  dF{a,a') 

d^        -""        da       '  d^'       ~''        âa'      ' 

si  la  fonction  F  est  une  fonction  homogène  et  de  degré  —  i  de  a  et  de  a',  la 
relation  connue 


donnera 


ÔF        ,àF^ 
aa  ôa' 


dF       dF       ^ 


Si  l'on  pose  symboliquement 


n—  ^  n  —   ^ 


la  relation  précédente  pourra  s'écrire 


(9) 

D4-D'=-i. 

On  a  maintenant 

(10) 

p  =(3  -f-log(i  —  ecosY])  =  (3  +0(e,  Y]), 
p' =  [3' 4- log(i  —  ecosYi')  =  (3' +  a>(e',y)' ). 

On  a  d'ailleurs 

(.1   r      1       .  _  .  ,                 ci  n  Y)    - 1-              C    -K  W  { C     1\    \  . 

(II) 

1 

i-h  VI  —  e^ 
f' — r'  1    ■ sinn'-v-         — c'  \^{p'f\'\ 

1 

i+v/i— e'2 

On  peut  écrire 

(12) 

R=/([3,[3',  ç,  ç',  e,e',  Yî.V,  cr^). 

On  aura 

^_  dRdp  _^ 
d[3  —  <?p  <?(3  ~  <?p  ' 

il  en  résulte,  en  désignant  par  m,  n,  m'  et  n'  des  nombres  entiers  positifs  quel- 
conques, 

^w+-m'-+-H-i-/i'J^  ^«i+»n'-i-/n-/j' [| 

(l3) 


cette  relation  exprime  un  théorème  important. 
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144.    Expression  générale  des   dérivées  relatives  à  l'excentricité.    — 
Posons 

(i4)  s  = ^L_=, 

H-\/i  — e^ 

d'où 

L'expression  de/ au  moyen  de  v],  donnée  à  la  page  3x4,  donnera 

fz=zn-\-  2(£sinY3  +  -  e2sin2Yi  +  ^  s^smSyj  -h, .  .). 
On  a  ensuite 

i  —  ecosYî  =:  I cosY)  = -(i  —  eE'iv'^)  (i  —  sE-'^'f-^), 


logr  =  loga  —  log(i  -\-  £2)-}-  log  (i—  eE^v^-*)  -h  log  (i  —  eE-^ v'-» ), 

—  ïoga  —  (s^ h-ôH-...)  —  2  (  ecosY]  h C0S2y)  +  . . .  j; 

il  en  résulte 

(  p  =  (3  —  2S  COSY)  4-  £^(  —  I  —  C0S2Y))  +  eM  — -x  C0s3y)  )  +  £*  ( COSAy)  ) 

(i5)  ^  V   3       ;      v^    2       ; 

/  "^^  V  ~"  5  '^os^'^)  "^^   V  ~  3  ~"  ïï  cosÔYi  j  +£"'  (  —  -  COS7YJ  j  -i-  . . . , 

i  p=  ç  4- 2£  sinY)  4- £- sin2y)  H- -  £*  sinSï) 
(.6)  _ 

f  +  -  e*  sin^n  4-  p-  E^sinSY)  4-  tt  e®  sinÔY)  4-  -  e'' sini-n  4-  . . . . 

\  2  5  3  7  ^ 

On  a  ensuite 

âR_dndi^       âRdp  Rz=f{i^,  p',  r,  r',  a^), 

de  -  di>  de'^  dp  de'  R  =f{ç,  g',  yj,  yj',  £,  £',  [3,  (3',  a') , 

ou  bien,  d'après  le  théorème  général, 

âR_dRd9       ôRdp 
d£        dç  de       d(3  de 

Soit  posé  symboliquement 

d-ç  =  ^^^  d-p  =  ^^' 

il  viendra 

on  en  tire 

,     ,  ,    de"^'  ~    ^\de    de"  "^  I  d?   de"-^  4- ...  4-  R  -^^ttm  ) 

(17)  ( 
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Posons 

l  R  =  R'o)  4-  eR(»)  -h  e'R(')  -t-. . .  -t-  «"RC)  -h. . . , 
(i8)  ^   (;=:('o     -he^i     -heVj     4- . . .  H- e"  (^„     4-..., 

p  =po     +epi      +e'P2     4-...-f-e«p„     4-..., 


on  aura 


"'"•"'-'TiF/.,. 


(ï9)  (  w!  t'. 


En  faisant  donc  £  =  0  dans  l'équation  (17),  il  viendra 

\  (/ï4-i)R"^+»)=      DJt»,  R(«)4-  2  c'jRf"-!)  4-3(^3  R^"-'^  4-...  4- (/i  4-1)  ^'«+,R<'"] 
(  20)    i 

'  H-  Dp[pi  R'"^  -»-  2pj  RC-»)  4-  3 p3  R(«-2)  +...  +  («+,)  p„^,  R(o)]. 

Cette  équation  permettra  de  calculer  de  proche  en  proche  R'*'  en  partant 
de  R'"\  puis  R'^\  ...,  W^  ....  Partons  de  l'expression  (8)  de  R'"^  que  nous 
écrirons 

V         [X 

ou,  plus  simplement, 

(21)  RO'^A'cosN,        N  — |xç4-vs'. 

La  formule  (20)  nous  donnera,  pour  n  =  o, 

R(»)  =  Dç((^t  A'  cosN)  4-  D(p,  A'  cosN); 

nous  écrivons  simplement  D  au  lieu  de  Dp.  On  a  d'ailleurs 

(^i  =  2sinYi,         pi  = — 2C0SY); 
il  vient  donc 

Rf*)  =:  —  2|ULA'simr)sinN  —  2cosy]  cosNDA' 

=  (/jlA' —  DA')cos(N  4- Yj)  —  (j:x A' 4- DA')  cos(N  —  n). 

On  peut  écrire  symboliquement 

(22)  R<»)  =  (jji— D)A'cos(N4-Y))  — (/jL4-D)A'cos(N  — Y]). 

On  trouvera  de  même,  en  faisant /i  =  i  dans  la  formule  (20), 

2R(«)=:D;(<'iR(»)4-2t'jR«»)4-D(p,R'')4-2pîR(«»), 
On  a 

{^,  =  810210,  P«  ^  —  I  — C0S2YÎ. 
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Il  vient  donc 

2R(2)=:      Dç[2(fjL  — D)A'sinY)COs(N  +  Y))  — 2(jji-t-D)A'siny)cos(N— Y]) 

+  2A'  sinar/  cosN] 
_{_D  [_2(fji  — D)  A'cosYîCOs(N  +  Y})H-2(^-hD)A'cosYicos(N— m) 

—  2A'(n-cos2Y))  cosN]  ; 
2R(2)  =_  2(fji2_|jiD)A'siny)  sin(N  +  -n)  +  2(]jl2  + ^D)  A' sinv]  sin(N  —  yj) 

—  2]utA'sin2-in  sinN 

—  2(1x1)  —  D2)A'cos-ocos(N4-y))H-  2(fjiD  h-D^)  A'cosy]  cos(N  — yi) 

—  2DA'(i -h  cos2Tn)  cosN; 


cela  peut  s'écrire 

(23) 

On  continuera  ainsi. 


2R(2)  =  (pr  _D)  (/jL  —  D  +  i) A' cos(N  +  2Yî)  —  2 [(/ji  —  D)(/JH- D)  H- D] A' cosN 
+  (fjH-D)  (/Ji  +  D  —  i)  A'cos(N  — 2Y)). 


145.  En  généralisant,  on  voit  que  R^"^  sera  de  la  forme 

R(«)  r=  cos(N  +  /iy))n;,^A'H-cos[N  +  (/i  —  2)n]  n,l_2  A'h-.  . .+  cos(N  -  n-n)n\A', 
où  les  quantités  n  sont  des  fonctions  entières  de  [x  et  de  D;  on  peut  écrire 

}-+n 

(24)  R(«)=  _2  cos(N+yr])n;A'; 

1=1— n 

on  aura  ensuite 

DçR^"^     =  — /jL  V  sin(N+yyî)n7A',  Çi  =  2s'm-n, 

/=— « 

j  =  n-l 

DçR("-*^  =  — /x  V  sin(N+yYi)n^-i  A',         2^2  —  2  sin2ir], 

;=— n+l 

DçR(«-2)  =:— ^  2  sin(N-t-yyî)n;-2A',  3^^3  =  2  sinSv), 


/■=— n  +  2 


DçR^o)      =::  — /jLsinNIIJJA';  (« -+- 1)  (^„+i  =  2sin(/z  +  i)yj; 

DR(")       =     D  2cos(N+yn)n;A',  pi=:— 2C0SYÎ, 

DR(«-i)   _     D  2cos(N  +  /,-/])n;-iA',         2P2  — —  2  — 2cosy), 


DR«»       =     DcosNII^A'  (/n-i)p„^.i  =[d=2j— 2COs(/i  +  i)-/5. 
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On  a  conservé  pour  la  symétrie  le  symbole  IIJ  =  i  ;  le  terme  ±  2  est  conservé 
dans  la  valeur  de  (/î  +  i)p„+,,  seulement  si  n  h- i  est  pair;  on  prend  -4-2  si 
«  -h  I  est  divisible  par  4,  et  —  2  si  /iH-  i  est  divisible  par  2,  mais  non  par  4. 

Il  reste  à  substituer  les  expressions  précédentes  dans  l'équation  (20),  après 
l'avoir  écrite  comme  il  suit,  conformément  à  la  relation  (24), 

(n  +  i)Rf«+'>  =  («  +  i)cos[N+(/i+  i)y)]n;;:}A'  -+-(n  +  i)  cos[N -i-(/i  —  i)ri]n,^iîA' 

+  (/i+i)cos[N  +  (/i-3)Y)]n;îi'A'+...+(«-hi)cos[N-(«-M)-o]n^(V+,,Â'. 

On  trouvera,  en  comparant  les  coefficients  des  cosinus  des  mêmes  arguments. 


(25) 

(n  +  i)n^:î=.    f^(n  +n;::'-f-n«z^+...-hn°) 

- 1)  (n;j  +  n;:i{  +  n-^  + . . .  +  n«  ), 

/  in  +  i)U'^\=    fx(n»_,+n»:j+nrt+...  +  ni,) 

(250 

(                    -i^n«    -Dn«-2Dn«z}, 

(/i  +  i)n-j=    ^(^^,+^^+...  +  ^^) 

(25,) 

-D(^^,-+-^,'^z•^-...  +  ^l,) 

(                    ~f^(n«_2+n;-î)-D(n;u  +  n;^,:i)- 

-2D(n-j 

—  Il"-'  '^ 

(n-M)n^ij=z      f/(n«_,+nr,i^+...  +  m3) 

1                    -  D(n;u  +  nrî+...  +  ni3) 

(253) 

-  ^(^^,^-^«z»+^;:I^) 

-  i)(n^,H-nrj  +  nrD 
-2D(n«zj-n;^z2  +  n,a)- 

La  loi  de  formation  est  évidente,  et  il  est  inutile  de  prolonger  l'écriture  de 
ces  relations;  on  peut  aussi  se  dispenser  de  calculer  les  développements  pour  des 
valeurs  négatives  de  l'indice  inférieur  de  II,  parce  que  Il"j  se  déduit  de  II"  en 
changeant  [x  en  —  {x. 

Voici  les  premières  valeurs  des  quantités  II, 

no  =  ., 

2n*  =  (fx-D  +  i)nî, 

2T11  =z  ^(_  n»  +  ni,  )  -  D  (nj  H-  ni,  +  2), 

3n»  =  (fx-D  +  2)n^, 

sn?  :=  f;i(n*  -H  m,  _  n^)  -  d  (n,*  +  m,  +  n^  +  2nî  ). 

4nt  =  (/jL-D-t-3)n^ 

4n*  =  ix{n\  +  nj  +  m,  -  n^  )  - 1)  (nj  4-  n„^  +  m,  +  n3'  +  2n«  ), 

4n*  -  |ui(ni, +  ni,  -  n? -n»)  -  D(n!, -4- m,  4- n? -hn*  + 2n,^  -  2). 

T.  -  IV.  4, 
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146.  Développement  par  rapport  aux  éléments  de  la  seconde  planète. 
—  Nous  avons  trouvé  la  formule 

f=+n 

R('^)=  ^  cos(vç'-i-/jiç+yY])n;A;,(,; 

/=-n 

en  faisant 
il  viendra 

il  faut  maintenant  remplacer 

ç'     par    ç' +  9(£',  Y)'),  [3'    par    ^' -i-^{£',-n'), 

et  développer  les  résultats  suivant  les  puissances  de  e'.  On  pose 

R('»)  =  R".04-£'R«'i  +  e'2R«.2  +  .  .  .4-£'"'R'^,«'h- 

M.  Newcomb  démontre  ce  théorème  fondamental  : 

Supposons  que  Von  ait  développé  R  suivant  les  puissances  de  £,  en  faisant  s'  =  o, 
et  que  l'on  ait  trouvé  que  le  terme  général  soit  de  la  forme 

£''cos(N+/Y])n;;?A', 

A'  étant  une  fonction  des  distances  moyennes,  Ily  un  symbole  opératoire,  et  N  une 
fonction  linéaire  de  ç  et  ç  ne  contenant  pas  y] . 

Supposons,  d'autre  part,  que  l'on  ait  développé  R  suivant  les  puissances  de  s',  en 
faisant  t=o,et  que  le  terme  général  de  ce  nouveau  développement  soit 

£'"'cos(N4-y'Y)')n;'A'; 

alors  le  coefficient  de  cos(N  -^-jf]  ■+■/'']')  dans  le  développement  complet  sera  re- 
présenté par 

e«£"^'n;n;'A'. 

On  peut  d'ailleurs  simplifier  les  résultats  en  éliminant  D'  au  moyen  de  la 
relation 

Nous  ne  pouvons  pas  suivre  M.  Newcomb  dans  tous  les  détails  de  ses  cal- 
culs; bornons-nous  à  dire  que  l'ensemble  du  développement  de  R  suivant  les 
sinus  et  cosinus  des  multiples  de  l'anomalie  excentrique  est  renfermé  dans  les 
pages  90-200  de  son  Mémoire.  M.  A.  Chessin  {Astronomical  Journal,  t.  XIV, 
nos  XIV  et  XX)  a  apporté  une  simplification  importante  aux  calculs  de  M.  New- 
comb. 
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147.  Réflexions  générales  sur  le  calcul  des  perturbations  plané- 
taires. —  Si  nous  envisageons  dans  leur  ensemble  les  développements  des 
perturbations  planétaires  donnés  dans  le  Tome  I,  d'une  manière  générale  et 
d'une  façon  explicite,  par  Le  Verrier  dans  les  Annales  de  l'Observatoire,  t.  I  et 
t.  XIV,  nous  pouvons  remarquer  que  certaines  circonstances  contribuent  à 
rendre  ces  développements  assez  rapidement  convergents.  Les  séries  rencon- 
trées sont  de  la  forme 

(i)  2]^^'"  (a/-t-a'/'4-|3GT-t-(3'GT'4-y9+/9'). 

OÙ  /,  /',  cT,  cj',  0  et  0'  désignent  les  longitudes  moyennes,  les  longitudes  des  péri- 
hélies et  celles  des  nœuds;  a,  a'  p,  ^' ,  y  et  y'  des  nombres  entiers  positifs  ou 
négatifs  dont  la  somme  algébrique  est  égale  à  zéro;  les  coefficients  A  sont  des 
fonctions  de  a,  a\  e,  e',  ?  et  t';  ces  quantités  constantes  répondent  aux  demi- 
grands  axes,  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons;  A  contient  en  facteur  el^'e''*'' 
jlTij'iri.  Or,  pour  les  grosses  planètes,  e  et  e'sont  des  quantités  inférieures  à  o,i, 
sauf  le  cas  de  Mercure  dont  l'excentricité  est  égale  à  0,2  environ;  i  et  i'  sont 
au-dessous  de  3°3o',  sauf  le  cas  de  Mercure  dont  l'inclinaison  est  d'environ  7°. 
Cette  petitesse  relative  de  e,  e',  i  et  i'  fait  que  les  coefficients  A  diminuent  rapi- 
dement quand  les  entiers  p,  ^',  y  et  y' augmentent;  c'est  une  première  limitation. 
En  second  lieu,  les  grands  axes  des  orbites  ne  sont  jamais  très  voisins  les  uns 

des  autres  ;  la  plus  grande  valeur  de  ^  est  o,  728,  dans  le  cas  de  Vénus  et  de  la 

Terre.  Ces  valeurs,  relativement  modérées,  limitent  les  coefficients  a  et  a';  si  le 

rapport-,  était  plus  voisin  de  i,  il  faudrait  employer  des  valeurs  beaucoup  plus 

grandes  pour  les  entiers  a  et  a'. 

Enfin,  dans  la  première  approximation,  les  coefficients  A  contiennent  en 
facteur  le  rapport  m'  de  la  masse  perturbatrice  à  la  masse  du  Soleil;  la  plus 
grande  valeur  de  m'  correspond  à  Jupiter,  et  est  inférieure  à  0,001;  cela  con- 
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tribue  aussi  à  la  petitesse  des  perturbations  et  à  la  convergence  des  approxi- 
mations successives. 

Il  est  toutefois  une  circonstance  qui  augmente  les  coetficients  A.  Ces  coeffi- 
cients contiennent  en  effet  les  diviseurs  a/z  -h  a'/i',  ou  même  leurs  carrés.  Si  les 

rapports  —  étaient  rigoureusement  commensurables,  on  pourrait  trouver  des 

valeurs  des  entiers  a,  et  a',  telles  que  les  diviseurs  en  question  fussent  nuls,  au- 
quel cas  la  méthode  suivie  serait  complètement  en  défaut.  Heureusement,  ce 
cas  ne  se  présente  pas;  toutefois,  il  n'est  pas  très  éloigné  d'être  réalisé  :  c'est 
ainsi  que,  pour  Jupiter  et  Saturne,  on  a 


et  pour  Uranus  et  Neptune, 


n  0  I 

n'        2        6o' 


n  I 

n'  26 


Voyons  ce  qui  arrive  pour  les  petites  planètes.  Les  excentricités  sont  beau- 
coup plus  prononcées;  elles  vont  jusqu'à  o, 35  et  même  o,  38.  L'inclinaison  de 
l'orbite  de  Pallas  sur  l'écliptique  est  presque  égale  à  35*^.  La  masse  perturba- 
trice est  toujours  (pour  la  partie  difficile  des  perturbations)  celle  de  Jupiter; 

m' est  donc  voisin  deo,oor.  Le  rapport  —  des  demi  grands  axes  de  la  petite 

planète  et  de  Jupiter  est  compris  jusqu'ici  entre  o,4o  et  0,82.  Enfin,  il  y  a 
des  rapports  de  commensurabilité  très  approchés;  ainsi,  pour  la  planète  (§) , 


on  a 

n  I 

n'  41 


l'inégalité  à  longue  période,  dont  l'argument  est  /—  2/'  +  const.,  étant  du 
premier  ordre,  pourra  acquérir  des  valeurs  considérables. 

On  comprend,  d'après  cela,  que  la  méthode  usuelle  pour  le  calcul  des  pertur- 
bations, celle  dont  Le  Verrier  s'est  servi  constamment,  présente  des  difficultés  se 
rieuses.  Dans  des  cas  convenablement  choisis,  son  emploi  serait  matériellement 
impossible.  On  peut  néanmoins  s'en  servir  pour  un  grand  nombre  d'astéroïdes. 
C'est  ainsi  que  M.  Perrotin  a  fait  la  théorie  de  la  planète  Vesta  {Annales  de 
r observatoire  de  Toulouse,  t.  I);  Damoiseau  avait  ébauché  autrefois  la  question 
des  perturbations  de  Cérès  et  de  Junon  (Additions  à  la  Connaissance  des  Temps 
/?OMr  1846). 

Des  efforts  nombreux  ont  été  faits  pour  aboutir  à  une  méthode  efficace  pour 
le  calcul  des  perturbations  des  petites  planètes.  Gauss  avait  travaillé  à  une 
théorie  de  Pallas,  et  nous  voyons  dans  une  de  ses  lettres  à  Bessel  qu'il  avait 
trouvé  plus  de  800  inégalités  sensibles. 
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A  côté  de  cette  théorie  générale,  l'illustre  géomètre  avait  conduit  parallèle- 
ment le  calcul  par  quadratures,  de  manière  à  obtenir  un  contrôle  qui  est  presque 
indispensable.  Gauss  n'a  jamais  publié  ce  travail;  la  Société  royale  des  Sciences 
de  Gôttingue  fait  imprimer  en  ce  moment  tout  ce  que  l'on  a  trouvé  dans  les 
papiers  de  Gauss  sur  ce  sujet  important. 

Nous  avons  exposé  (Chapitre  XVII)  la  méthode  de  Cauchy,  qui  permet  de  cal- 
culer rapidement  les  inégalités  à  longues  périodes,  qui  seraient  insensibles 
dans  la  théorie  des  grosses  planètes,  vu  la  grandeur  des  coefficients  a  et  a'  de  / 
et  l'  dans  l'argument,  et  ont  cependant  des  valeurs  notables  dans  le  cas  de  cer- 
tains astéroïdes. 

Hansen  a  publié  dans  les  Mémoires  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Saxe, 
t.  V,  VI  et  VII,  trois  Mémoires  importants  intitulés  :  Auseinandersetzung  einer 
zweckmàssigen  Méthode  zur  Berechnung  der  absoluten  Stôrungen  der  kleinen 
Planeten. 

Nous  allons  en  présenter  une  analyse  assez  étendue.  Disons  tout  de  suite  que 
la  fonction  pertubatrice  est  développée  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  mul- 
tiples des  anomalies  excentriques;  nous  savons  que  la  fonction  perturbatrice 
s'exprime  beaucoup  plus  simplement  avec  ces  anomalies  qu'avec  les  anomalies 
moyennes.  Mais  Hansen  emploie  aussi  la  méthode  des  quadratures,  de  façon  à 
tenir  ainsi  un  compte  rigoureux  de  toutes  les  puissances  de  l'excentricité  de 
la  planète  troublée.  Les  méthodes  de  Hansen  ont  été  appliquées  par  Brùnnow 
pour  Iris  et  Flore,  par  Becker  pour  Amphitrite,  par  Lesser  pour  Pomone  et  Métis, 
et  par  M.  Leveau  pour  Vesta;  ces  méthodes  ont  donc  fait  leurs  preuves. 

M.  Gyldén  a  donné  de  son  côté  une  théorie  que  nous  exposerons  dans  les 
Chapitres  XXIII  et  XXIV;  pour  le  moment,  nous  nous  bornerons  à  dire  qu'elle 
repose  sur  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice  suivant  les  sinus  et 
cosinus  des  multiples  des  anomalies  vraies.  On  retrouve  donc  les  trois  sortes 
d' anomalies  dans  les  trois  principales  méthodes  que  l'on  a  appliquées  au  calcul 
des  perturbations  des  astéroïdes. 

Après  cette  exposition,  qui  nous  a  semblé  nécessaire,  nous  aborderons  la 
méthode  de  Hansen;  elle  repose  sur  les  mêmes  principes  que  celle  employée 
déjà  pour  la  Lune  (voir  notre  Tome  III,  Chap.  XVII).  Nous  pourrions  donc  abré- 
ger beaucoup  notre  exposition;  toutefois,  nous  pensons  qu'il  est  indispensable 
de  reprendre  tout  l'ensemble,  mais  un  peu  plus  rapidement  que  si  nous  n'avions 
pas  encore  parlé  des  méthodes  de  Hansen  ('). 

148.  Nous  considérons  une  planète  P  troublée  par  une  autre  P';  soient,  à 
l'époque  /,  rsa  distance  du  Soleil  et  v  sa  longitude  dans  l'orbite  mobile,  comptée 
à  partir  d'un  point  déterminé  X  du  grand  cercle  qui  représente  l'orbite  sur  la 

(  ')  Un  pourra  consulter  un  Mémoire  de  M.  Venluri,  Metodo  di  Hansen  per  calcolare  le  perturba- 
zioni  dei  piccoU  piancti,  Milan,  1882. 
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sphère  de  rayon  i  ayant  son  centre  au  centre  du  Soleil.  Nous  supposons  que  la 
rotation  instantanée  s'effectue  à  chaque  instant  autour  du  rayon  vecteur  r\  il 
en  résulte  que,  si  l'on  se  donne  la  position  du  point  X  à  l'époque  zéro,  la  posi- 
tion de  ce  point  à  l'époque  t  sera  parfaitement  déterminée. 

Les   équations  différentielles  dont  dépendent  r  Qi  v  [formules  (&),   t.  f, 
p.  463]  sont 

dt\     dt  ) 

m  et  m'  désignent  les  rapports  des  masses  des  deux  planètes  à  la  masse  du 
Soleil;  k  est  la  constante  de  Gauss,  k-  =/M,  où /représente  la  constante  de 
l'attraction  universelle,  et  M  la  masse  du  Soleil. 
On  a  d'ailleurs  (t.  111,  p.  807  et  3o8) 

m'     ^        â^  m'     rr.    _d^ 

1  /■  —  —5—  ) 


I  H-  m  dr  \  -\-  m  dv 

m'     /  i^_  Ht 


A  est  la  distance  des  deux  planètes,  et  H  le  cosinus  de  l'angle  des  rayons  r  et  /. 
Si  l'on  pose  ^-(1  +  m)  =  ^'^  il  vient 

dt\      dt  J  dv 

m' 
Au  lieu  de  ^'^  et  de >  nous  écrivons,  pour  abréger,  k-  et  m';  ce  qui  nous 

donnera  plus  simplement 

d^r         dv^       k""  _       d^ 

^^^  dty  dL)-"  dv' 

(3)  -  fl  =  m'(^-5Z 

Si,  dans  les  équations  (i)  et  (2),  on  néglige  le  second  membre,  on  trouve 

d^r  dv'^       k'- 
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Ce  sont  les  équations  différentielles  du  mouvement  elliptique;  on  les  intègre, 
comme  on  sait,  par  les  formules 


s  —  esïn£=:  nt  -\-  c,         tang-/=i/^-^ — lang-e, 


(4) 


H-ecos(t'  —  5^)       i-+-ecos/ 


dans  lesquelles  £  désigne  l'anomalie  excentrique,  /l'anomalie  vraie,  y  la  longi- 
tude du  périhélie  dans  l'orbite,  comptée  à  partir  du  point  X;  les  quatre  con- 
stantes arbitraires  sont  a,  e,  c  et  y. 

Quand  on  voudra  passer  du  mouvement  elliptique  au  mouvement  troublé, 
c'est-à-dire  de  l'intégration  des  équations  (i')  et  (2')  à  celle  des  équations  (i) 
et  (2),  on  emploiera  encore,  pour  r  et  Vy  les  expressions  analytiques  qui  ré- 
sultent des  formules  (4),  mais  en  faisant  varier  les  constantes  arbitraires 
a,  e,  c  et  y. 

149.  Formules  auxiliaires.  —  Les  formules  (A)  (t.  I,  p.  433)  donneront, 
avec  les  changements  nécessaires  dans  les  notations, 

3. 
z= k  ~  Se  sin/-h  T  -  )  » 


dt 


(5)  /     ^  =  _^A-v/^[Ssin/-f-T(cos£4-cos/)], 

,^=,(,_cosO§  +  -^AV^[-Scos/-HT(i+^)sin/]. 

Or,  on  a  (t.  I,  p.  462) 

cj  =  9-4-x  —  o"»         da  =  cosidOy 

dy        drn        ,  ..  dB 

-r  ^=  —1 (ï  —  cosi)  T7> 

dt         dt        ^  '  dt 

on  tire  ainsi  des  formules  (5) 

dt         1  +  ni      ^' 
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Remplaçons     "^     S  et  —^ —  Tr  respectivement  par  3-  et  -5^,  et  il  viendra 

idp  j    r  d^ 

dt  ^'    dv 

dï=   AVy,|^^sin/+-^(cose  +  cos/)J, 

Soit  posé 

On  déduit  aisément  des     rmules  (6)et  (7) 

dt  ^^  (        dr  '        ^^         di?  \^  r  r  P         \) 

d.  ecosy        ,    /- {       di^    .    ,  .        .        ôQ,  [  cos(f-hy)       cosvcose       sinysiii/"!/ 

— — ^  =  k\/p  \       3-  sin  (/  -H  Y  )  +  3-    ^-^ ^  H ^ ^ - 

dt  ^^  \       dr         ^''       '^'       dv  \  r  r  P         \\ 


ou  bien,  à  cause  de 


COS£  = >>  f-A-y^iv: 

i-4-ecos/  ^ 


d.e^iny        ,    /-  F       à^  i  d^/p    . 

^  =  k  i/n  1 r.n^  v  -A I  —  si 

dt 

d.e  cosj^ 
di 


,    /-  r      d^    .  i  d^/p  \1 

«  vP  -r-  sin  (^H r—    -C0SP4-  cos  v  -h  ecosy       ? 

l       àr  p  dv  \r  VJ 


dh__  j^^dQ, 

dt  "~  *    dv  ' 


(8)  {  3 ^  =r  —  X-2  cos  p -^i h /:M  -  4- -     sin  (^ -3- 5 

\         dt  dr  \r       p)  av 


d.hecosy            ...       dQ>       ,^f\        i\  ô^ 

^  —      k^  sin  V  ^ \-  k^  [  — I —    cos  p  ^t-  ■ 


\         dt  dr  \r       pj  dv 

Ces  formules  nous  seront  bientôt  utiles. 

150.  Principe  de  la  méthode  de  Hanseu.  —  Nous  abandonnons  ici  la 
méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  pour  lui  substituer  celle 
de  Hansen. 

Soient  ««»  ^o>  ^o'/'o»  <^o  et  xs^  les  valeurs,  pour  /  =  o,  des  éléments  variables 

a,     n,     e,    p,     c     et     X' 
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Désignons,  en  outre,  par  z  une  fonction  convenable  de  t,  et  déterminons  les 
quantités  A,,,  r  et/par  les  formules 

k 

(9) 


kW 


I    ->  /ï  4-  en  I   -  —  /  -\  Pn 

tang-/=i/ tang-e,         r  — ao^i  —  eocose^  = 


I  4-  «0  COS/ 

Nous  déterminerons  la  fonction  inconnue  z  de  façon  que 
Nous  aurons 


r^%=ks'p,         ~r'^  =  k^p,, 


d'où,  par  voie  de  division, 


r^  dz \jp   ^0 


Faisons  en  outre 

(lo)  r  =  7(i  +  v), 

et  il  viendra 

('0 

On  aura  ensuite 


dz 


dt        h{i-hvy 
I      r  _  -  I  +  ecosiv  ~  x)  _  -  ^  +  ecos(/-Msio—  x) 


iH-  V       r  p  p 

Définissons  ^,  et  •f\^  parles  formules 

(  ecos(x- GTo)  —  eo+(i  — e^)|,, 

(l2)  I 

(  esin(x  — GTo)-=  (i-e^)yî,; 

^,  et  Y],  seront  de  petites  quantités  de  l'ordre  de  m';  l'expression  précédente  de 
deviendra 

IH-  V 

T^v~  'b  ^^'^^  -^eocos7)  +  (i-e^)|,/-cos7+(i  — e*)rî,rsin7], 

ce  qui  peut  s'écrire 

( .  3)  _L_  =  *!  (.  ^_  I,  £  cos7+  «,  {-.  sin/) . 

T.  —  IV.  il 
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Dans  cette  équation,  h,  ^,  et  y],  sont  des  fonctions  de  /déterminées  parles  for- 
mules (12),  tandis  que  r  et  /sont  des  fonctions  de  s,  qui  résultent  des  rela- 
tions (9).  L'équation  (11)  peut  s'écrire 


dz       Ao  /    V    \^      2^0      I 

+ 


dt         h  \i  -h  V J  A     I  +  V        h 

ou  bien,  en  vertu  de  la  formule  (i3), 

dt  h  \i-hv  / 

où  l'on  a  posé 

<■')  ^  =  a;  -  Â  -  '  +  7;;  ?•  s,  ^^-^^  AT  "■  «.  ''"•^- 

Quand  on  néglige  la  force  perturbatrice,  l'équation  (i4)  donne  z  —  /;  on  est 
conduit  ainsi  à  poser 

(16)  Z^t-\-^Z, 

et  il  en  résulte 

L'équation  (i3)  n'est  pas  commode  pour  le  calcul  de  la  petite  quantité  v.  Il 
vaut  mieux  calculer  -^;  les  formules  (10)  et  (t  i)  donnent 

dv         i    dr         r    dr         ha 


dt         ,.    dt         -^    dz  h{\  -\~vy 
ou  bien,  d'après  la  définition  (10)  de  v, 

dv  I    dr       ho  I  dr 

dt         /•   dt         h  r  dz 

Or,  les  formules  du  mouvement  elliptique  donnent 


dr        k 

Tp 


^f.  --  7^esin(p—x)  =  Ae  sin(c>  —  x), 


dr  .    — 

^  =AoeoSin/; 

l'expression  de  -j-  devient  ensuite 


dt 
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d'où,  en  remplaçant  F  et  rpar  leurs  valeurs, 

Tt^  j\^  sin(7H  Wo  —  x)  ('  -H  ^0  cos/)  -  Co  sin7[i  +  e  cos(7-H  w»  -  x)]  I  » 

=  —  [esin(7^-CTo— x)  -  ^o  sin/^  e^o  sin(GTo  -  x)]- 
Po 

En  ayant  égard  aux  formules  (12),  on  trouve  aisément 

(18)  -_^  ^  J.  [^,sin7-vii(cos7-i-eo)l. 

Posons  enfin 

les  formules  (i5)  et  (18)  deviendront 

(20)  W=S  +  r- cos7+'ï^— sin7, 

(21)  ^  =.  -7=  [Tsin7-  ^(cos7+eo)]. 
"'       2  V  I  —  ^5 

Bornons-nous  aux  termes  du  premier  ordre  par  rapport  à  m';  nous  pouvons 
écrire 

(a)  W  =  S4-r- cos/4-W-sin/, 

((3)  ^^-^^        ôz=J''wdt, 

(y)  ^-  -    .,— -,  [T  sin/-T(cos/4-  e)], 


(ô) 


rcos/=^a(cos£  —  e),         r  sin/=  a  \^U  —  e*  sine, 
e  —  esins  ^=  nt  -+-  c. 


Les  formules  (i3)  et  (19)  donnent  d'ailleurs,  au  même  degré  de  précision, 

I  — v=  —  H !-(ï-  cos/-f- W-  sin/ ), 

/il        2/io  \     a  a  / 

v=.  —  2  — T — 2 1  -  cos/ -h  W-  sm/    , 

Aîo  2  \     a        '^  a        ^  ) 

w  _  {lLllhllSl!L±Jhl  ~  3  ^^  ~  ^^0  ^ 

Il  en  résulte 

(s)  v  =  — ^  2    -  -  (  V  -  cos/-h^- sin/). 

^   '  3  2\a/  a       ''  J 
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151.  Détermination  de  la  fonction  W.  —  On  tire  de  l'expression  (19)  de  S 

d2é /  2         h(,\dh 

dt  ~  \hl  ~^  TTy  dt  ' 
et,  en  remplaçant  -j-  par  sa  valeur  (8), 


dE 
dt 


On  a  ensuite,  par  les  formules  (12)  et  (19), 

2  h 


Y 


2  h 


^[ecos(x  — CTo)  —  eo], 


-    esin(x-nTo), 


d'où,  en  différentiant  et  tenant  compte  des  relations  (8), 


2k^ 


dX 


dt        ào{i-~el) 


coscTo  I       sint'  -T — h 
dr 


4- 


d^ 


2  k* 


dW 


dt         h(,{i  —  el) 


-+-  sinccFo    —  cosç'  -r — H 


r  d^      / 

COSWo      -  -  COS  P  -y;  +  ( 

—  sincTo         sint» h- 


A  00,1 

-     COS  P  -— 

PJ  ai'] 


pJ  ai'] 


2eoh^       d^ 


/'o(»  — e^)  di' 


-\ —    ces 

p 


"M) 


On  peut  remplacer  v  par/+  xs^;  on  trouve  finalement 


d^ 
dt 


dv 


,      .  ]  dY  ,[/a  I     \  .  e     Id^  1    ■    ^àQ. 


dW  ,     /a  I 

-—    —2h  -     H ; 

dt  \r        1  —  e' 


sin  r  -:; 2ahcosf  -T-- 

''   ov  ''  dr 


Considérons  maintenant  la  fonction 


(23) 

où  l'on  a 


W  —  E  +  T  ^  ces  w  +  ^  i-  sin  w, 
a  a 


f\  —  e  sirnr]  =r  «t  +  c, 


-  cosw  =::  cosY)  —  e,         "  siiîw  rr  i/i  —  é^  sinrj. 
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Comme  los  quantités  S,  Y  et  "T  s'annulent  pour  /  =  o,  on  aura 

pour  ^  =  o,  quel  que  soit  t. 

En  changeant,  clans  la  fonction  W,  t  en  t,  et  y],  cj,  p  en  £,/,  r,  W  se  changera 

en  W.  Diiïérentions  l'expression  (23),  et  remplaçons  -^,  -t-j  ~r-  par  leurs  va- 
leurs (22);  il  viendra 


dt 


=  2^psm(/—  co)  ^-  +  A— -   -pcos(/— co)  -1+  aU-ecosw  —  n-^cos(/—  o)) 


Or  on  a 

p  =  

I  H-  ecosco  p  p 


p  =^  ^ ;  Cl  OU  ~  eCOSCO  —  I  =::  —  — ; 


il  en  résulte  donc 

(.4)    ^  =  a/,psm(/_.,)^  +  /,^j^Pcos(/-c.)-.  +  ie[cos(/-.)-,]j. 

On  devra  intégrer  de  manière  que  W  s'annule  pour  t=  o,  quel  que  soit  t  ou 
quel  que  soit  w. 

On  peut  ramener  le  calcul  de  v  à  dépendre  de  la  fonction  W.  On  a,  en  effet, 

d  -  cos/  d  -  sin/ 

de  sorte  que  l'équation  (21)  peut  s'écrire 

r  r 

,  d  -  cos/  <i  -  sin/ 

—  2  —  —  ï  ; 4-  W  — 

dt  dt  dt 


Or  on  tire  de  l'équation  (23) 


d  -  cosw  d  -  sini 


ÔT  az  dx 


SI,  dans  cette  expression  de  —.~,  on  change  t  en  /,  on  obtient  la  valeur  trouvée 
ci-dessus  pour  —  2  ^.  On  peut  donc  écrire 

en  indiquant  par  le  trait  horizontal  qu'après  la  diff'érentiation  de  W  par  rapport 
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à  T,  on  doit  faire  t  =  /.  On  voit  donc  que  la  fonction  W  des  deux  variables  ^  et  t 
joue  un  rôle  important  dans  le  calcul  de  ^z  et  de  v. 

152.  Calcul  de  la  latitude.  —  Les  formules  des  pages  472,  473  et  474  du 
Tome  I  donnent,  en  négligeant  le  carré  de  la  force  perturbatrice, 

cosb  sin(/—  Ôq)  --_  cos  «o  »in{ç  —  9^)  —  ^tangf'o, 
cos6  cos(/— 0o)  =  cos(^'  — Ôq), 

sine  =  sin4  sin(p — Ôq)   \-s, 

OÙ  l  et  b  désignent  la  longitude  et  la  latitude  héliocentriques  de  la  planète.  On 
a  d'ailleurs  (loc.  cit.) 

5  —  Q  sin(r  —  Ôq)  —  P  cos(t'  —  60 )> 
--  tr;  A/-cos«oZ  siti  {v  —  9q), 

-y- :zz  hrcosioZcos{ç  —  Oq); 

Z  est  la  composante  de  la  force  perturbatrice,  normalement  au  plan  de  l'or- 
bite. On  peut  remplacer  v  par/^-  ©„  et  supprimer  les  indices  zéro  devenus  inu- 
tiles; on  a  ainsi 

/  CCS 6  sin(/—  6)  =  cosisin(/+  cj  —  0)  —  5tang/, 

(26)  <  cosè  cos(/— ^)  —  cos(/ -f- tJ— 0), 

\  sin  ^  =  sini  sin(/H- Gî -- 0) -h  5, 

(27)  5  — Qsin(/-i-Gj  — 0)  —  Pcos(/  +  GT  — 5), 


(28) 
Posons 

(29) 


(3o) 


l  P—   /     hr  co?,iZsin{f-i.-Tn  —  9)dt, 

]  «^0 

f  Q=   /    hrcosiZcosif -hm   -Q)dt, 

/■  r  r 

u—  -  5  —  Q  -  sin(/-h  GT—  9)  --  P  -  cos(  f  r-vs  —  B), 

R  :r=  Q  "   Sin(&)  -T-CT  —  6)  —  P  -  COS((0  -i-  CJ  —  Q)\ 
a  a 

R  ::=       -  sin(co  4- cj  —  ô)    /    Zhr  Q,o^icQè{f  -\-w  —  B)  dt 
—  -  cos(w -h  CT  —  0)   /    Zhr  co^isin  (f-r-rn  ~  9)  dt.     . 
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Cette  fonction  R,  qui  dépend  de  /  et  de  t,  s'annulera  pour  t  =  o,  quel  que  soit  t. 
On  trouve  immédiatement 

(3i)  -,--  — ZA  cosf  -  rsinCw    - /). 

Cette  équation,  en  tenant  compte  de  la  remarque  précédente,  détermine  com- 
plètement R. 

En  désignant  par  R  ce  que  devient  R  pour  t  —  /,  les  formules  (29)  donnent 
immédiatement 

(3a)  «^R. 

On  peut  obtenir  une  autre  expression  de  u,  qui  sera  utile  au  moins  pour  la 
vérification  des  calculs.  On  a  évidemment,  d'après  la  formule  (3o), 

/^R\  dUm{f  +  ts-e)       . 

(  -V-  )  = -r /    ZhrQ,osiç,o^{f'\-v5—Q)dt 

d  -  cos(/  +  m    -  Q)       , 

Cl  f 

^ 1    Z  hr  cos  i  sin  (/  H-  GT  —  ô  )  dt. 

En  intégrant  par  parties,  après  avoir  multiplié  par  dt,  il  vient,  après  simpli- 
t]  cation, 

/    (^)^^=Q^sin(/-t-^-0)  -P^cos(/^-^T-0),• 


on  a  donc  l'expression  cherchée 

(33)  u—C 

«^0 


153.  Transformation  des  formules.    -  Au  lieu  de  la  variable  t,  nous  in- 
troduisons £  par  la  relation 

(34)  £  —  esins  =  ni  H- c, 

où  e,  n  et  c  sont  des  constantes  absolues.  Nous  aurons 

dt  =:  —  ds, 
na 

et  si  nous  posons 

(3a)  --=T,  ^-^U. 
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les  équations  (2^j)  et  (3i)  nous  donneront 

na^  ^-^  '  dr        na\    ^        ^"^  a(i  — e-)"-         *'  )  op 

U  =:  —  Z  r  cos  i  -  /•  sin  (w  —  /") . 

On  a 


A-  *, 

h 
na 

I 

V^' 

y/i  —  e- 

dQ.       dQ, 

dv-  df' 

et  il  en  résulte 

rr.       / ô  .         /  \     à^ 

r  V  I  —  e^  .=:  2  p  r  Sin  (/  ~  CO  )  -r-; 
(  (  ,   ..  V  2  p  /•  r  ,    ,  ,  T  )   (?i^ 

(36)     /  +J2pcos(/-w)-/--t-  -(7ir^t^°^(-^~'^^~'^i'^  = 

u  v^i  —  e-  —  Zcosf  î- —  sin(ûi)  — /)• 

Les  formules 

/•cos/=z  «(coss  —  e),  r=:a{i  —  ecose), 

r^inf—asji—e^^mz,        lang  ^/=z  t/-|-±-^  tang  ^  s 


(37) 
donnent 


dr  .  df       a\J\—e^ 

ds.  ds  r 


d'où 


(38) 


/d^\       d^  dr       dQ  df  .      d^       a\Jj  —  e^dQ 


\d£  J       dr  ds        df  ds  dr  r         df 

dQ.  _  /•         /'d^\        ersins  d^ 

àf  ~  a  v^T"^^^  \às  )       ~sJT^^  àr  ' 


Nous  avons  mis  des  parenthèses  à  la  dérivée  de  ù  par  rapport  à  £,  parce  que, 
quand  on  introduit  s  au  lieu  de  /  par  la  relation  (34),  £  se  trouve  introduit  de 

deux  façons,  d'abord  par  r  et  /,  ensuite  par  r'  et/'  ;  (  -y-  )  désigne  la  dérivée  de 

(i  par  rapport  à  £  introduit  seulement  par  r  et/.  Portons  la  valeur  (38)  de  -^ 

dans  l'expression  (36)  de  T,  et  faisons 

(39)  T=.Ma(^j+Nar-^j 
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nous  trouverons 

Ma«(i-e')r=2prcos(y-co)-r«-i-  _^^£^  [cos(/- w)  -  i], 
Na    \/i-~e^  =  2p  sin(/— w) 

e sine  (  ,  ^        .  ^pr      ,  i 

- 77^15 h '=»^(^- ")- -^  +  ^(7315)  ['=°'(/-") -']  j. 

Il  reste  à  remplacer  r  et /par  leurs  valeurs  (Sy)  en  fonction  de  £,  et  p  et  oj 
par  les  valeurs  analogues 

p  cosco  =:  «(cosY]  —  e),        p  sincorr  «y/i  —  e^  sinn. 
Nous  trouverons  d'abord 
(i  —  e^)M  :=2[(cos£  —  e)(cosYi  ~e)  +  (i  —  e2)  sinesiny)]  —  (i  — ecose)* 

I  —  6  COS  £ 

+  2  - — _    ^      [(cos£  —  e)(cosTn  —  e)  +  (i  —  e-)  sin£sinY) 

—  (i  —  ecos£)(i  —  ecosY])]. 
(i  —  e-)M=:  2    (  I eM  cos(e  — To)  +  -  e*cos(£  +  n)  —  ecose  — ecosY]  +  e' 

—  I e*+  2ecose e-  cos2£  +  2(1  —  ecosfi)  [cos(£  —  y))  —  i], 

d'où  l'on  tire  aisément 

(i  —  e2)M  — —  3(1 e^j-h  2ecos£ e^  cos2£  -^  e^  cos(y]  +  £) 

4-(4  —  e^)  cos(yî  —  £)  —  e  cos(-o  —  2£)  —  SecosY}. 

On  trouve  ensuite,  pour  le  calcul  de  N, 

.    ,.         .       2esin£  .-         ^ 

2psin(/— 0))-  — ==pcos(/— co) 


2p  cosco 
I  — ecos£ 


[/ 1   •                ^        •     /                xi         2psinw    ,  .  .  , 

V/i  — e^sme sin£(cos£  —  e) ~ (cose  — e-h  esm'E) 
^i  — e2                           J       i_ecose^  ^ 


sin£ 
■=z  2p  cosw  — =ri  —  2p  sinw  cose 
yi  —  e^ 

2  fi 

= r  [sine (cosY]  —  e)  —  (i —  e^) cose sinY)]; 

VI  —  e^ 

on  voit  que  le  diviseur  i  --  e  cos£  a  disparu.  11  vient  ensuite 

(i  —  e^)  N  =  2  sine  cosy}  —  2(1  —  e-)  sint]  cose  —  2e sine 

—  esine[—  1  +  ecose  +  2  (cose  ces yj  —  i  H-sinesinY))], 

(j  —  e*)  N  =  e  sine  —  e  sinY] e'  sin2e  4-  e'  sin(Y)  -h  e) 

—  (2  —  e^)  sin(Y)  —  e)  -+-  esin(Y]  —  2e). 

T.  -  IV.  43 
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Faisons  enfin  une  transformation  analogue  pourU;  en  partant  de  son  expres- 
sion de  la  page  336,  nous  trouverons 

U  r=  a-Zcos/(i  —  ecos£)[sinY)(coss  —  e)  —  sine(cosY]  ~  e)]. 

Si  l'on  pose 

Q  — -  (i  —  ecose)  [sin(Y]  —  e)  ~  esiny]  -i-  esine], 
il  viendra 

L'expression  précédente  de  Q  peut  d'ailleurs  s'écrire 

Q  ::=:  e  siiis  —  -  e'^  sin2£  —  -  e  sinn  +  (  i  -I-  -  eM  sin(Y)  —  g) 

2  2  \  2        / 

4 —  e^  s\n(n  +  £) e  sin(Yî  —  2£). 

2  2 

Il  convient  de  faire  un  Tableau  d'ensemble  des  formules  obtenues.  Remar- 
quons d'abord  que  si  l'on  détermine  les  quantités  r  et  /  par  les  formules 

£  —  e  sin£  =:  /j^  H~  cH-  «  àz, 
/•cos/  =  a(cos£  —  e), 
/■  sin/  =.a\/ 1  —  e-  sin£, 

la  longitude  troublée  sera  f  -\-  td  ^=  v;  le  rayon  vecteur  troublé  sera 

ri=:r(i-+-v), 

et  les  formules  précédentes,  en  écrivant  E  au  lieu  de  s,  seront 

E  —  e  sinE  --=  nt  -+-  c  -+-  n  èz, 
cosiv  —  m)~a  (cosE  —  c), 

sinft'  —  m)  =za\/i  —  e^  sinE. 

I  -t-  V  ^ 

On  aura  ainsi  cet  ensemble  de  formules  : 

a,  n,  e,  i,  c,  cr  et  0  sont  des  constantes  représentant  les  valeurs  des  éléments 
osculateurs  de  l'époque  zéro, 

T— Ma     --     +Nar-r-, 
{b)  j  \di  J  dr 


(c) 
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I   (i  — e»)M—  —  3  f  1+  -  eM  -i-2ecos£—  -  e' cos2e  —  3ecos-/j  4-  e'cos(yi-he) 
-H  (4  —  e")  cos(r)  —  e)    -  e  cos(-o  —  2e), 
(1  —  e')  N  =esine  —  -  e'sin2s  —  esiny)  -h  e'  sin(r3  -+-  e) 
—  (2  —  e^)  sin(yî  —  e)  -t-  e  sin(y)  —  2e), 

Q  =  esins e'  sin2£ esin-o  -4-  (  1+  -  e- |  sin(Y)  —  e) 

2  2  \        2     /        ^  '^ 

4-  -  e*  sin(Y]  -+-£) esin(Y)  —  2£), 

(^)  èz  =  fwdt, 

E  —  e  sinE  —  «^  4-  c  -H  n  §z, 

cos(<'  ~  ct)  =  «(cosE  —  e), 


i^) 


if)  t  +  v 


r 


I  -H  V 


sin(('  —  ct)  =:  âf^i  —  e- sinE, 


/(f 


"-R-  /'Y^V^ 


5  =  -  w, 


cosè  sin  (/—  6)  =  costsin(r  ~  Q)  —  s  tangf, 
(A)  <  cos6cos(/— 6)  =  cosCt»  —  6), 


/  cosè 
<  cos6 
(  sin  6  =:  sini  sin(p' —  ô)  H-5. 


On  aura  ainsi,  en  négligeant  le  carré  de  la  force  perturbatrice,  les  valeurs 
troublées  des  coordonnées  polaires  r,  l  et  b. 
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CHAPITRE  XXI. 


SUITE  DE  LA  MÉTHODE  DE  HANSEN.  -  DEVELOPPEMENT  DE  L4  FONCTION 

PERTURBATRICE. 


154.  Formules  préparatoires  pour  le  développement  de  la  fonction  per- 

turbatrice.  —  Il  nous  suffira  d'avoir  les  développements  de  ù,  de  r-p  et  de  Z. 

On  a,  en  désignant  par  H  le  cosinus  de  l'angle  formé  par  les  rayons  r  et  r'  menés 
du  Soleil  à  la  planète  troublée  M  et  à  la  planète  troublante  M', 


on  en  conclut 


Considérons  maintenant  les  noeuds  ascendants  N  et  N'  des  deux  orbites  sur  le 
plan  fixe,  et  l'un  des  points  I  d'intersection  de  ces  orbites;  nous  choisirons  le 
nœud  ascendant  de  l'orbite  de  M  sur  celle  de  M'.  La  formule  générale 


r'V 


A 

donnera,  en  prenant  pour  plan  des  xy  le  plan  NI, 

Z  =  m'z' 


A=*       / 

Soit  J  l'inclinaison  mutuelle  des  deux  orbites 

IM=/+n,         IM'=r/'+n'; 

les  quantités  II  et  H'  sont  des  fonctions  des  éléments  elliptiques  qu'il  est  facile 
de  calculer.  On  aura  ensuite 

H  =  cos(/+n)cos(/'+n')  4-sin(/+n)sin(/'+n')cosJ, 
2'  =  — r'sin(/'+n')sinJ, 
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et  il  en  résultera  ces  formules 

/•-—=:-  m'  — V ., m'  n-  —  m'  --  H, 

(«) 

Z  =  — /w'/-'sin(/'  +  n')sinJ  ^ -t- m'-^sin(/'+ H')  sinJ, 

H  —  cos(/-f  H)  cos(/'+  n')  +  sin(/+  H)  sin(/'+  H')  cosJ, 
H—  cAo  cos/cos/'4-  i)î)  cos/sin/'+  S  sin/cos/'n-  CD  sin/sin/'. 

On  voit  que  l'on  est  conduit  à  chercher  les  développements  de 

I        I 

V    W 

oos  f       sin  /*' 
rS     r'2,     /-cos/,     rsin/,     /'sin/,     r'cos/,      -^^-,      -pf-- 

155.  Développements  de  -r  et  de  ^g-  —  Les  formules 

A^=:  r^-\-  r'^—  irr' {X  cos/cos/'-i-  a)bcos/sin/'-i-  3  sin/cos/'4-  (D  sin/sin/'), 
/•'cos/'  =  a'(cose'—  e'),         /-'sin/'^:  a' y/i  —  e'"''  sine',        /•'=a'(i  —  e'coss') 

donnent  pour  A^  une  expression  de  la  forme 

A^  i  a'2 

-^  —  D  — /iCOs(e'— Fi)  +      — ^e'='cos2£', 

OÙ  D,/,  et  F,  sont  des  fonctions  de  t  seul.  On  aura  toujours 

s-e'^cos2£'<D— /.  cos(£'— Fi), 

et  les  développements 

a  I  I  a'*  e'^cosae' 


^       [D-/,cos(6'-F0r       ^  ""'  [D-/,cos(e'-F,)r 
d^  I  3  a'2  e'2cos2e' 


^'       [D-/,cos(e'-F,)r       ^  ""'  [D-/,cos(e'-F,)]^ 
seront  très  convergents.  On  est  donc  ramené  au  développement  de  rexpression 

[D-/,cos(£'-  F,)]-", 

n  recevant  les  valeurs-»  -,  ->  —  On  posera 

2      2      2  * 

[D  -/i  cos (£'  —  F, )]«  =  aï;" -T-  2 «V"  cos (£'  —  F,  )  +  2 ai"'  cos( 2 £'  —  2 F, )  4- . . . . 


342  CHAPITRE    XXI. 

On  peut  ramener  le  calcul  des  coefficients  oiô^\  a',"',  ...  à  celui  des  transcen- 
dantes de  Laplace.  Posons  en  effet 

D  =  011  (  I  -h  Ô'  ),        /i  =  2  OÏL  Q, 
et  nous  aurons 

[D  — /,cos(£'-Fi)]-«=01L-«  [l  +  02_  20COS(£'    -F,)]  -« 

,,,.,  n{n -\-\).  .  .{n -^  i  ~ -i)         9'-         V         nn  —  i       9^ 

'^  ~  1.2. ..i  (I  — 62)«L         I    Ï-+-I    1  —  9' 

/i(rt+lW«  — l)  («— 2)  /      0-        y  1 

"^       TT^      (7-^i)(f +  2)  V"^-^^ /  "^ ■  •  •  J • 
Pour  le  calcul  de  6  et  de  Sïi,  on  peut  faire 

j^  =sinx,         o<x<9o°; 

l'angle  y  existera  toujours,  car  autrement  A  pourrait  devenir  très  petit,  ce  que 
nous  ne  supposons  pas.  On  aura  ensuite 

2  ô  y  y 
-,^~siny,          9=z:ians;-,         9  —  coi-- 

Nous  prendrons 

DTL=  -^,  rrrDcOS^^- 
1  +  0*  2 

Les  a'."-  et  F,  sont  des  fonctions  de  i,  qui  seraient  assez  difficiles  à  développer 
en  séries,  mais  que  l'on  peut  calculer  numériquement  pour  chaque  valeur  de  £. 
Hansen  opère  ici  une  transformation  utile.  Il  pose 

e'— Fj— e'— e~  (F,  — e), 
et  il  en  résulte 

[l)-^/,COS(£'-F,)]-"=[3i,"'+2(3'«'cOS(£'-£)    h2(3'2'^'cOS(2£'-2£)  -[-... 

+  2y'/^^  sin  (s'  —  £)  +  ay'^"^  sin  (2£'—  2£)  -f- .  .  . , 
où  l'on  a  fait 

(31-"'  =  ai.«'cos«(F,— £), 
y';"'  — ai-"'sini(F,  — £). 

L'avantage  de  cette  transformation  consiste  en  ce  que  F<  —  £  reste  toujours 
compris  entre  deux  limites  assez  voisines,  tandis  que  F,  parcourt  la  circonfé- 


SUITE    1)K    I.\    MKTIIODK    DE    IIANSEN.  343 

rence  entière.  Quand  £  augmente  de  2-,  il  en  est  de  même  de  F,  ;  F,  —  £  est  une 
fonction  périodique  de  £,  comme  (5."'  et  y-"'.  Chacun  de  ces  derniers  coefficients 
pourra  être  développé  sous  la  forme 


I 

-  Cq-\~  c, C0S6  -+-  c.cosae  4-. . . 
2 


•+-  Sx  sm  e  4-5,  sin  2  e  -+-... . 


Mais  on  fera  le  calcul  de  c»,  c,,  ...  numériquement,  en  attribuant  à  £  des 
valeurs  équidistantes,  24  par  exemple, 

o",     i5°,     3o°,     . .  .,     345". 
Il  faudra  ensuite  effectuer  les  produits  tels  que  2^^"^cos(ii  —  it');  soit 

00  00 

j3<«'  =  ^ Co 4-  ^  cy cosye  +  ^ Sj sinye ; 
1  1 

on  trouve  aisément 

/•=  00 
2i3i'"cos«(e  — s')  —  CoCOs(/£—  it')  H  V  cy ces [(f-f-yje  — /e'], 


-4-2]^yCOs[(i-./)e-  fV], 
/=« 

7  =  1 
;=« 


/=i 


En  opérant  ainsi,  on  arrivera  à  un  résultat  de  la  forme 

-.  —  22(/,  i',  c)  cos(f£  —  i't')  -h  22(/,  i',  s)  sin(/£  —  i'z'); 

i  et  /'  sont  des  nombres  entiers;  on  peut  s'astreindre  à  la  condition  que  i'  ne  soit 
jamais  négatif,  i  étant  positif,  nul  ou  négatif.  Les  coefficients  {i,  i',  c)  et  (1,  «',  s) 

sont  àes nombres,  déterminés  une  fois  pour  toutes;  (  ^  j  sera  de  la  même  forme. 

Pour  donner  une  idée  de  ces  développements,  nous  empruntons  à  la  théorie 
de  Vesta  de  M.  Leveau  (Annales  de  l'Observatoire,  t.  XV)  les  valeurs  suivantes 
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sin  i" 

m'     a 

= 

94,489 

sin  i"  A 

— 

22,887  COS(       £~ 

e 

— 

6,97.5  COS(    2£  — 

2e 

— 

5,715  cos(  3e  — 

3e 

— 

1 ,3o6cos(  ^£  — 

4s 

— 

0,878  cos(  os  — 

5  e' 

+ 

o,388  cos(  6e  — 

6e 

— 

8, 102  cos(  7e  — 

7^' 

—  0,028  cos(  8e —   8e 
■+-  0,029  cos(  9e —  9e 

—  o,oo9cos(io£  —  loe 

—  0,001  cos(i  I  e  —  1 1  e 
-+-  o,oo2COs(i2e  —  12e 


4-  87,643  sin  (      £  —      e 

—  13,934  sin(  2e  —  2£ 
+  0,874  sin(  3e  —  3e 
-+-     i  ,864  sin(  4  e  —   4  e 

—  o,85i  sin(  5e  —  5e 
+  o,o5i  sin(  6e  -—  6e 
+    o,  126  sin(  7e  —   7e 

—  o,o65sin(  8e —  8e 
+  o,oo6sin(  9£^ —  9e 
+    0,009  sin (loe  —  10 e 

—  o,oo5sin(ii£  —  ne') 
-+-    0,001  sin(i2e  —  12e') 


1 ,7i4cose 
0,092  ces 2e 

7,35i  cos(—  e') 


+    1,042  sine, 
+    0,064  sin2£ 

—    3,726sin( — e') 


On  voit,  comme  cela  a  été  indiqué  dans  le  Chapitre  XVIII  (Méthode  de  Jacobi), 
que  les  termes  en    .    (£  —  0')  sont  les  plus  sensibles. 


156.  Introduction  de  l'anomalie  moyenne  g'  de  la  planète  perturbatrice 
au  lieu  de  s'.  —  Cette  introduction  est  avantageuse  pour  l'intégration. 

Nous  avons  trouvé,  pour  t'  (  t  )  '    •   '  des  expressions  de  la  forme 


F  =  SS^''  "''  ^^  cos(/e  —  n'z')  +  ^^(^  t^',  s)  sin(f£  —  n' z') 


(0 


( 


CoH-  Cl  cose  4-  C2COS2e 
+  Sx  sine  +  s^  sin  2e 


où  n'  prend  les  valeurs  successives  +1,  -+-2,  ...;  nous  avons  mis  à  part  les 
termes  qui  répondent  à  n'  =1  o.  Par  l'introduction  de  g  au  lieu  de  e',  il  viendra 


(^) 


F = 22  (('■'  '■''  ^^^  ^^'^''^  -  ''^'^  ^"22  (^'"'  '"''  '))  '^"('''  ~  ''s"> 


+  Co  +  Cj  cose  +  Cj  cos2e  +  .  . 
+  s\  sin  £  +  s'^  sin  2  6  +  .. 


Il  s'agit  d'obtenir  les  coefficients  du  développement  (2),  connaissant  ceux  du 
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développement  (i).  Pour  cela,  il  faut  introduire  les  fonctions  de  Bessel.  On  a 
[Tome  I,  p.  220,  formules  {d)  et  (^')], 

(3) 

I  1'  =  00 

"  «■'  =  1 

On  en  conclut 

1'  r^  00 

cos(/£  -  n't')  =  n'  2  Uv-n\i^e')  ^^^^.^  _  .,^,_,  _  h'^n'{i'e')  ^^^^_.^  ._  .,^,^^ 

i'  —  l 

sin  (/£  -  n'B')  =  n'  ^  P^'^Y^'^  sin  {iz  -  i' g')  +  ^'^'*'^^f  ^'\m  (-  it  -  i's')\. 

Nous  chercherons  ((?,  «',  c))   et  ((«,  f',  5)),  c'est-à-dire  les  coeftlcients  de 
cos(f£—  i' g')  et  de  sin(ï£  —  i' g')',  nous  pourrons  donc  nous  horner  à 

n' 
cos(i£  —  /i'e')  :=  —  Jj'_„.(/'e')  cos(fe  —  t'^'j  +.  .  ., 

n' 

sin  (i£  —  /l's')  ^=  —5r-n'{i'e')  sin  (/s  —  i'^')  -h.  .  .. 

Dans  (i),  les  deux  termes 

{i,n',c)  cos(fS  —  n' z')  4-  {i,n',s)  sin(i£  —  n'e') 
nous  donneront 

(   j{i,n',c)Ji-n'{i'e')cos{i£  —  i'g'), 

(4) 

[  y  (fV/i',^)  !,'-«•  (^'e')  sin  (/£  —  i'g'). 

Il  faut  maintenant,  dans  l'expression  (i),  donner  à  n'  les   valeurs   -m, 
H-  2,  ...  ;  nous  obtiendrons  des  résultats  plus  symétriques  en  donnant  à  n'  les 

valeurs 

i',     i'±i,     i'±:2,     ...,     i'±{i'  —  j),     21',     2f'+r. 

Nous  trouverons  ainsi  que,  dans  (2),  le  coefficient  de  cos(i£  —  i'g')  sera 


f'+I      ,     .        .,      .  .X     T  /.-,    -,X        .        i    -    ï 


(5) 


+  t-:p.(c,i'-^i,c)3.,{i'e')^-^{i,i'--i,c)J,ii'e') 

+ 

TV.  44 
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On  aura,  en  changeant  dans  les  (     )  la  lettre  c  en  5, 

/  ((/,e',5))=         ij     {i,i',s)5,{i'e') 

,g.  ,  -^  ^- (f,t-'-M,5)J_i(f'e')+  ^-^(/,i'-i,5)Ji(i'e') 

H 7—  {i,  f'H-2,5)  J_2(f'e')  -', vj—  {i,  f'  — 2,5)  J2(/'e') 

-+■ 


Remarque.  —  11  y  a  lieu  de  considérer  à  part,  dans  le  développement  (i),  les 
termes  pour  lesquels  n'  =  i,  car,  dans  les  formules  (3),  nous  avons  supposé  que 
cosn'i'  et  s'inn'e'  n'ont  pas  de  partie  non  périodique.  Cela  est  toujours  le  cas 

pour  sln  fil';  mais,  quand  ri  =  i ,  cose'  contient  le  terme  non  périodique 

(t.  1,  p.  219).  Prenons  donc,  dans  (i),  les  termes 

l{i,  I,  c)  cos(i£  —  e')  -f-  l{i,  i,s)  s\n(is  —  s'); 

e'  .  .     /  .  e'     .     . 

cos(i!'£  —  £')  contiendra  le  terme  —  -  cos«£,  et  sin(«£—  £')  le  terme sinf£. 

Nous  aurons  donc  les  termes 

e'                                    e' 
l{i,  1,  c)  cosi£ l{i,  1,5)  sin  ie, 

où  nous  devrons  donner  à  i  les  valeurs  o,  =!=  i,  =h  2,  ....  Nous  trouverons  ainsi 

e' 

—  -  (0,  i,c) 

e'  e' 

—  -[(')  i»c)  +  (—i,  1,6-)]  cose    —  -  [(i.  1,5)  — (—1,  1,5)]  sine 

e'                                                          e' 
[(2,  I,  c)  +  (—  2,  I,  c)]  cos2£ [(2,  i,  s)  —  (—2,  i,  s)]  sin 2e 


Ces  termes  devront  être  réunis  aux  termes 

Co  +  Cl  cos£  4-  C2C0S2£  + . .  .  -h  ^j  sin£  4-^2  sin2£  -h.  .  . 
de  l'expression  (i).  Il  viendra  donc  ainsi 

e' 

e'  e' 

/      N  ;    C'i  =Ci—  -[(l,   I,c)  +  (-I,   f,c)],  5'i  =5i—    -  [(l,  1,5)—  (-1,  1,5)], 

e'  e' 

c;  =.C^—    -[(2,   I,C)  +  (— 2,  I,C)],  5;  =52—   -[(2,  1,5)  —  (—2,   1,5)], 
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Il  convient  de  poser 


(A) 


F=  -  (o,  o,  c)  +  (1,0,  c)  cose  +  (2,  o,  c)  cosae  -+-... 
-+  (i,  o,  5)  sine  -h  (2,0,  5)  sin2£  4-.  . . 
-^H{i,  i',  c)cos{ie  —  i't')  -i-ll{i,  i',  s)  sin(/£  —  i'i), 


OÙ  «varie  de  —  ooà  +oc,  et  «'  de  -h  i  à  +oc;  de  même, 

i  F=:  -  ((o,  O,  c))  H-  ((i,  O,  c))  cose  4-  ((2,  o,  c))cos2e  -4-... 
"^     ''  ^  +  ((i,  0,5))  sine-r- ((2,0,  5))  sin2e +... 

+  22((^  i',  c))  cos(/e  -  i'g')  +  ll{{i,  i',  s))  smiU  ~i' g'), 

OÙ  i  varie  de  —coà  -hoo,  et  ?'  de  + 1  à  +00. 
Les  formules  (5),  (6)  et  (7)  donneront 

1e' 
((0,0,  c))=z{o,o,c)  —  2À'(o,  i,c);  X'=  - 

2 
,  ((i,o,c))  =  (i,o,c)-)i'[(i,i,c)  +  (-j,  I,C)], 

((2,  o,  C))=r(2,0,  c)  —  X'[(2,   I,C)  +(-2,   I,c)], 


(  ((i,o,5))  =  (i,o,.s)  -X''[(x,  1,5)  — (—1,  r,.ç)], 

(1>)  ((2,0,5))=(2,0,5)  —  X'[(2,  1,5)  —  (— 2,  1,5)], 


((^/',c))=  ^     {i,i',c)Jo{i'e') 


(g^  /  +  'r-^(^^''+i,c)J_,(i'e') 

+  — -—  {i,  i'—  i,e)J,(i'e') 


(F) 


((/,i',5))=r  ^      (/,/',  5)  Jo(/'e') 

H-  —7-  (f,  i'+i,5)J_,(t'e') 
H 7-  ( /,  i'  —  1 ,  5)  Ji  (  /'e' ) 


Ces  séries  seront  très  convergentes  parce  que  les  fonctions  J±^(i'e')  dimi- 
nuent très  rapidement  quand  h  augmente  en  raison  de  la  petitesse  de  e'. 

Il  faut  maintenant  passer  aux  développements  analogues  de  (2,  r—  et  Z  [for- 
mules (a)  de  la  page  34i]. 


348 

CHAPITRE    XXI. 

On  a  d'abord 

^2 

=:  1  H —  e^  —  o.e  cos £  H —  e^  cos i s 

2                                             2 

On  a  ensuite,  d'après  la  formule  (A)  (t.  I,  p.  225), 


,+  ?,.._.  y  j,,(;V)£££iV 


On  peut  donc  former  le  développement  de  r"^  —  r-  et,  par  ce  que  Hansen 

2  _ 


nomme  la  multiplication  mécanique,  on  aura  le  développement  de  — -^ —  suivant 


la  forme  (B). 
On  a  ensuite 

7^1  H  =  ^  I  (cos£  -  e)  Ulo  y^T^  cos/'  +  \lb  -,-  sm/'j 

+  s/V^'7-  sins  f  S  ^  cos/'  +  cô  ^^^  sin/' j    . 

Les  formules  {n)  (t.  I,  p.  227)  donnent 

p^cos/'=  ^i'h--x{i''e')co?,i'  g', 

—    X 

-77^  sin/'r:=  yi  ~e'2  >  «'' J,-_,  (i'e')  sin^'^'. 

On  aura  donc  aussi  le  développement  de -j^  H  suivant  la  forme  (B);  on  aura 

soin  de  remplacer  x,  a)î>,  G,  (D  et  e'  par  leurs  valeurs  numériques. 

Donc,  en  se  reportant  aux  formules  (a)  (page  34i),  on  aura,  sous  la  forme 
voulue,  et  avec  des  coefficients  purement  numériques,  les  développements  de 

ail  et  ar-r-- 
or 

Reste  seulement  à  obtenir  celui  de  a-1;  il  dépend  des  développements  de 
-  cos/'  et  -  sin/'.  Or,  on  a  (t.  I,  p.  226) 


-,cosf'=.--e'-^'^3r-r{i'e') 


,^,s  cosi'g' 


,v.'x  sm«'^' 


où  la  valeur  i  =  o  est  exceptée. 
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Donc,  finalement,  on  a,  sous  la  forme  (B),  les  développements  numériques 
des  quantités 

aii,      ar  -r-  >     a'Z. 
or 

157.  Nouveau  changement  de  forme,  en  vue  de  l'intégration.  —  Pour 
intégrer,  il  faut  avoir  une  seule  variable.  Or,  ou  peut  exprimer  aisément^  en 
fonction  de  £.  On  a,  en  effet, 

£  —  esine  =^N< +  c,        g'  =  Wt-\-  c' ; 
On  en  tire,  en  éliminante, 


Soit  posé 
(8) 

Il  vient 

d'où 


N' 
r'  =  c'  4-  -^  (  —  c  +  £  —  e  sin£). 


N' 


g'  :=z  c'  —  c [L  +  [iz  —  jxe  sin£. 


(9) 


cos(«£  —  i'g')  =      cos[(/i  —  i'^)e  —  i'{c'  —  cjjt)]  cos(f'//e  sin£) 
—  sin[(/i  —  i' ii)£—  i' {c' —  cfji.)]  sin(/'j:jte  sin£), 
sin(/î£  —  i' g')  ■=      sin[(/j  —  i' iJ.)e  —  i'{c'—  cp.)]  cos  (i'|Jie  sin£) 
+  cos[(«  —  ^V)^  "  *'(^' —  ^f^)]  sin(i'|xesin£). 
Or,  ou  a  (t.  I,  p.  2o8) 

cos(x  bine)  z=  Jo(^)  4-  2  3^(a;)  cos2£  -+-  2,14(0?)  ces 4e  +  •  •  •  , 
sin  (j?  sine)  =:  2Ji(^)sin£    +  2J3(jr)  sinSe -)-.  . .  . 

On  en  tire 

.cos(i'/jt.e  sins)  —  5^(1' ixe)  +  2  J2  (i' [xe)  cos2£  +  2j!,{i' ^xe)  cos4£  -f- .  .  .  , 
siri  (i'/jLesine)  —  2J1  (f'|jie)  sin£    -\-  233(1' ixe)sin3e  -+-...  . 

En  portant  ces  expressions  dans  les  formules  (g),  faisant 
et  écrivant  simplement  Jo,  J|,    •  •  au  lieu  de  Jo(î'p.e).  . .,  il  viendra 

COS(/«£  —  i' g')  =        Jo  COS[(«  —  f']7.)£  —  j3] 

-+- J2C0s[(n-i-2  — f'fjL)£  —  (3]  H- J2C0s[(rt—  2  —  i'(x)£  —  ^] 
+  JtC0s[(/^  +  4— ^"^s— (3]  +  J4C0s[(/i  —  4— «»e  — |3] 


(10) 


•+ 


-f-  Ji  cos[(n  -f  I  —  f»£  —  (3]  -  Ji  cos[{n  —  1  —  £»£  —  (3] 
4-  J3  cos[(«  +  3  -  !»£  -  [3]  -  J3  cos[{n  -  3  —  /»e  —  (3] 
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et  aussi 

sin(/i£  —  i' g')  =--      Jq  sin[(/i  —  ï'V)^  "^  PI 

+  J,  sin  [(/i  +  2  —  f']ui)s  —  [3]  +  J2  sin[(n  —  2  —  i' ix)£  —  [3] 

+  J4  sin  [(/i  +  4  —  i;'V)2  ~  [^]  +  J*  sin[(rt  —  4  —  «'lJ^)£  —  P] 
('0 

-+-  Ji  sin[(A2  +  I  —  «'/j!.)£  —  (3]  —  J,  sin  [(«  —  I  --  i' i}.)z  —  (3] 
-+•  J3  sin  [( n  +  3  —  i' jjl) £  —  [3 ]  —  J3  sin  [( «  —  3  —  i' fz) £  —  (3 ] 
+ 

Nous  aurons  à  multiplier 

co?>{ns.  —  i' g')     par     {{n,  i' ,  c)) 

et 

sin(/i£  — /'^')     par     {{n,i',s)), 

à  faire  la  somme,  et  à  donner  aux  entiers  n  et  i'  toutes  les  valeurs  indiquées  ci- 
dessus.  En  désignant  par  F  l'une  des  quantités  aÇi,  ar  -^  et  a^Z,  nous 
avions 

(12)  F  =  Illi((n,  /',  c))  cos(/2£  —  i' g')  +  1^{{n,  i',  s))  sin(/i£  —  i'g'); 

il  viendra  maintenant 

i  F=      I2[.-,t-',c]cos  [(/-.»£ -[3)] 

Dans  les  formules  (10)  et  (i  i),  donnons  à  n  les  valeurs 

i,     i  ±1,     i  ±  2,      .  .  ., 

et  retenons  chaque  fois  les  termes  d'argument  {i  —  i'\L)i  —  ^',  nous  trouverons 
aisément 

[i,i',c'\=      {{i,  i',c))  Jo 

+  ((t  +  2,  i',  C))j2  +  ((i—  2,i',  c))  J2 
+  ((i  +  4,  i'',  C))J4+((f  —  4,  f'',C))J4 

((/  —  I,  i',  c))Ji— ((/ +  1,  f',  c))Ji 
((i-3,i',c))J3-((/+3,/',c))J3 


(H)  ^((/_^_2,«',5))J2  +  ((/-2,  i',^))J 
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Rappelons  que,  dans  ces  formules,  toutes  les  transcendantes  J  dépendent  de 
l'argument  i'\ke, 

158.  Précaution  à  prendre  dans  le  calcul  de  ^-  —   La  dérivée  \-y-\ 
qui  entre  dans  la  formule  (39) 

du  n**  153  devait  être  prise  par  rapport  à  £,  en  tant  que  cette  variable  était  intro- 
duite par  /et  /  seulement.  Quand  on  avait  le  développement  de  £2  suivant  les 

sinus  et  cosinus  des  multiples  de  t  et  e',  on  devait,  en  calculant  (  -y- )'  considé- 
rer i'  comme  constant;  g'  devait  donc  aussi  être  supposé  constant  quand  on  a 
remplacé  i'  par^'-';  mais  on  a  ftût  ensuite 

g'  :zz  c'  —  Cjut.  -T-  |JL£  —  fxe  siiic, 


ce  qui  a  introduit  de  nouveau  £.  Désignons  par  -y  la  dérivée  complète.  On 
aura 


(i3) 


On  a  d'ailleurs 


d'où 


12  =      m  \i,  i',  c\  cos  [(  «  —  t' /J. )  e  —  i'  ( c'  —  c  [Ji )] 
-+-  22[/,  i',  .î]  sin  \{i  ~  i' (J.)  £  —  i'{c'  —  cij.)\  ; 

^  --=  -  ll{i-i'lj.)[i,  i',  c]  sm[{i~  c'ix)£-i'{c'-~  c^)] 
-hll{i--  i'iJ.)[i,  i',s]cos[{i—  i' ^x) s  —  i' {c' —  c^x)]; 

j^,  =      lli'[i,  i',  c]  sin[(i  —  i'ix)£  —  i'  {c' -  c/jl)] 
-  lli'[i,  i',  s]  C0S[(/-  i»£  -i'(c'-  c^)]. 

En  portant  ces  valeurs  de  -3^  et  ^  dans  (i3),  on  trouve,  après  réduction, 

(^)  zz:      fiecoselli'[c,  i',  c]  sin[(f  -  t»e  -  i'{c'-  cfz)] 
—  ^ecoS£Hi'[/,  i',s]  cos[(t—  f»£  —  i'{c'—  Cft)] 
—  lit  [i,i\  c]  3in[(/-  f>)£  -/'(c'--  cfx)J 
+  lie  [i,  i',  s]  cos[(/  —  /»£  -  i'{c'--cix)]. 
En  posant 

2 
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llli'li,i',c]  sin[(«  + 
H-  1 11  i'  [i,  i',  c]  sin  [(  i  — 

—  llli'li,  i',  s]  cos[(i -t- 

—  llili'li,  i',  s]  cos[(i  — 

—  m  [i,  i',  c]  sin[( 
+    llii  [i,  i',s]  cos[( 


—  i'  ix)£  —  i'{c' —  C]j.)] 

—  i' IJ.)£  —  i'  ( c'  —  c fjt.)  I 

—  i'  ix)£  —  f'(c' —  cjjl)] 
f —  i'  ix)£  —  i'{c'  —  cjui)] 

-  i' IJ.)£  —  i' {c —  c/ji)]. 


i  variant  de  —  co  à  +  go,  on  peut,  dans  les  II,,  remplacer  i  par  i  +  i  ou  i  —  i, 
de  manière  à  avoir  partout  le  même  argument;  on  trouve  ainsi 

Il  —  I  = — 22|/[<:',  <',c]  —  i'l[c-i-  i,i',c]  —  i'l[i — i,  i',c]\  sin[(«  —  i'  lJ-)s  —  i'  {c'—  cix.)] 
^_,  -+'ll\c[i,i,s]  —  i'7.[i-\-i,i',s]—i''k[i~f,i',s]]^co?,[{i—i'fi.)£  —  i'{c'—ciJ.)], 

i  1  =  ^-^. 

\  2 


On  a  trouvé  (p.  336) 
(4) 
les  valeurs  de  M  et  de  N  peuvent  être  mises  sous  la  forme 


(i5) 


M  =Bo  +  2B1  COS£  +  2B2  C0S2£  +  2A0  COSYl 

H-  2A,  cos(y]  —  e)  -t-  2A_i  cos(7)  -}-£)  +  2A2  cos(Tn  —  2s), 
N  =:      — 2D1  sine  —  2D2  sin2£  4- 2C0  simn 

+  2C,  sin(Y]  —  £)  +  2C_i  sin(Y)  +£)  -f-  2C2  sin  (ri  —  2£); 


en  faisant 

A„r-. 


(>6) 


Bo 

C„: 


2  1  —  e' 

3  2 —  e^ 
21  —  e^ 

I       e 


A,=     - 


21  —  e- 
e 


A-,=     ^^ 

2    I  -- 


I  2  — e- 


2  I 


B2    : 


i       e'- 
4  I  —  e- 


2  1  —  e^ 


1       e- 
4  I  ■ —  e'^ 


Il  faut  maintenant  porter  les  expressions  (i 5)  dans  la  formule  (1 4),  dont  nous 
écrivons  ainsi  la  première  partie 


(T7) 


«  (  -r-  j  =r  22(,'(<,  /',  c)  COS(0  -h  oc). 
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en  faisant 

donnant  d'abord  à  a  la  valeur  90",  et  posant 

(17')  (j'(f,  i',  c)  =  i[i,  i' ,  c]  —  i'X[«  +  I,  i' ,  c]  —  f'X[f  —  i,<',f]  ; 

on   fera  ensuite  a  =  o,   et  l'on   changera  la  lettre  c  en  s.   Il  faut  faire   les 

produits  de  a  (  -y-  )  par 

aBj  coss,     2B2COS2S  . . . , 

Faisons  complètement  l'un  des  calculs  :  nous  aurons 

2B1  cessa  (-y-"")  =^BiI2(j'(f,  /',  c)  [cos(0-i-a  +  e)  4-cos(9-Ha  —  e)], 

«variant  de  —oc  à  4-00,  on  peut,  dans  le  second  membre,  changer  «en  /  —  i  ou 
en  f  H-  I,  de  manière  à  ramener  les  arguments  0-t-a-+-£  et  0-+-a  —  £  à  ô-f-a, 
ce  qui  donnera 

2BiC0S£a  (y-  J  —BiH[(^{i  +  \,i',  c)  +  g{i—i,  i',c)]cos{9  4-  a); 

il  faut  maintenant  faire  a  =  90°,  puis  a  =  o,  en  changeant  c  en  s,  d'où  il  ré- 
sultera 

2BiC0S£a(  —  j  =—  B,22[(j(f +  1,  i',c)  +  CJ{i— i,  i',c)]  sinô, 

-\-B,ii[ç{i  +  i,i',s)  -^g(i-i,i',s)]cose. 
On  trouvera  ainsi 

—  22sm[(«  — f'u)£— i'(c'— ca)  +  y)]  ,    .,,  .  .,      x       ^    r^,  •  ;     \i 


(.8) 


■22sin[(<  — /'/Ji)£  — /'(c'---  c/j.)  — •/)] 


A_i    fj(«4-i,<',c)-i-Ao(j'(/,i',c) 
+  A ,  ()  (  i—  I ,  i',  c)  -h  Aj  (,'(  f  —  2,  i',c) 


4-  22cos  [(  /—  f' j:x)  £  —  i'  (c'—  c 


^)"*"""'^J(+A.g(i-+i,t',5)+A,(j(/4-2,t%5)l 
T.  —  IV.  45 
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d^ 


«/-■^  =      ^^^{i,  i' ,  c)  cos[{i  —  i' ix)  £  —  i' {c'  —  c^j.)] 
+  lie{i,  i',  s)  sin  [(^  —  i'^)£  _  /'(c'  —  cix)]. 


on  pourra  écrire,  comme  précédemment, 


d^ 


ar  -^  —  lie  {i,  i',  5)  sin  (  ô  +  a) , 


et  l'on  trouvera 


Na/- 


(19) 


-y-=—llsmUi  —  i'u.)£—i'(c'-~ciJ.)       1 

^'^  '^      -"l-D,  e(.+i,i',c)-D,e( 

l-c,  e(/+i,i',c)-C2e( 

-22  sin[(f  — «>)£  —  «' (c'—ca)  —  y)l  ^         '       ^        "     ^ 

-llcos[{i—i'iJ.)£  —  i'{c'—cix)       ] 
-  22cos  [{i  —  i'iJ.)e  —  i'  (c'—  c/j.)  +-o] 


I      Di  G(«— i,i',«f)4-D2e( 

i-Di  e{i~^i,i',s)-i),e{ 
{~C-^e{i-j,i',s)-Coe{ 


2,i',c)) 
',i',c) 
-h2,i',c) 
,i',c) 
—  2,i',c) 

~i,i',s) 
\-2,i',s) 
i',s)        I 
^i,i'  s)\ 

2,i',s)) 


Il  reste  à  ajouter  les  expressions  (18)  et  (19),  ce  qui  donnera 


On  est  conduit  à  poser 


ia) 

(à) 
(c) 


F(  i,i',c)  =:  BoÇih i',c)  +  B,g (/+  I,  i',c)  +  Bjg (i  -  i, /',c) 

-f-  B2  g  («•  +  2,/:',  c)  +  BaÇ  (f  —  2,t',c) 

-Die(i+i,«',c)+D,G(f  —  i,i',c) 
—  D2©(i+ 2,f',  c)  +  D2e(f  —  2,i',c), 
I  G(/,  /',  c)  -     A_,  ^(t  +  I,  i',  c)  +  Aog  (/,  i\  c)  +  Aig(i  —  I,  f',  c)  +  Aag  (/--  2,  «■',  c) 

j  H(  /,  r,  c)  =     A_,  g(i  —  I ,  t',  c)  +  K^{i,  i\c)  +  Al  g"  (f  +  1,  t',  c)  +  k^q{i  +  2,  /',  c) 
I  -C_,a(i--i,/',c)-CoG(^^-',c)-C,e(i  +  i,i',c)-C2G(«+2,f',c). 


On  aura  des  formules  toutes  semblables  pour  définir  Y{i,i',s),  G(i,i\s) 


dz 

(J)  ■ 
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et  H(£,  l'y  s)  ;  il  suffira  de  changer  c  en  5  dans  les  (        )  des  ç(f,  «',  c)   et 
e(ï,  i\  c)  : 

(6')  rx(  /,  i\  s)  =z  A-,g(f  H- 1,  t',5)  4-. . . , 

(c')  H(i,  t',.9)^Â_,g(/-r,/',  5)4-.... 

On  trouvera  ainsi 

'  dW 

:=llF{i,i',s)cos[{i-i'ii)£-i'ic'-cix)        ]-¥{i,i',c)sm[{i-i' ix)c-i'{c' -cix.)        ] 

+  G (i,  l'y  s)  CCS  [(i—  i'iJ-)e  —  i' (c'  —  c/jl)  —  yi ]  —  G  (/,  t',  c)  sin  [(t  —  i»e  —  f'(c'  —  cfi)  —  rj] 
-f-H(/,i',5)cos[(/  — fV)£  — i'' («-■'  — c  1^)4- •/)]  — H(«,f',c)  sin [(/—/» e  —  /'(c'  —  c^)  4- n]. 


Remarque.  —  On  tire  des  formules  (a),  (6)  et  (c), 

F(/,  i',c)  +  -  [G(i  4-  I,  f',  c)  +  H  (i  -  I,  i',  c)] 

=  (Bo  +  A,)g(/,i',c)4-QAo4-B,  4-^  A2Vg(i-i,«'',c)-{-g(f-M,f',c)] 
4-  (^Ba  4-  ^  A-,)  [^{i-1,  i',  c)  4-  g'C f  4-  2,  i-',  c)] 
4-  ('-  ;J  Co  4-  D,  4-  J  c)  [S(i  -  I,  i',  c)-  S(t  4-  I,  i',  c)] 
+  ('d2-  ^  C_iV3(^'-2,/',c)-a(f-4-2,/',c)]. 

Or,  les  relations  (16)  donnent 

Bo4-Ai— —  I,  -  Ao  4-  B,  4-  -  A2  :=:0,  Bj-H-A-,  =0, 

—  i  Co  4- D,  4- -  C2  =  o,         Dî C-,  =0. 

Il  en  résulte  donc 

F(f,  i',  c)  ^-  -  [G(i4-  I,  i',  c)4-  H(i  -  I,  i',  c)]  -  Ç{i,  i',  c), 


ia")  ■ 

F{i,i',s)=-  -  [G{i-^i,i',s)  +  R{i-i,i',s)]-g{i,i',s). 

Les  formules  (a)  pourront  remplacer  (a)  et  (6)  pour  le  calcul  des  F,  con- 
naissant les  G  et  H. 

159.  On  a  trouvé  (p.  338)  une  formule  qui  peut  s'écrire 

1     rfR  _    ,    r— 2M,  bins  — 2M2sin2e  4- 2NoSimn  4- 2N,sin(rj  — e)  1 

^^^^  cosf  1/F  "~         L  4~  2N„isin(yi  4-e)  4-2N, sin(Tr)  —  26)J 
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(21)     M,=--, 


M, 


4 
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=.N_,,         No=-^, 


Ni 


2  M-  e^ 


N.= 


On  a  d'ailleurs,  pour  le  développement  de  a^Z,  une  expression  de  la  forme 

-hH(Q{i,  i' ,  c)cos[(/--  i' ii)z  —  i' {cJ  —  c/ji)], 

ce  qui  peut  s'écrire 

a^Z  —  22 (D(/,  i',  c)  sin(9  +  a), 

en  observant  les  mêmes  conventions  que  ci-dessus.  On  trouvera,  par  des  calculs 
analogues  à  ceux  déjà  faits, 


f     ^R  ^^    . ,  .        .(—Ml   (£>(f  +  i,«',c)  — M2(D( 

+  Mi   (D(f  — i,t',c)  +  M2(0C 

-N_,(î)(/— i,t',c)  — No(D( 

—  N,   (©(i4-  i,i',c)  — N2(D( 

IS_,(D(f+i,f',c)  +  No(î)( 
4-N,   (©(>■— !,«■', c)+N2â)( 

—  M,   (Q{i+i,i',s)—Mi(Si{ 

4- Ml   (D(«  — i,i',5)+M2®( 

—  Ni    (D(/+i,i',5)— NoŒ)( 

—  N_,  (D  (f  —  I ,  i',  s)  —  Na  (ô  ( 

N_i(D(/+i,f',5)+No(D( 
+  Ni    (D  (f  —  I ,«',,«)  + N2  et)  ( 


.    ,    —   -  22  sinr(/— f'u.)£  —  i' {c'  —  eu.)        l| 

COSf    <7£  "-  / 

—  22  sin[(/—  i'ij.)£—  i' {c'  —  cix)-\--n]  \ 

—  11  sin[(<'—  i'  ix)  z  —  i'  {c'  —  c  y.)  —  yî]  | 
+  22cos[(  <■'  —  «' fJL)£  —  /'(c'  —  c]U!.)        ] 

+  llç,0'&\{i—i'[l)E—  i'(c'— CIJ.)  -HYîJ 

+  22cos  [(  /—  i'  II)  s.  —  i'  {&  —- c  II)  —  n] 
On  est  conduit  à  poser 


+  2,/',c)  j 
+  2,f',c)  j 

+  2,  «■',  c)  i 

—  2,«',C)  ( 

+  2,t',5)  ) 
—  2,f',5)  j 

/',^)  j 

+■  2,i',5)  j 

2,i',s)\ 


(à) 


(à') 


ï(i,  i',  c)  =  —  Ml   (D (/  +  I,  /',  c)  +  Ml (©(«■  —  I,  /',  c) 

—  M2   (0(f +  2,«',  c)  +  M2(î)(i  — 2,  i',  c), 
l]{i,i',c)  =     N_,  cD(f+  i,f',  c)  +No(©(i, /',  c) 

+  N,   Œ>{i—  i,i',c)  -i-'Nz(Q{i  —  2,  i',c), 
V(/,  «■',  c)— —  N_,(D(/—  I,/',  c)  —  No(D(/,  «■',  c) 

—  Ni    (©(<■+!,  i',  c)  —  N2  Cô  (  i  +  2,  /',  c  ) , 

T{i,i',s)-—-Mi    (Q{i-hi,i',s)-h..., 
[]{i,  i',s)  =      N_i(D(f4- 1,/',  5)  +. . . , 

V(/,t',5)r=-N_,(î)(ï-I,i',5)-..., 


(K) 
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et  l'on  trouve  finalement 

^cl^-^=     22T(^r,.0cos[(^-t»e-e'(c'-c,x)       ] 

—  HT{i,  «■',  c)  sin[(f  ~  f»E  -  i'ic'-  c/ji)        ], 
-hlll]{i,i',s)co?,[{i  —  i'iJ.)e—  f'(c'— c/ji)  — y]] 

—  mU(/,  i',c)  sin  [(f—  i'iJ.)e—  i'{c'—  cjjl)  — m], 
+  22iV(f,  f',  .ç)cos[(/—  i'^)e—  i'(c'—  c/jL)4-Tn] 

—  22V(f,  t',c)  sin[(/  —  i'jjL)£—  i'{c'—  c/ji)-+-y)]. 

Remarque.  —  On  tire  des  formules  (<)),  en  ayant  égard  aux  relations  (21), 

U(/-i-i,  «',  c)  H--  V(/—  !,«■',  c)  =rM2 (©(<■  +  2,  f',  c)  -h  M,(ô(/4-  i,i',c) 

—  M2(ô(f  —  2,  i',  c)  —  Mi(D(i  —  1,  /',  c); 

mais  le  second  membre  est  égal,   d'après   la  première  des  relations  (d),    à 
—  T(i',  i\  c).  On  aura  donc  les  formules 


ie) 


T ( f ,  <■',  c )  =  —  \]{i  -\-  î,  i',c)  —  V ( f  —  i ,  i',  c), 
T{i,i',  s)=-{]{i-hi,i',s)-V{i—i,i',s), 


qui  permettront  de  déduire  bien  simplement  les  coefficients  T  des  coefficients 
U  etV. 
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160.  Intégration  donnant  oz.  —  Nous  partons  de  la  formule  (J),  p.  335, 
que  nous  multiplions  par  di,  et  nous  intégrons  en  considérant  yj  comme  une 


^VV  , 


constante;  l'expression  de  -^  étant  de  la  forme 

K  H-  Kl  cos  Y]  +  Kî  sinyj, 

la  constante  d'intégration  sera  de  même  forme,  et  nous  trouverons,  en  dési- 
gnant par  K,  K,  et  Ko  des  constantes  absolues,  arbitraires  d'ailleurs, 

W  =  K  H-  Kl  cosYî  +  Ka  siny) 


>.  >     .       .,       sin 

i  —  l  (X 


-^  2d2à    i-ija    sin[(^'-i»£-i''(c'-c/x)] 


i  [i 


cos[(«  —  i'  [J.)s.  —  i'{c'—  c|ji)] 


(A) 


'      s>in  [{ i  —  i' iJ.)£.  — i' {c' —  cix)  —  n] 


i  —  i  [i 
i  —  i'  [j. 
i  —  i'  [i 
i  —  i'  [X 


cos[(i  —  i'  iJ-)£  —  i'  {c'  —  cix)  — Y}] 
sin  [(/ —  i'l^)£  —  i' {c'  —  c/jt.)  +  yj] 

COS[(/  —  t'fx)£  —  i'  {c' —  C|Jl)  +  Y]]. 


On  obtient  W  en  changeant  dans  W  t  en  ^,  c'est-à-dire  v]  en  e;  faisons  ce 
changement  et  ramenons  tout  au  même  argument;  nous  aurons 

W=  Kh-  Kl  cos£  +  Kg  sine 
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Il  y  a  lieu  de  poser 

(  i),/  ,v  ^,_  V(i,i',c)       ri(f-4-  \,i\c)    .    Uii—i,i',c) 
1  i—i'ix  l  -h  1  —  l' IX  i  —  i  —  i'ix 

I     V  '   '  '        i  —  i'ix         l-^-l  —  l'll  i  —  i  —  i'ix' 

nous  aurons 

(  W=:  K  ^   Kicose  +  K,  sine  4-112P(f,  i',c)  cos[{i  —  i'ix)e  —  i'{c'—  cjjl) 
i  +s2P(i,  f',.s)  sin[(f  —  f»e- f'(c'-c|jL)]. 


On  a,  par  le  n°  153, 

I    Wdl=   /  Wt/^  +  const.; 


dz 

'0 

d'où 


(i)                                                   nèzzzz  I  W  (i  —  ecos£)<^£. 
Or,  on  tire  de  la  formule  (A) 
W  (i  —  ecoss)  —  K eKi+  (Kl  —  eK)  cose  +  Kj  sins eK,  cosae eK, sinae 

^  '  2^  2  2 

-  -llV{i,i',c)  jcos[(/+i  — />)c-f'(c'-cfjL)] 

+  cos[(f  —  I  —  i'iJ.)s  —  i'{c'—  c/ji)]j 

Hr{i,  i',  s)  j  sin[(i  4-  i  —  i'ix)c  —  i' {c'  —  c/x)] 

+  sin[(^'—  I  —  f'fji.)e  —  i'{c'  —  c/ji)]| 

+  llP{i,  i',  c)cos[{i—  f»£  -  i'{c'—cix)] 

+  HP{  i,  i',  .V )  sin  [( f  —  i' fjt. ) £  —  f' ( c'  —  c ]u. )]  ; 

ou  bien,  en  ramenant  tout  au  même  argument, 

W(i  --ecos£)  =  K— -eK,+  (K,—  eK)  cos£  4-K2sine eK,cos2e eK,  sinae 

+  21  \p{i,  i',  c)  -  I  P(/-t-  I,  r,  c) 

-  ÎP(/-i,/',c)l  COS[(«-i»£  —  i'(c'-CfX)] 
+  22  Tp ( i,  i',  s)  -^P{c-\-i,i',s) 

_îp(,_,,/',.v)lsin[(i-/»e-/'(c'-Cfx)]. 
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Si  l'on  pose 


\  ï{{i,i',c)  = 


P(i,  i',  c) P(i  +  I,  i',  c) P(«  —  I,  i',  c) 

i  —  i'  [i. 

P{i,i',s) P ( i  4-  I ,  i',  5 ) V{i  —  j,i',s) 

; :;, — - — — 3 

l  —  l  IJ. 


il  viendra 

W  (i  —  ecose)  =K eK,  +  {Ki— eK)  cose  +  KjSins eKiC0S2£ eKj  sinas 

2  2  2 

+  Iil{i  —  i' ^)  l\{i,  i',c)  cos[(«—  i'iJ.)E  —  i' {c' —  c^i)] 
+  H{i—  i'u.)  R(/,  i',s)  sin  [{i  —  i' lJ-)£  —  i' {c' —  cix)). 

En  multipliant  par  ds.,  intégrant,  et  portant  dans  l'équation  (i),  il  vient 

[  ndz  -=  const.  +  (K eK^  )  £  +  {^i~  ^K)  sine  —  Kacoss 

(D)    (  1  I 

1  —  7eKiSin26+7  eK,  cos2£  -+-  llR{i,  i',  c)  sin  [(/  —  i'a)£  —  i' (c'  —  c/jl)] 

/  4  4 

l  —llR{i,i',s)  cos[(<  — f»e-i'(c'— c/ji)]. 

Remarque.  —  Les  expressions  (b)  de  R(/,  i',  c)  et  de  R(/,  i',  s)  contiennent  en 
dénominateur  i  —  i'^k;  si  l'on  se  reporte  aux  relations  (a),  on  voit  que  nBz 
contient  les  diviseurs 

{i—i'ixy,     {i—i'ix){i±i  —  i'ix),     

Si  la  différence  i  —  «'[x  est  petite,  les  coefficients  de        [(«'  — f'[j.)£  -  i'(c'  —  cif.)] 

dans  ^z  seront  très  grands.  On  se  rappelle  que  [jl  désigne  le  rapport  des  moyens 
mouvements;  donc,  si  les  moyens  mouvements  étaient  rigoureusement  commen- 
surables,  la  méthode  serait  en  défaut. 

161.  Calcul  de  v.  —  On  a  (page  339), 


--u:m- 

=  const. 1 

2  J 

V  àr  J 

On  a  d'ailleurs 

nz  -\-  c  - 

=  n —  e  sin-rj, 

d'où 

âf]                n 

^W  _  dW 
dz   ~   âfi    1  — 

n 

dz        I  —  ecoSY)' 

e  cosY) 

Il  en  résulte 

[âW\ 

//         fâW\ 

\dzj-i- 

—  ecose  \  âri  /  ' 

(2)                                                   v  =  consl. 

-  (7". 

2  J      âf] 
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Or  l'équation  (A)  donne 

-^—-  — —  Rf  sino  +-  Ko  cosY) 

On  en  déduit,  par  le  changement  de  yj  en  £,  et  en  ramenant  tous  les  arguments 
à  un  seul, 

âW         „    .         ,. 

-^—  =:—  Kl  Sine  4-  K2  cos£ 

-1:2  [t^^'t^  -^^fe^] -«'-'>)=  -'■'<^'-''^>]- 

Si  l'on  pose 

\    Q(l,  l  ,  C)  —  —. r. — . r, J 

j     "-^    '      '      '  l-hl  —  l^J-  C  —  l  —  l' (J. 

\     Q(l,  i  ,S)   ■=!  — . r. -. V ' 

et  que  l'on  remonte  à  la  formule  (2),  on  trouve 

V  =  const. Kl  cose K2  sine 

2  2 

(3)  \        '  +l'^^^hI2^^os[{i-i'^)z-i'{c•~cl.)] 


2  ^^Amk      l  —  l  U. 


Posons  encore 


T.  —  IV.  46 
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I   y  =:  const. K,  cose K,  sine 

l  'J.  2      " 


(E) 


+  -  V  V  S ( <■,  i',  c )  cos [( i  —  i'^)s  —  i' {c'—  c(j.)] 
+  ^  22  ^^''  '''  '''^  ^'"  l^^' ~  ''^"^^  ~  i'{c'—  cp.)]- 


162.  Calcul  de  ?<.  —  Partons  de  la  formule  (K),  page  Sjy;  nous  devrons 
multiplier  les  deux  membres  par  dz,  et  intégrer  en  considérant  yj  comme  une 
constante.  On  a  trouvé  au  n°  153  les  formules 


de 


U,         Uy/i  —  e-r^Zcos/'^ — sin(&)— /); 


.p/- 


d'où 


cosf   de  "  «3^j  _  g-2 


sin(o)  — /)  a^Z. 


On  en  conclut  que  la  constante  d'intégration  doit  être  de  la  forme 

'       P    •  /  P 

consl.  = sine»)  ■+- 1^  -  cosoj, 

OÙ  /  et  /,  sont  deux  constantes  absolues.  On  peut  écrire  aussi  (?)o/r  p.  337) 

const.  =  L  sioYi  -h  /i(  cos  ri  —  e). 
11  vient  ainsi 


- — — .  R  r^  —  e/,  +  /  si  n  T;  +  L  cos  n 

COSf 


(4) 


22 


-T^ :; — -  sin  [(«  —  ra)£  —  «  (c  —  ca)  —  yi 


22^7 


i  —  i'  [i 


l   fJL 

t^  \{i,i\c) 


cos[(f  —  i'j^)£  —  i'  {c'  —  c[i.)  —■(]'] 
sin  {{i—  i'V)'  ""  i' {c'  —  c\j.)  +  yj] 
cos [(<  —  «■' ]jl)  £  —  /' (  c'  —  c jui )  4-  rj  ] 


\  ^dJmé      l~l' IX 

Mais  on  a  trouvé  (page  339)  w  =  R.  Si  donc,  dans  la  formule  (4).  on  fait 
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yj  =  £,  et  qu'on  ramène  tout  au  mémo  argument,  il  viendra 


:  —  —  eL  +-  /  si  n  e  +  A  cos  s 

COSf 


(•■i) 


^^  [     i—i'ii  i-t-i  — f']ui  f  — i--«'/JL    J  Lv  r-/  r/j' 


Il  y  a  lieu  de  poser  encore 

T(«,  f',  c)       U(/  +  i,t',  c)       V(f  — i,t',c) 


I  Y( /,«•',  c)== 


\  l  —  l  IJ.  l  -\~  \  —  l  [J.  l  —  l  —  f'jJl 

ce  qui  donnera 

:  =  —  e/j  4-  /  SI  n  £  4-  /,  cos  s 

COSf 

+  22  Y( /,  i',  s)  sin  [(/  —  f>)£  —  i'{c' -  c^)] 
^^^  ]  +22Y(/,  i',  c)cos[(/— i»£-f'(c'— cfji)], 

f      5  a     <« 


\  COSï         /•  COSi 

On  peut  obtenir  une  autre  expression  de  u  en  partant  de  la  formule 


du  n*^  153.  On  a 


"==  X  (^)  ^' ='""'*•  ^/ S)  ^' 


(^R 

dR 

n 

ar  ~ 

'  c^r) 

I  —  e  COSY) 

d'où 

ify- 

fî\            n 

T  y     1  —  e  COS£ 

(G) 

u  =  const.  -h 

rm*- 

Or 

la  formule  (/j 

i) donne 

I     ^R  _ 

cosf  df] 

=  /COSY) 

—  /,  sinr) 

').. 

^rt/      /',,\c    _ 

+  22  E(iiij^  sin  [(  i  -  i'^)e  -  /'(c'-  cix)-n] 
+  ^^\.^_^';''^os[(.--/V)£-^-'(c^-c^)+Y3] 
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On  en  conclut,  en  faisant  ■/]  =  e,  ei  ramenant  tout  au  même  argument, 
:::  /  coss  —  il  sins 


cosi  \dn 


-+- 


11 


Y{i—i,i',s)        U(/h- I,  t',  .ç) 


i  —  I  —  i 


Y^^^  cos[{i-i'ix)e-i'{c'-cix)-\ 


Il  convient  encore  de  poser 

V (  «  —  \,  i',c)        {i{i-\-  i,i' ,  c) 


if) 


l  —  I  —  l  [X  i  -[-  V  —  i  \x 


l  —  J  —  L  [X 


<  +  I  —  i'  [J. 


Il  en  résultera 


.  =  const.  H-  /sine  +  A  cose 

COSi 


(F') 


i  —  i'  p. 

i  —  i'  IX 


11 
11 


sin  [{i —  i' [i-)s.  —  i' {c' —  cf/)] 


cos[(i  —  i'  [x)£.  —  i'{c'  —  c/ii.)]. 


En  comparant  les  formules  (F)  et  (F),  on  trouve 


(7) 
{g) 


const.  =  ~  e/j, 

\\{i,i',c) 


Y{i,i,c)  = 


l l   IX 


vu,.,  =  Miii), 


On  emploiera  ces  formules  comme  moyen  de  vérification  ou  pour  le  calcul 
des  Y. 

163.  Cas  d'exception  dans  le  calcul  de  os  et  de  v.  —  La  méthode  d'intégra- 
tion qui  vient  d'être  exposée  ne  s'applique  pas  lorsque  i'  =  o;  on  sait  en  effet 
que  l'on  a  en  dénominateur,  dans  les  diverses  formules,  les  quantités 

i  —  i' IX,         i±:  i  —  i' y.,         i  ±  ?,  —  i' ^ ; 

ces  dénominateurs  seront  donc  nuls  pour  i'  =  o  et 

f  =:  O,  i  m  rp  I ,  i  r=  zp  2 , 

Il  faut  revenir  en  arrière,  avant  l'intégration,  supposer  i'  =  o  et  intégrer  en- 
suite. La  formule  (17)  du  Chapitre  précédent  donne  alors 

«( -J-  j  =—  iÇiifO,  c)  sin«£  ~hlCJ(i,  o,s)  cosis. 
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II  est  évident  qu'il  suffit  de  donner  à  i  des  valeurs  positives;  on  peut  même 
excepter  i  =  o,  car,  d'après  la  formule  (17')»  page  353,  G'(^o,5)  s'annule  pour 
ï  =  o.  On  a  ensuite,  page  354, 

ar  -r-  :=  ]SS(/,  o,  c)  cosf'e  +  23(f,  o,  5)  sinù, 

ou  bien,  en  développant  les  S, 
(        d9. 


(8) 


Or 


3(o,  c)  -h  ©(i,  c)  cos£  H-  8  (2,  c)  CCS 2  6  4-  3(3,  c)  cos3e  -4-. . . 
+  0(i,  s)  sine  -i-  3(2,  s)  sin2£  +  3(3,  s)  sin3£  + .  .  .  , 


(9) 


a  i  -—  )  =r—  (j'(',  c)  sine  —  (["(s,  c)  sin2£  —  (j'(3,  c)  sin3£  — . ,  . 


(10) 

(•2) 


+  Ç)" (  1  ,  s)  COS  £  -i-  (/  (  2  ,  .Ç)  CCS  2  £  +  ()■(  3,  .Ç  )  COS 3 £  4-  ...  , 

Rappelons  encore  les  formules  (page  352) 

M  —  Bo  +  2B,  cose  +  2B2COS2£  +  2  A_i  cos(yî  +  e)  +  2A0  cosy) 


f  H- 2A1  cos(yi  —  e) -h  2A2  cos(y)  —  2e), 

N  =—  2D,  sine  —  2D2  sin2e  -h  2C_i  sin(Yi  +  e)  +  2C0  simri 

H-2Ci    sin(Yi  —  £) -t- 2C2  sin(Yi  —  2£), 

de 


V  ch  J  ôr 


cPfV 


Cette  expression  de  -r-  sera  de  la  forme  suivante,  calquée  sur  la  formule  (J) 
de  la  page  355, 

/  dW 


(i3) 


d£ 


\ 


F(0,  5)  4-  F  (l,  5)  COS£  H-  F  (2,  s)  C0S2£  +  F(3,  s)  cos3£  -I-  . . . 

—  F(i,  c)  sin£  —  F(2,  c)  sin2£  —  F(3,  c)  sin3£  — . . . 

H-  G(i,  5)  cos(£  —  Y))  +  G(2,  5)  cos(2£  —  -o)  +  G(3,  s)  C0S(3£  —  yj )-+-,.  . 

—  G  (i,  c)  sin(£  —  Y))  —  G(2,  c)  sin(2£  —  y))  —  G(3,  c)  sin(3s  —  y))  +  . . . 

+  H(o,  s)  COSYl 

—  H(o,  c)  sinY) 

+  H(l,  ^)  COS(£  +  Y))  +  H(2,  s)  C0S(2£H- Yî)  +11(3,  5)  COS  (3e  -f-  Yl)  4-.  .  . 

—  H(i,  c)  sin(£  -h  Yi)  —  H(2,  c)  sin(2£  H-  Y])  —  H(3,  c)  sin(3e  +  Y))  — . .  .. 


Les  coefficients  F,  G  et  H  se  déduiront  aisément,  par  les  formules  précédentes, 
des  coefficients  3(7,  c),  3 (y,  ^),  g(y,  c),  (,'(7,  s). 

Nous  nous  bornerons  à  calculer  F(o,  5),  H(o,  *)  et  G(i,^);  nous  trouverons 
sans  peine 

H(o,.9)  =  (A, -f- A_0(/(',^)  +  A2    (,'(2,^)-(C.-G-,)2(i,.v)-C2   3(2, 5), 

G(l,5)=rr(Ao-+-Aj    )(|(I,.S)  +  A_,g(2,5)  +  (Co-C2    )  3  (  F ,  5)  +  C-,  S(  2,  5). 
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En  ayant  égard  aux  relations  (iG)  du  Chapitre  précédent,  on  en  déduit 


(i4) 


F(o,.v)--H(o,.9),       .    G{i,s)=-e}î{o,s). 


En   multipliant  l'équation  (i3)  par  ds.  et  intégrant  sans  faire  varier  •/],  on 
trouve 

l  G  II 

W—  -IÏ(o,5)£  4- F(i,  5)  sine -I — F(2,  5)  sin2£  +  ^  F(3,  .ç)  sinSs  +  .  .  . 

I  2  2  3 

+  F(l,  C)  COS£  -:-  -  F(2,  c)C0S2£  +  -  F(3,  c)  C0S3£  +  .  .  . 
2  6 

H-G(i,5)sin(£  —  •/})h —  G(2,5)sin(2£  —  Y]) 

+  ^  G(3,  5)  sin(3£  — Y])  -■-... 


(i5) 


G(l,  c)  COS(£  ■—  Y))  H G(2,  c)  C0S(2c  —  Y]) 

+  7j  G (  3,  c)  cos (  3 £  -—  rj  )  H- .  .  . 


—  H(o,  c)£  sinY)  +  H(i,  s)  sin(£  +  y})  -t--  -  H (2,  s)  sin(2£  -i-  y)) 

+  ■5  H (3,  s)  sin(3£  +  rî) 

H-  H(o,  5)£  cos  Y)  +  11(1,  c)  COS(£  -h  Y))  -h  -  H  (2,  c)  C0S(2£  +  Ti) 


4-  TT  H(3,  c)  cos(3£  4-  Y))  +. . . 


On  en  conclut 


W  —  G(i,  c)  4 —  H(o,  s)s  4-  H(o,  s)  £  cos£  —  H  (o,  c)  £  sin£ 


4- 


F(i,c)4--G(2,c) 


COS£ 


F(i,5)  4-  -  G(3,.ç)     siiu 


C0S2S 


H(i,c)  +  ^F(2,c)+  ■3-G(3,c)] 

H(i,5)+  1f(2,.v)4-  ^(i(3,  ^)]  sin2 

^H(2,c)4-^F(3,c)4-  ^G(4,  c)l  cos3 

^  H  (2,  5)  4-  ^  F (  3,  5)  4-  ^  G  (  4,  ^ )1  sin  3 


MF/nioDi".  ni:  iiansen.  -    intkgkation.  'i\6'] 

Pusoiis 

P(o,c)  --G(i,c), 

P(,,C')r^F(l,c)-f-^G(-2,C-),  1>(I,.9)3.  F(l,5)-H^G(2,5). 


(/')       I    V{2,C)  =  ll{l,C)-h-^h\'2,c)-\-~G{3,c),  P(2,5) 

I    P(3,c)rr:iir(2,c)+^F(3,C)-+-^G(4,C),  P(3,.s) 


et  il  viendra 


(16) 


W  =  -  H(o,  s)£  -h  H(o,  .v)£  cos£  —  H(o,  c)£  sine 

-t-  P(o,  C)  +  P(l,  C)  COS£  -+-  P(2,  C)  C0S2£  -+-  P(3,  c)  C0s3£  - 

H-  P(i,  s)  siiu  4-  P(2,  s)  sin2c  4-  P( 3,  5)  si  11 3 £  4-, 


On  tire  maintenant  de  la  formule  (i5),  en  différentiant  par  rapport  à  tq  et  fai- 
sant ensuite  y]  =  £, 

dW 

r—  =:;  H  (o,  S  )  £  sin  £  +  H  (o,  c  )  £  cos  £ 

+  G(i,i-) 

H — G(2,  .s-)cos£  G(2,  c)sin£ 

2  2 

4-1—     H(i,0+ ^G(3,  5)|  cos2£-h  r    H(r,c)— ^  G(3,c)l  sin2£ 
4-    —  -  H(2,  5)  4-  ^  G(4,^)    cos3£4-     -  H(2,  c)—  7  G(4,c)    sinSc 


On  pose 


Q(i,c)=  -G(2,c),         Q{\,s)  —  -G{2,s), 


•)  ]Q{2,c)=-     H(i,c)+^G(3,c),         Q(2,5)=..., 

Q(3,c)=:-^U(2,c)  +  ^G(4,c),         Q{3,s)=..., 

2  4 


d'où  il  résulte 

(       ^W 

I  —  -y—  —  —  elI(o,  5)  4- H(o,  5)£  sin£  4- H(o,  c)£COse 

('7)  !  ^ 

4-  Q(i,5)  cose  4-  Q(2,  5)  cos  2 6  4-. . . 

—  Q(i,  c)  sine  —  Q(2,  c)  sin2£  — . . . . 
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On  appliquera  maintenant  la  formule 

(i8)  nèz=-.  fw  {i  —  eG0se)de. 

On  trouve  sans  peine 

W(i-ecos£)  =P(o,  c)-  -  P(i,c) 

H- H(o,  .y)  (  1  —  —  I  £  cos£  —  lI(o,  c)£  sins 


Si  l'on  pose 


H(o,5)£  C0S2£  +  -  H(o,  c)£  sin2£ 


4- 

+ 


P(i,c)-eP(o,c)--P( 


P'(2,C)  —  -   P(l,  C)  —   -   P(3,6')  I   C0S2£ 


2,C)J 
3,6")      C( 


P(3,c)--^P(2,c)-  lV{\,c) 


COSO£ 


P(l,  s)-    ^P(2,5)l   Silli 


P(2,5)-^P(,,0-;P(3,^) 


Sin2£ 


R(o,c)=rP(o,c)--P(i,c-), 

R(i,c)  =  P(i,  c)-eP(o,  c)-  -P(2,c), 


(y) 


,U(2,C)  =  P(2,C)--P(I,  c)-  -P(3,c), 


3R(3,c)  =  P(3,c)--P(2,c)  --P(4,c), 


(/) 


R(l,,v)=zP(l,,S-)--P(2,6-), 


2R(2,A-)  =  P(2,5)--   P(l,6-)-   -1^(3,^), 


il  viendra 


W(x—  ecos£)  —      R(o,  c)  H-  (  I )  H(o,  s)£COse  —  H(o,  c)£sin£ 


H(o,  ^)£C0S2£  H —  H(o,  c)£  sin2£ 

2  2 

l{(l,  c)  COS£  +  2R(2,  c)  C0S2£  -f-  3R(3,  c)  C0S3£  +. 

R(t,  s)  sin£  -i-  2R(2,  ,s-)  sin2£  +  3R(3,  s)  sin3£  +. 
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En  portant  cette  expression  dans  la  formule  (i8),  et  tenant  compte  des  rela- 


tions 


/  £  cossde  =  £  sin£  +  cos£,  /  e  s\nede  :z-.  —  e  cos£  -+-  sin£, 


/£  C0S2£<^£  r=  -  £  Sill2£  4-    ,   C0S2£,  /  £  sin2£  rf£  — £C0S2£  -+-  t  Sin2£, 

2  /j  J  24' 


on  trouve 


(D.) 


n  dz  =  R(o,  c)z  +  (  J )  H(o,  5)£sin£  -\~  H(o,  c)e  cos£ 

c  .  c 

—  7   H(o,  ,ç)£  Sin2£  —  7-  H(o,  C)£  C0S2£ 

4  4 

+  [R(.,c)-    H(o,c)]sin£    -  ïl\{i,s)  -  fi- ^\ll{o,s)\ 


COS£ 


[^R(2,c)  +  gH(o,c)jsin2£-["R(2,^)4-f  H(o,.ol 


COS  2  £ 


+    R(3,c)sin3£ 
-+-    R(4,c)sin4£ 


—  R(3,  s)  cosSfi 

—  R(4,5)cos4£ 


On  calculera  v  par  la  formule  (2) 

2v=iconsl —   /    — ; — de, 
J     (Jn 

qui,  en  ayant  égard  à  la  formule  (17),  donnera 


(E.) 


I  2v  =:  const.  —  eH(o,  s)e  —  H(o,  s)z  cos£  4-  H(o,  c)z  sin£ 

4-  [Q(i,  c)  4-  H(o,  c)]  cos£  4-[Q(i,5)  4-  H(o,  .y)]  sin£ 

4 Q(2,  c)  C0S2£  H —  Q(2,  5)  sin2£ 

+  ô  Q(3,  c)  cos3£  4-  5  Q(3,  ^)  sin3£ 


164.  Cas  d'exception  dans  le  calcul  de  u.  —  On  va  faire  un  calcul  sem- 
blable pour  les  termes  qui  répondent  à  i'  =  o.  On  aura,  pour  ces  termes  (p.  338 

et  35G)  : 

a^Z  =  Œ>{o,c)  +  C0(i,c)cos£  -i-  cô(2,  c)  cos2£  4- cû(3,  c)  cosSe  4- ... 

4-  tQ(i,  .s)  sin£  -+-  (î)(2,  s)  sin2£  4-  (0(3,  s)  sinSe  4-..., 
Q  =  esin£ esinn  4-  (  i  4-  -  e- j  siii(-o  ~"S)  +  ~  ^'"sin('^  -t-e) 

e^sin2c cs'm(ri  —  2  e), 

2  2 


cost  de 


T.  -  IV. 
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(19) 


=  ï(0,  s)  -f-  T(l,  s)  COSe  -H  T(2,  s)  C0S2£  -r.  .  . 

—  T(i,  c)  sine  —  T(2,  c)  sin^s  — . .  . 

-\~  U(l,  ^)  COS(£  —  •/])  4-  U(2,  s)  C0S(2£  -—  -/l)  +.  .  . 

—  U(r,  c)  sin(£  —  t))  —  U(2,  c)  sin(2c  --  ■/))  — .  .  . 
-h  V{o,  s)  cos-f]  —  V(o,  c)sin-o 

H-  V(i,  s)  cos(£+  -n)  -h  y {■2,s)  cos(2£  +  rj)   h.  . . 

—  V(i,  c)  sin(£  -^  Ti)  —  V(2,  c)  sin(2£  +  Y))  +. .  .. 

On  déduira  aisément  les  valeurs   des  coefficients  T,  U  et  V  des  coefficients 
(D(/,  s);  on  trouve,  en  particulier, 

T(0,  s)  =:  -  CÔ(l,A-)  — ■  ^CÔ(2,  A-),  V(0,5)  =3—    -   (.Q  {\  ,  s)  -)-    -^  CD(2,5), 

24  2  q. 

d'où  résulte  la  relation 

(20)  T{o,s)--=z-eY{o,s). 

En  intégrant  l'expression  (19),  il  vient 

D 

e  V(o,  .v)£ 


cost 


-l-T(r,  5)  sin£  -}-  -  T(2,  5)  sin2£  4-  :^  T(3,  s)  sin3£  4-.  .  . 

+  T(l,  c)  COS£  H T(2,  c)  C0S2£  -+-  ^  T(3,  c)  cosSc  +.  .  . 

H-  U(i,  .y)  sin(£  —  -n)  -\ —  U(2,^)  sin(2£  —  -r))  -+-  ^  U(3,  s)  sin(3£  —  -0)4-... 

4-  U(i,  c)  cos(£  —  ri)  H —  U(2,  c)  cos(2£  —  Tt)  -h  5  Lf(3,  c)  cos(3£  —  Yî)  4- .  .  . 

4- £V(o,  5)  cosTi  —  £V(o,  c)sin-/i 

4-  V(i,  .S-)  sin(£  4-  ri)  -+-  -  V(2,  s)  sin(2£  +  y))4-  -s  V(3,  5)  sin(3£4-  -n)  -\- . .  . 

4-  V(l,  c)  COS(£  4  r;)  H V(2,  c)  C0S(2£  -H  "A]  )  -f-  ^  V(3,  c)  C0S(3£  4-  -/î)  4-.  . . 

On  a  du    reste  u—  R,   d'où 


u 


COSI 


—  —  eV(o,  5)£  +  lJ(i,  f)  4-  V(o,  s)  £  cos£—  V(o,  c)  £  sin£ 


n£4-  rV(.,5)4-^T(2,^)4--3-  U(3,5)l  sin 


r~  V(2,6-)  +  ^  T(3,5)4-  )  \}{^.s)\  sm3£4-...4-  lï(i,c)4-  J  U(2,c)l 


COS£ 
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Si  l'on  pose 


Y{j,s)  = 


T(i,5)-+--U(2,5), 


(f^) 


Y(3,.9)r:n-V(2,.v)+iT(3,.)+;U(/,,.9), 

■?.  à  4 
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Y(I,C):= 


T(I,C)+    -U(2,C), 


{k') 


Y(2,c)  =  V(i,c)+^T(2,c)+^U(3,c), 


il  viendra  enfin 


(F,) 


.  =:  U(i,  c)—  e  V(o,  ^)c  —  V(o,  c)£sin£  4-  V(o,  .s)£COse 

COSi 

4-  Y(i,  ^)  sine  +  Y (2,  5)  sin2£  +  Y(3,  5)  sinSc 
4-  Y(l,  C)  COS£  H- Y  (2,  c)C0S2£-i-  Y  (3,  c)cos3£ 


165.  Ensemble  des  formules.  —  Réunissons  maintenant  les  formules  (D) 

et(D,),  (E)  et  (E,),  (F)  et  (F,);  nous  aurons  finalement 

nz=     ni  -h  C  -h  \  R{o,  c)  ■+■  K eKj    £ 

-f-  (  I eM  H(o,.ç)£  sin£  +  H(o,c)£  cos£ 

6  C 

—  7        H(o,.y)£  sin2£  —  7  H(o,c)£COS2£ 
4  4 

+  [R(i,c)— H(o,c)+K,  — eK]sin£ 

—  rR(i,5)  — (^i  — -e2^H(o,5)-i-K2    cos£ 

+    R(2,c)-i-^eH(o,c)  — jeKi    sin2£ 

—  R(2,5)4-^eH(o,5)  — ^eKj    cos2£ 

4-  R(3,  c)sin3£  —  R(3,.ç)cos3c 
4-  R(4,  c)sin4£  —  R(4,-Ot;os4e 


(G) 


4-  22R(/,  i\  c)  sin  [(/  -  i»£  -  f'(c'-  Cfx)] 
-  22R( i,  «■',  .0  cos [(/  -  /»£  -  f'(c'-  cfji)]. 
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/  2v=      2G' —  eH(o,5)£  — H(o,5)ecos£ -hH(o,c)£sin£ 

+  [0(1,  c) -h  H(o,  c)  —  Kl]  cos£  +  [Q(i,  5) -I- 11(0,  5)  -  K2]  sin£ 

+  -  Q(2,C)C0S2£  +  -  Q(2,5)sin2£ 

(")       i  +iQ(3,c)cos3£  -f--Q(3,Osin3£ 


+  11%{i,  i',  c)  cos  [(«■  —  /' |Ji.)£  —  i'{c'  —  cil)'] 
+  22S(i,  i',s)  sin  [(/—  i'ii)z  —  «'(c'— c]:^)]. 

— -.  ~  U(i,c)  —  eA  — eV(o,  5)£4- V(o,  5)£C0S£  — V(o,  c)£sin£ 

COSf 

+  [Y(i,5)  + /]sin£  H- [Y(i,c) +  /i]cos£ 

CK^  y  -f-     Y(2,5)  Sin2£  H-      Y(2,C)  C0S2£ 


+  IléX {i,  i' ,  s)  sin[(i  —  i' p-)e  —  i'{c'  —  cp.)] 
H-  i;ilY(f,  i',c)COS[(i  —  i'/Jl)£  —  t'(c'  —  c/j.)]. 

Dans  ces  formules,  i'  prend  les  valeurs  +  i ,  +  2 On  a  enfin 

a 
(L)  s^r=-u,         nt -h  c  z=  S  —  esin£. 

166.  Détermination  des  constantes  arbitraires.  —  Ces  constantes  sont 
au  nombre  de  sept,  savoir  : 

K,  K],  K2,  C,  C  ,  'et  /j. 

Nous  les  déterminerons  par  les  conditions  W  =  o,  quel  que  soit  t  ou  y]  (voir 
le  n°  151),  §5  —  o,  V  =  o,  et  enfin  R  =  o,  quel  que  soit  y].  Soit  £0  la  valeur  ini- 
tiale de  £,  déterminée  par  la  relation 

£0  —  e  sin£o  =  c. 

En  réunissant  les  expressions  (A)  et  (i5)  deW,  et  exprimant  que  leur  somme 
est  nulle,  quel  que  soit  v),  on  trouverait  des  relations  propres  à  déterminer  les 
constantes  dont  il  s'agit;  mais  il  vaut  mieux  procéder  comme  Hansen  le  fait, 
car  les  calculs  sont  plus  rapides. 

Nous  supposons  que  les  éléments  a,  e,  cr  et  c  sont  osculateurs  à  l'époque  /  =  o. 

On  a  vu  (p.  333)  qu'en  partant  de  la  définition  de  W,  on  doit  avoir  W  =  o, 
pour  ^  =  o,  quel  que  soit  t.  En  réunissant  les  expressions  (A)  (p.  358)  et  (r5) 
(p.  366)  de  W,  on  a  une  expression  de  W,  qui  est  de  la  forme 

W=  JU  +  aft)  cosYj  +  Csiny), 
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OÙ  C.W,  lil)  et  Z  sont  des  fonctions  de  e;  soient  a-o,  Dbo  et  2o  \(iiivs  valeurs  pour 
/  =  o,  ou  £  =  £0,  £0  étant  défini  par  la  relation 


on  devra  avoir 


£0  —  esineo=:  c, 
quel  que  soit  t,  ou  quel  que  soit  rj.  Il  en  résulte  les  conditions 

(21)  4oo=rO,  l(!jo  =  0,  3o=0. 

La  première  de  ces  conditions  donne  la  relation 


/  e  I 

0=:Kh 11(0,  5)£o  +  F(l,  c)  COSSo  H F(2,  c)  rOS2£o 


(a) 


+  F(  I,  s)  sin£o  H —  F(2,  .ç)  siu 2£o  4- 


F{i,i',s) 


2à2à     i-i'ix     ^'"l^^'  ~  '  ^^^"'  ~  i'(e'-  c'i^)] 


F(/,f',c) 


la  seule  constante  K,  qui  figure  dans  cette  relation,  se  trouve  donc  déterminée. 
Les  deux  autres  formules  (21)  donnent  de  même 

/  0  =  Ki  + H(o,  ,ç)£o+  [G(i,  c)  +  Il(i,  c)]  cos£o  +    [G(i,  5)  + H(i,5)]  sin    £0 


-  [G(2,C)    hH(2,c)]  COS2£o+  -  [G(2,5)  +  H(2,,V)]  sin2£o 


((3) 


+ 


^1 

11 


G  (/,  i',  5)  4-  H  {iy  i',  s) 
i  —  i'  [i 


sin  [(  /—  i'  p.)  £0  —  i'  {c'—  c/ji)] 
cos  [{l  —  i'ix)£o  —  i'  (c'—  c/x)]; 


O  — K2— H(o,c)£o-f-    [G(i,c)--H(i,c)]sin  £9—    [G(i,5)  — H(i,.v)]cos  £0 

+  -  [G(2,C)  — H(2,c)]sin2£o— 7  [G(2,5)  — H(2..Ç)]COS2£o 


(y) 


-22 
22 


Cj(i,i',c)  —  ll(i,i',c)    .    r/-      V   \  -If  I  \-t 

^  .   :,  '  Sin  [{l  -—l'(J.)  £0  —  l  {c   —  CjJl)] 

G(f,f'5)~H(i, /',.?) 


f  I    [JL 


COS  [{i—  i'iJ-)s  —  /'(c'  —  Cjui)]. 


Les  équations  (^)  et  (y)  donneront  séparément  les  constantes  K,  et  Ko. 
Pour  t  =  o,  nz  -\-c  doit  coïncider  avec  nî  +  c\  donc  alors,  -  =  /,  et  la  for- 
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mule  (G)  (p.  371)  donnera 

o:=C-h  [rCo,  c)-t-K-  ^  eKi 


(â) 


et  cette  relation  détermine  la  constante  C,  puisque  K,  K,  et  Ko  sont  maintenant 
connus. 

On  doit  avoir  aussi  v  =  o,  pour  /  =  o;  l'équation  (H)  donnera  donc 


(0 


O  =:  2  C  —  eH  (  O,  .V  )  £()  H-  .  . 


ce  qui  déterminera  C. 

En  réunissant  maintenant  les  expressions  de  R,  données  aux  pages  3G2  et  370, 

on  trouve  que :  est  de  la  forme 

^         COSf 


R 


COSi 


-.  r=  JIo'h-  -i)l)'cosYî  +  B'  sin-n 


On  a  vu  d'ailleurs  (p.  335)  que  la  fonction  R  doit  s'annuler  pour  /  =  o,  quel 
que  soitT;  si  donc,  on  désigne  par  ol/^,,  ^i\,[^  et  aj,  les  valeurs  de  rX,  iii,,  s  pour 
£  =  £(,,  on  devra  avoir 

Xq  +  ill)o  cosm  +  ©0  sinrj  =  o, 

quel  que  soit  y]  ;  il  en  résulte,  en  particulier, 

il>,|,  —  o         et         3'„  =:  o, 
et  ces  deux  relations  donnent 

0= /i4-£oV(o,,v)  +    [U(i,5) +V(i,5)]siii    £0+    [U(i,c) +V(i,c)]  cos   £0 

4--[U(2,^)  4- V(2,.î)]  sin2£o  4-  -  [U(2,C)  -t- V(a,c)]  COS2£o 


(■n) 


-+- 


'-^  Sin[(/  — i»£o  — <'(c'  — CY])] 


JLàJiâ  l  —  l'ix 

V|;^  "^  U  (  f,  i,  c )  -r-  V  («,  i',  c  ) 


r.os[(i  — /'/j(.)£o  —  i' {c'  —  c ix)']  ; 


i  —  i  [i. 

o  — /— £oV(o,c)+    [U(i,c)— V(i,c)]sin    So  —     [U(i,  .v)  ^  V(i,  5)]  cos   £« 

+  -  [tl(2,c)  — V(2,c)]sin2£o [U(2,.Ç)  -    V(2,.ç)]cOS2£o 


(0 


V^  Vi  U  (  /,  i',  c  )  —  V  (  i,  i' ,  c  ) 

11 


i  —  l  IX 

\}{i,i',s)-\{i,i',s) 


F 


sin  \{i—  i' [x)  £3  —  i'{c'  —  c]ui)] 
cos  [(«'— t'/jt.)£o  —  i' {c' —  c/jl)]; 


on  déterminera  ainsi  séparément  les  constantes  /et  /,. 
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Il  serait  facile  de  passer  des  formules  (a)  . . .  ((^)  à  celles  que  donne  Hansen, 
et  qui  ont  un  aspect  différent. 

167.  Nous  aurions  à  parler  d'autres  Mémoires  de  Hansen,  mais  ce  serait  sor- 
tir du  cadre  de  cet  Ouvrage.  Bornons-nous  à  citer  : 

Le  Mémoire  sur  les  perturbations  de  Jupiter  et  de  Saturne,  que  nous  avons 
mentionné  déjà,  page  3t3;  il  est  très  intéressant  et  présente  un  caractère  d'élé- 
gance qui  ne  se  retrouve  pas  toujours  dans  les  écrits  de  Hansen. 

Le  Mémoire  intitulé  :  Ermitteluiig  der  absolulen  Stôrungen  in  Ellipsen  von 
heliehiger  ExcentricitdL  und  Neigung,  Erster  Theil,  Gotha,  i843,  dont  une  tra- 
duction française  par  Mauvais  a  paru  en  184  j.  L'auteur  s'est  proposé  de  donner 
une  méthode  pour  le  calcul  des  perturbations  des  comètes  périodiques.  Les  ar- 
guments des  formules  sont  des  multiples  de  l'anomalie  excentrique  de  la  pla- 
nète troublée  et  de  l'anomalie  moyenne  de  l'autre;  les  coefficients  sont  purement 
numériques.  On  applique  la  méthode  au  calcul  des  perturbations  de  la  comète 
d'Encke  par  Saturne;  la  convergence  obtenue  est  suffisante  parce  que  le  rapport 

—  est  assez  petit.  En  somme,  c'est  la  méthode  exposée  dans  les  trois  derniers 

Chapitres,  qui  repose  principalement  sur  la  considération  des  fonctions  T  et  U. 
Pour  les  perturbations  de  la  comète  par  Jupiter,  le  procédé  serait  extrêmement 
laborieux,  sinon  impossible;  du  reste,  la  seconde  Partie  du  Mémoire  n'a  jamais 
paru. 

Enfin,  le  lecteur  pourra  consulter,  dans  les  Astronomische  Nachrichten, 
n*""  166-168  (1829),  le  premier  Mémoire  de  Hansen  :  Disquisitiones circa  theoriam 
perturbationum.  quœ motiim corporum  cœleslium  affîciunt ;  il  y  trouvera  les  premiers 
rudiments  des  Méthodes  que  Hansen  a  appliquées  durant  toute  sa  carrière  à  la 
Lune,  aux  petites  planètes  et  aux  comètes;  tout  y  découle  d'un  même  principe. 

Le  Tome  IV  des  Astronornical  Paptrs  de  Washington  est  consacré  entièrement 
à  la  théorie  des  mouvements  de  Jupiter  et  de  Saturne;  l'auteur,  M.  Hill,  astro- 
nome du  plus  grand  mérite,  dont  nous  avons  retracé  les  recherches  sur  la  théorie 
de  la  Lune,  a  appliqué  pas  à  pas  au  cas  actuel  la  méthode  de  Hansen  pour  les 
perturbations  des  petites  planètes,  en  ayant  égard  aux  termes  du  deuxième  et  du 
troisième  ordre  par  rapport  aux  masses;  le  succès  a  couronné  ses  efforts.  Pour 
en  parler  utilement,  il  nous  aurait  donc  fallu  ajouter  à  ce  que  nous  avons  dit  de 
la  méthode  de  Hansen  tout  ce  qui  concerne  le  calcul  des  inégalités  qui  sont  du 
second  ou  du  troisième  ordre  par  rapport  aux  masses;  nous  ne  l'avons  pas  fait 
de  peur  d'allonger  démesurément  ce  Volume. 
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MÉTHODE  DE  GYLDÉN  POUR  LES  PERTURBATIONS  DES  PETITES  PLANÈTES. 


168.  M.  Gyldén,  l'éminent  directeur  de  l'observatoire  de  Stockholm,  a  élaboré, 
depuis  quinze  ou  vingt  ans,  une  méthode  nouvelle  pour  calculer  les  perturbations 
des  petites  planètes.  Il  a  été  suivi  par  de  nombreux  élèves  parmi  lesquels  nous 
citerons  :  MM.  Backlund,  Harzer,  Bohlin,  Cliarlier,  Masal,  Brendel,  Max  Wolf, 
Olsson,  etc.  Il  serait  impossible  de  rendre  compte  de  tous  ces  travaux  dans 
l'espace,  forcément  limité,  que  nous  pouvons  leur  consacrer  ici,  et  nous  devons 
nous  borner  à  donner  une  idée  des  choses  les  plus  importantes. 

Il  convient  toutefois  de  dire  dès  à  présent  que  les  méthodes  de  M.  Gyldén  ont 
pour  but  d'empêcher  le  temps  de  sortir  jamais  des  signes  sin  et  cos,  comme 
cela  arrive  dans  les  méthodes  de  Le  Verrier  et  de  Hansen,  et  elles  donnent  le 
moyen  d'obtenir  ce  résultat  qui  avait  été  atteint  dans  un  cas  spécial,  la  Théorie 
de  la  Lune,  par  Delaunay.  On  sait  maintenant  le  démontrer  par  d'autres  voies 
dans  le  cas  des  planètes,  comme  on  le  verra  dans  le  Chapitre  XXVI  de  ce  volume. 

En  outre,  M.  Gyldén  prend  pour  variable  indépendante  non  plus  le  temps,  mais 
la  longitude  vraie  comme  l'avaient  fait  Clairaut  et  d'Alembert,  et  plus  tard  La- 
place  et  Damoiseau,  dans  la  Théorie  de  la  Lune. 

Dans  le  cas  de  la  Lune,  l'expression  du  développement  de  la  fonction  pertur- 
batrice est  assez  simple,  relativement  à  la  longitude  vraie  de  la  Lune,  parce  que 
les  arguments  qui  contiennent  des  multiples  élevés  de  cette  longitude  sont 
affectés  de  coefficients  très  petits;  cela  tient  à  ce  que  la  distance  de  la  Lune  à  la 
Terre  est  petite  par  rapport  à  la  distance  de  la  Lune  à  l'astre  perturbateur,  le 
Soleil.  Quand  il  s'agit  d'une  petite  planète,  la  planète  perturbatrice  principale 

est  Jupiter,  et  le  rapport  —  qui,  dans  le  cas  de  la  Lune,  était  voisin  de  -. —  ?  est 

ici  compris  entre  0,4  et  0,8.  Néanmoins,  le  développement  est  plus  simple  que 
quand  on  emploie  la  longitude  moyenne  au  lieu  de  la  longitude  vraie. 

M.  Gyldén  et  ses  nombreux  élèves  se  sont  préoccupés  surtout  de  déterminer 
les  orbites  absolues  des  astéroïdes;  ce  sont  des  orbites  dans  lesquelles  on  a  tenu 
compte  des  termes  séculaires  et  des  termes  à  longues  périodes,  de  sorte  que,  si 
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elles  sont  déterminées  avec  précision,  on  pourra  s'en  servir  pendant  très  long- 
temps pour  calculer  les  positions  de  la  planète,  qui  ne  s'en  écarteraient  que  de 
petites  quantités  périodiques.  Ce  serait  un  point  d'une  grande  importance,  car 
le  nombre  toujours  croissant  des  découvertes  d'astéroïdes  empêche  de  consacrer 
à  chacun  d'eux  une  théorie  complète. 

Remarquons  encore  que  la  condition  que  l'on  s'impose,  de  ne  jamais  taire 
sortir  lo  temps  des  signes  sin  et  cos,  implique  que  les  perturbations  séculaires 
des  éléments  de  Jupiter  doivent  être  représentées,  non  plus  par  des  développe- 
ments de  la  forme 

«0  H-  «1  ^  4-  «2  ^^  +  .  •  . 

rapidement  convergents  pour  un  assez  grand  nombre  de  siècles,  mais  par  un 
ensemble  de  termes  périodiques  tel  que 

cet  ensemble  résulte,  comme  on  l'a  vu,  Tome  I,  Chapitre  XXVI,  de  l'intégration 
rigoureuse  des  équations  différentielles  dont  dépendent  les  éléments  des  grosses 
planètes,  en  ne  considérant  que  les  termes  séculaires  du  second  ordre  par  rap- 
port aux  excentricités  et  aux  inclinaisons;  les  périodes  — ,  — -,  •  •  des  divers 
termes  sont  d'ailleurs  extrêmement  longues,  au  moins  Soooo  ans. 

169.  Formation  des  équations  différentielles.  —  Soient 

x,y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  héliocentriques  de  l'astéroïde,  rapportées 

à  trois  axes  fixes; 
Ci  la  fonction  perturbatrice; 
m' la  masse  de  Jupiter  rapportée  à  celle  du  Soleil; 
k  la  constante  de  Gauss. 

On  a,  comme  on  sait,  les  équations 

dP-x        .,  X  ,  d^ 

dt^  ,.3  ^^ 

Soient  x^  et  j,  les  coordonnées  de  la  petite  planète  rapportées  à  des  axes 
mobiles  situés  dans  le  plan  variable  de  l'orbite,  à  la  façon  de  Uansen. 
T.  -  IV.  48 
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On  a  (t.  I,  p.  4(^5) 

—7-r  -I-  A:^  —  =  k^  m'  -r— , 
\    clt-  r*  Ox^ 

i'  est  la  longitude  de  la  planète,  comptée  dans  l'orbite  mobile,  à  partir  d'un 
point  convenable  de  cette  orbite.  On  en  conclut  aisément,  en  tenant  compte  de 

la  relation 

dO.  d^  cm 

dr  âcc,       ''    àyi 

et  de  calculs  déjà  faits  (/oc.  ciV.), 


On  a  ensuite 


dt^  dt^        r^  dr 


^i  ^ Ji  1 —  =  T-  ' 


dr^^ 

(5)  ___-i^^A.m'^. 
'  dt  dv 

Revenons  à  l'équation  (2),  et  posons 

(6)  z.=zrK', 

t  sera  le  sinus  de  la  latitude  de  la  planète  au-dessus  du  plan  tixe  des  x,  y.  On 
déduit  des  équations  (2)  et  (i) 

d/^Ç  dr  d^  d^r       A:n_,2     /  ^^ 

'   dfi  ^  '^  dtdî^^'dL^  ^1^  -"  "'    àz' 

d'où,  en  remplaçant  --r-  par  sa  valeur  (/|), 

,    .  ^dV^        -^drdÇ^  A^m[  fà^  _^à^ 

"^  dt^'^^  dl-^  "^  /•  dt  dt  ~      r     \dz        ^  dr 

Les  équations  à  retenir  sont  (4),  (5)  et  (7). 

170.  Transformation  des  équations  différentielles.  -  On  introduit  comme 
variable  indépendante  v  au  lieu  de  t,  en  posant 

.g.  dv  _  k^a{i  —  n^)^ 

^    '  df.  -     '   i-^S        ' 
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a  est  une  constante,  y)  et  S  sont  des  fonctions  inconnues  de  v  qui  se  réduisent 
dans  le  mouvement  elliptique,  la  première  à  l'excentricité  e,  la  seconde  à  zéro; 
Y]  sera  censé  contenir  les  inégalités  séculaires  de  l'excentricité,  mais  mises  sous 
la  forme  de  termes  à  très  longues  périodes.  On  trouve  immédiatement,  en  tenant 
compte  de  l'équation  (8), 

dr  __         V^«(i  —  10*)      f 
dt  1 4-  S         dv 


dK_  \/^Jj'—-n^)   i_  (K. 

dt~  1  +  S        r-"  dv' 


puis,  en  faisant  D^  =  -ir-> 


d^r  _  _k^  y/i  — Y)^        l  y/i  — yj^  ^_r 
dF-  ^        /-^       I  -h  S       "  \    I  +  S     rf(' 


d^K  _      k^  \Ji  —  n-'       (  i  sji  —  n^  dK 


dt^  -        r-      i  +  S       "  V/-"     i  +  S    di 
Les  équations  (4),  (8),  (2)  et  (5)  deviennent 


—  v/t  —  Y]2  ,     (  V^i  —  "^^       r  j        I         I     I  —  Y)*    m' r^  dQ. 

1  +  S  "  \   1  H-  S     dv  /  '^  a       /■  (  r  -h  S  )2  ~     a      <?/•  ' 


dv            k\Ja{i  —  Yj^) 
( L  y/»"— ^'  ^\       y      ï  — -n' 2    I  — Yi^    "j^  d^  ^m^  (d^  __r^\ 


m'  -r- 


ou  bien,  en  développant  les  calculs. 


(a) 

(b)  ^  —  —  (I  +  S), 

di'       ^v/a(i  — Y)*) 

i      dS  i  dn^       ,        -.,,        r'-  ,da 

^    '  i-hS  dv  ~  2(1 -Y)'')   dv  ^  ^'^^''    a(i-Yi-)         ôv 
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On  pose  encore,  en  désignant  parp  une  nouvelle  fonction  inconnue  de  i^, 

(9)  r=5îii=^', 

et  l'équation  (a)  devient 

I    r    I     dp      I  H-  p    <^Y]^"|  r  I  —  fi^  d'è     I     I     <^/j-"| ,  .,  âo, 

~^  ^  "^  i  +  S  [i  — -n'  ^ "^  (i  — y}2)='  ^J  [(i  +  sy  ^  "^  2  TTs  TZ^J  ~  '^  '"  d7* 
En  posant 

on  trouve  sans  peine 

(A)    /  ^  ^ 

j  _  r i_  d^       3 I (dv^y i_  ^        I        dri^l  . 

I  -I-  S    rtt'  21  —  Y]-'     «(> 

(D)  ^^  +  ç=_(,+S)'Q^«H-,„'^!i^('f-çf). 

a^"^  dv  a{i  —  n-)  \az  or  J 

On  a  maintenant 

çy__  I _  xx'  -\-  yy'  -^  zz' 

~  ^i^x-x'f-r{y-y'y--\-{z-z')'^  ~i^' 

d'où 

^   _  Z'—Z  £^ 

Oz  #        /•'*  ' 

(r^+/-''^ — 2r/''cosH)'^ 

en  représentant  par  H  l'angle  formé  par  les  rayons  menés  du  Soleil  à  la  planète 
et  à  Jupiter.  On  a  ensuite 

z=zrti        et  de  même        z'z=r'^'; 

donc  l'équation  (D)  peut  s'écrire 


-^y  r^ (1  + 

^P       (/•2  4-,-'2_2/7''cOSH)^  '"^P 


^""'^     '  m'il^l  ^^ .^__(lJ^pç_(,  +  SrQ|. 
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On  peut  obtenir  aisément  une  autre  forme  de  cette  équation,  employée  par 
M.  Brendel.  On  a,  en  effet, 

j  _/cosH 

A  /■'='     ' 

d^       r' coslî  —  r       ces  H 

â^  , /  I         I 


f^cosH  \A*       /-'^ 

d'où 

K-j-  —  r'(Ç'— ÇcosH)    -r- =(C'  — CcosH)  -  ^ ^ 

On  trouve  ainsi  l'équation 

Z  =  m'-— ^-(C'-CcosH)-^. 
[  a(i  —  Y)^)  '  f^cosH 

171.  Développement  de  la  fonction  perturbatrice.  —  On  a 

i2  =  r- 7^  COSH, 

Vr*H-/-'^ — 2r/''cosH       '■ 

^        a    /a'                       I                            «'/•         _,\  a 

ai2=  —il  -r  —  _ 77-  cosH  \  »  a  =  -T- 


Posons 


(il)        :   r=  C-. -4-  aC.    —   -  COsH  +  2C2  (  — :    )     (   -  )    C0S2  H -f-  .  .  . , 

/        2r        „       r^  ''   «  V'  /    V«/ 


/  I T  CCS  H  4-  -^T^ 


et  nous  aurons 

aa=  y,  Co-^  2  f^y  ^fCr-  ^-  o^A  cosH  -^  2Ci  KY  {'-)  COS2H -+-..., 
ou,  plus  simplement, 

(.2)  «i2  =  pCo4-2  2;c„(^y"(^")%os/ar, 

n=rl 


n  =  oc 

,'  \  rt  +  1  /  .•\  n 
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en  convenant  de  remplacer  C,  par  G,  —  -  a?.  On  conclut  de  la  relation  (i  i), 


I      f"  cosAiH 


''H.=  ^    ,^)   C; 


ou  bien  se  reportant  au  Tome  I,  p.  274, 


^H. 


On  peut  développer  le  second  membre  suivant  les  puissances  de  la  petite 
quantité  I  —  (-)   (^)   qui  est  de  l'ordre  des  excentricités,  et  l'on  trouve 


71  C, 


/  (I 


a  ^ 


(i—  a^sin-H)^ 


2 


1.3 


i-(-:y(py]./-  - 


sin2«+2n 


On  est  conduit  à  poser 


(i— a^sin-H)^ 
(r  — a^sin^H)^ 


^H 


d\\ 


(.3) 

il  en  résulte 


r2  4'+i  —  „ 


sin2«H 


l^H; 


'0       (I  — a^sin^H) 


C„  =  a»+-*  (3'"' a«-+3|3'3"+i' 


-GTCT 


Soit  posé  encore 
et  il  viendra 


2.4 


a' 


^'^^  ^-^     ~  2. 4.6...  25  '^^■'+" 


(,5) 


c = rr- /,"■  h  (:,y(:^y]-rï"  [.-(:;)' (^71 
-K-(^y(pyT-- 


D'après  les  formules  (i3)  et  (i4)»  '{T  est  une  fonction  de  a  dont  il  est  facile 
d'obtenir  le  développement  en  série.  La  relation  (i3)  donne,  en  effet, 


^Ts..  =  '-  /sin-'H  [i  +  (.+  -^)  ^sin^H  +  (.  +  ^)  (.  +  ^J  -"-^  sin^H  +. 


t/H, 
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et  il  en  résulte  (voir  t.  I,  p.  27/1) 


'^"^'  3.4'-2«  L.  \  2/2 /i  -+-2     I 


,v  4..  L\  (s    '    ^^  ^'^''^  4-  1)  (a/i  4-  3)     a' 


2/  (2n  H-  2)(2n  ■+-  4) 


;^:^-]. 


y 


„,  __    I.3...(25-r)    I.3...(2n4-2.V-l)  5,^, 


2  .  4  ...  2  .Ç  2  .  4  •  .  ■  (2  «  -1  -  2  ,V) 

2/i  4-  2  5  -f-  I    a- 

4-  I  .$  -h  - 


a" 


/         i\   /        3\  (2/î  4- 25  4- i)(2n  4- 2.V  4-3)   a*  "I 

V  2/\  2/  (2«  4-  2  5  4-  2)(2«  4-  2.S--I-  4)    1  -2  •••J* 


On  peut  écrire  aussi,  en  introduisant  la  série  hypcrgéoniétrique, 

_,  ,  1 .3.  .  .(an    -  1)  „  /  I  I 

■^^^    '  2.  4...  2/1  \  2  'A 

,„>  1.3.  ..(25 —  i)    I  .3.  .  .  (2W  -h  25  —  1)  „       ,  _,  /  I  I  \ 

♦  2.4.  ..25  2.4.  .  .  (2/i  4-  25)  \  2  2  / 

et,  par  suite,   en  faisant  usage  du  symbole  A^  (voir  t.  111,  p.  382,  et  Annales  de 
l'Observatoire,  t.  XXI,  p.  B.23), 

2  a"  [3- V. = A^  6.;::!,  „    2  yi"'  =  ••^••;^^^~'^  a-'  A*  fe;;r.^', , 

— ^ —  2  .  4  .  •  •  25  — 5— 

de  sorte  que  les  fonctions  ^'"^  et  y^"^  s'expriment  (^)  par  les  transcendantes  de 
Laplace.  On  a,  par  exemple, 

5  —  0,         2a«[3',"^=:6('", 

5=1,       2a«(3'3"' =  Ac(")  :=c(«' —  ac<"-»>, 

5  =  2,       2a"(3'5'"  =  A^e'")  =:  e'")  —  aae'"-"  +  a^e'"-^', 


H  s'ensuit  qu'on  a  aussi 

^'0      (i  —  2acos4' +  3c')   ^  ..'      v  (i  —  3c- sin'^}')    ' 

Remarquons  encore  que  l'on  déduit  de  la  formule  (i3) 

f/a^         2  ^^       '  (c/a«)*        2  3*^'       ' 


(')  .le  dois  celte  représentation  simple  à  M.  Hadau. 
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Il  en  résulte 

On  a,  d'ailleurs, 


et,  par  suite. 


2y<;"  — a«+* 


Ijin) 


On  trouve  aisément 
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'^    ~     1       doi}'  ^-  1.2    (c/aM2' 


<f  OC^ 


1f^^^ 


1.2    (^a^)5 


a  r     f/6("> 


2    L         "'''  J 


2  2 


•^^  ~  2.4  1 


a    r       d}h^''^  dh^'^"!  1         i    3 

<^    '    -^'L (2/i+i)a^—  -h«(«  +  2)Z;(«)    r.3  --;a^A2e(«+^), 

do?'  dot.  J        2.4 


2.4.6 


(/}  — ,--   —  3  («  +  1)  a^  — ^-    +  3  ( /i^  +  3  n  -f- 1)  a  --j— 


/i(/l4-  2)(/t  -+-4)Z^(") 


2.4.6        -^ 


Nous  aurons  ensuite  à  appliquer  la  formule  (12),  en  y  supposant 


(16) 

Nous  poserons 

d'où 


1  =  1 


a      \i 


r  z=i  a 


I  —  Y]'' 


r'  :=  a'  r  5 


I  +  p' 


Izzzi 


i  —  n'^Yfj-hp' 


I  —  Y]' 


Le  coefficient  de  cos/iH  dans  l'expression  (12),  savoir 


^c«(:^ray=-^^^ 


/  \  «  (-1 

/2 


pourra  être  développé  facilement  en  série  suivant  les  puissances  de  p,  p',  y]^  et 
Y]'^.  Nous  le  représenterons  par 


2I  {—  iyil{n,  s,  s' )yy  p" p'^'n^'^n'^''' ; 
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nous  aurons  ainsi 


(•7) 


(18)     ai2  =  2COS/îH 


aft  =  22(— i)^12(/i,5,5')v.v'P*p'*'r)2''-r)'*^'cos«H, 
/        i2(«,  0,0)0,0       +^(/^  i,o)o,8p      4-î2(/i,o,  i)o,op' 
+  Î2(n,  2,  o)o,op*   H-i2(n,  I,  i)o,op?'    -h  ^{n,o,  2)0,0?'* 

—  Î2(n,  o,  o),,oTn*  4-î2(«,o,  o)o,,Y]'^ 
+  î2(/i,  3,  o)o,op'   +  ^{n,  2,  Oo.opV 

+  £2(/j,  i,2)o,opp'^4-iî(/î,o,  3)o.op'^ 

—  Si{n,  i,o),,opr)^4-i^(/î,  i,o)o,ipr]'2 
—  i2(n,  o,  i),,op'-n'4-i2(«,  o,  i)o,ip'-n'= 


Le  coefficient  2  devra  être  remplacé  par  i,  pour  n  =  o.  Nous  nous  bornerons 
h  chercher  les  premières  valeurs  ù(n,  o,  0)0,0.  ^(n,  i ,  0)^,0  p»  •  •  •  ;  pour  y  arri- 
ver, nous  formerons  d'abord  l'expression  de  X, 


>.  =  I  —  (  1  +  2  ri'2  —  2 y]2  + .  .  .  )  (  i  +  2 p' —  2 p  + .  .  .  ) , 
>>  =;  2p  —  2p'+  2Yi-  —  2n'2  +  .  .  .  ; 


à  ce  degré  d'approximation,  on  devra  remplacer);^,  X', 
(16)  donnera 

C„=ry';"+(2p'-2p  +  2y)'2-2Yj2)y("); 

on  aura  ensuite 


par  o.  La  formule 


^^mn^^ï 


=  [yT  +  (2p'—  2p  +  2y)'2—  2Y)2)y(«)][i  +  {n  4-  i)p'—  np-h{n  +  i)ri'^—  «y)*] 

—  7o"'['  +  ('i  +  I)P'  —  «P  +  (/i  +  i)yi'^  —  /iYi^]  +  (2p'  —  2p  +  2n'-'~  2Y3»)y',"'. 

On  en  conclut 

^(«,0,0)0,0  =  70"', 


(19) 


i^(«,  1,0)0.0=.-      «yr-2yr. 

Î2(«,0,  l)o.o:=(«-f-l)y'o'"-+-2/«', 

i2(/i,  0,0)1,0  = 

î2(«,  0,0)0,1  =  (/i  +  i)y 


/iy'«'-H2y(% 


(«) , 


2yV", 


Cherchons  encore,  pour  bien  expliquer  la  marche  des  calculs,  la  valeur  de 
Q.(n,  3,  0)0,0.  Nous  avons  y  =  v'  =  o,  4-  =  3,  /  =  o;  nous  pourrons  prendre 


4p'- 


1  =  1— ■ r^  =2p  —  3p* 

(I  +  P)' 

X2=z4ps  — i2p»  +  ...,        X'=8p» 


T.  -  IV. 
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et 

En  cherchant  dans  ce  produit  le  coefficient  de  p^,  on  trouve  aisément 

^{n,  3,  0)0,0  =-  g  n{n  +  i)(/i  +  2)  /;''-(«  +  2)2y'«'  -  4(«  +  3)/^"'  -  Sy'"'. 

(  Foi>,   pour  le  calcul  des  autres  coefficients,   la  page  29  du  Mémoire  de 
M.  Harzer.) 

172.  Développement  de  P  et  de  Q.  —  On  a 

P  :=  m  r^  -r-  ,  r  =za , 

or  I  H-  0 


dr  ~       a(i  —  Y)^)  <?p  ' 
d'où 

P  =: —  m'(l  — Y)    )  — ^ — > 

dp 
et,  en  se  reportant  à  la  formule  (17), 
P 


m 


2(1  — -/]2)i;5(— i)^£2(«,5, /)v,v'P'-'p'*"'r]'^-n''^'cosnH. 


Si  donc  on  pose 


p 

(ao)  —  =3  2  2(—  i)^P(n,  5,  s')yy  p'p'^'-n'-U"^'  cosn  H, 

on  aura,  par  la  comparaison  des  deux  valeurs  de  P,  et  en  changeant  dans  la 
première,  d'abord  ^  en  5  +  i ,  puis  v  en  v  - — ^  1 , 

(21)  'P{n,s,s')yy  =  —  {s  -\-i)^{n,s  +  i,s')yy-h  ^{n,s  +  i,  ^')v_,,v'. 

On  a  ensuite 

m'       a(i  —  f]'^)   di'        (n-p)2    à^' 

ni'-^  (i-^-pY^^^      I)  li(/i,5,^  jv.v'P  p     ri    n  — 
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On  pose 

En  comparant  ces  deux  expressions  de  Q,  après  avoir  développé  dans  la  pre- 
nfiière  (i  +-  p)"-  suivant  les  puissances  de  p,  on  trouve 


(23) 


Q(«,  .9,  5')v,v' =:        ^(/', 'î,  •î')v,v'        — 2^(/i,  .Ç  —  I,  .ç')v,./       H-3i2(«,5  —  2,.ç')v,v'       — ••• 
■+■  ^(«,,Ç,.v')v_i,v  —  2i^(«,f—  I,.s')v-,,v'-i-3i2(/î,.9~2,.ç')v_,,v'  — •••• 


Il  ne  faut  prendre,  dans  le  second  membre,  que  les  termes  pour  lesquels  les 
indices  5  et  v  sont  positifs.  Nous  supposerons,  pour  simplifier,  les  inclinaisons 
nulles;  nous  aurons  alors 

a^=iV  —  v:  r rrr— nsinn((^  —  (' ), 

et  les  formules  (20)  et  (22)  deviendront 

(  P  -z2m'l(—iy        P{n,s,s'\,^'p'p'-'''r,^^-n'^'''cosnU'  —  ç'), 

(24)  5 

(   Q  —  2m'l{—  iy+^  nQ( n,  s,  s')s,yp' p"'r}-''-n'^'''  s\nn{v  —  ç'). 

Les  coefficients  qui  figurent  dans  ces  formules  s'expriment  simplement,  par 
les  formules  (21)  et  (2^),  à  l'aide  des  coefficients  analogues  dans  le  développe- 
ment de  ù. 

Pourvoir  comment  on  tient  compte  des  inclinaisons,  nous  renvoyons  le  lec- 
teur à  un  Mémoire  étendu  de  M.  Olsson,  Ueber  die  abso^ute  Bahn  des  Planeten 
(i3)  Egerie,  Stockholm,  1893. 

173.  Temps  réduit.  —  Il  s'agit  de  voir  comment  on  exprimera  t  en  fonction 
de  \^.  Reprenons  la  formule  (h),  et  posons-y 

k 

(25)  7^  =  n; 

n  sera  une  constante  absolue,  et  il  viendra 

(20)  -—y-  '=  -, rr(i  +  ï')' 

^      '  dv  {}  -h  p)- 

Soit  (p)  la  partie  de  p  qui  ne  contient  pas  le  facteur  m'  et  est  de  l'ordre  de 

l'excentricité.  On  a 

(p)  =  y)COs(i'  — ct); 

mais,  à  l'exemple  de  Clairaut  et  de  Laplace  dans  le  cas  de  la  Lune,  iM.  Gyidén 
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introduit  dès  maintenant  le  mouvement  moyen  du  périhélie,  lequel  est  de  la 
forme  ^nt,  et  nous  le  supposerons  représenté  par  çç»;  la  longitude  du  périhélie 
sera  donc  égale  à  cy  +  çp,  et  nous  aurons 

(27)  (p)=:Tncos((^  — çf  —  m); 

le  coefficient  ç  est  extrêmement  petit;  (p)  est  ce  que  M.  Gyldén  appelle  lapartie 
élémentaire  dep;  v]  et  gt  contiendront  le  reste  des  inégalités  séculaires  mises 
sous  la  forme  de  termes  à  très  longues  périodes;  on  pose  ensuite 

(28)  p  =  (p)  +  R, 

et  R  sera  de  Tordre  de  m'.  La  formule  (26)  donnera 

ndt  ,  ,1         I  +  S 


dv  '    [i+(p)  +  K]  = 

On  pose 

(29)  ni=:nÇ  +  W, 

^  étant  déterminé  par  l'équation 
...  ndK       {i-n'^f 

On  trouve  ensuite 


ou  bien,  en  développant  suivant  les  puissances  de  R, 

dW       (i  — Y)^)^  r         2R  3R«  _  2RS 


T         2R  3R«  2RS  "1 


,  à^      [i  +  (p)]'L    i  +  (p)     ['  +  (?)]=' 

On  peut  ensuite  développer  suivant  les  puissances  de  (p)  et  de  y)",  ce  qui 
donne 

^  =S-2R  +  3R2_2RS  +  3y]2R-  -y)2S 
d^'  2 

4-(p)(6R  — 2S  +  6RS)  +  (p)M3S-i2R)H-.... 
On  peut  remplacer  (p)  par  sa  valeur  (27)  et  (p)^  par 

\-ff  -  ri^  COSilV  —  2çr —  2C3). 

2  2  ~ 
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On  trouve  finalement 


(3i) 


-7-— S  —  2RH-3RÎ  —  2RS  -h  (6R  —  2S  +  6RS)y}  cos(i>  —  çç-  cj) 

Cli' 

—  3yî'R  +  (-  S  —  6RjY)'  cos(2t'—  2çi>  —  2rs). 


II  nous  faut  revenir  maintenant  au  calcul  de  '(  par  l'équation  (3o);  cette 
quantité  C  est  ce  que  l'on  nomme  le  temps  réduit.  On  comprend  le  sens  de 
cette  dénomination  quand  on  se  reporte  à  la  formule  (29)  ;  X,  est,  en  effet,  la 

W 

partie  principale  de  /,  et  —  en  est  le  complément.  Les  formules  (27)  et  (3o) 

donnent 

3. 

(32)  dK=T- ,  7T:,dv. 

Or,  on  a  [t.  I,  p.  224,  formule  (D)] 

(i  — m*)'                                  /                  N  ,       2  i  +  2v/i-  Y]*  , 

f — ■ m=^  —  2Tncos(('  — ç('  — ct)  +  2y]2- /  cos2(p  — gt>  — ct) 

[H-YJCOS(t^  — çt'-57)]2  (l  +  ^X-YÎ^)' 

-    1  +  3  sji  —  'n"'         o  /  V 

—  2r]3 cos3((^  —  çt^— cj)  4-  .  . . , 

ou  bien 

(33)  -5- =  I  +  V  iB,cosi(('— Ç^— ^)- 

On  aura,  comme  on  voit. 


-j  _  ,     14-2V/I  — Y]^  „  2  I  +  3\/l— Tf)« 


^            2    .    \ -\- (^sj \  —  n^ 
B*  —  -h  7  m*  7 -V r^  > 


d'où  l'on  tire  aisément 

w^        3    ,       I     ,  „  1,1, 

B,=— 2r),  B,=  7  Yj2  _^  g  y)*  +  ...,  B,  =~  ^  yj' —  g  m^  — . . . , 

(34)     { 

5  3 

B4=  5- Yî*-h...,  Bs  =  — 7-10''  +  .... 
02  40 

En  intégrant  l'équation  (33),  et  considérant  yj  et  cr  comme  des  constantes, 
il  vient 

Ç  — fH 2B,  Hinf  (  <■—?<'  — '5J)  H- consl. 
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On  aura  donc,  en  désignant  par  A  une  constante  arbitraire  et  se  reportant  à  la 
formule  (29), 

(35)  nt-\-  X  —  \>  -^ DB/siniït^  —  çt-  —  ro)  -+-W, 

I  —  q 

on  aurait  de  même,  pour  Jupiter, 

(36)  n't-\-K'=v' +  -^,l'R'i<,mi{p'  —  ç'v'—m')-\-l^', 

OÙ  çW  désigne  le  mouvement  moyen  du  périhélie  de  Jupiter;  les  coefficients 
B^-  sont  définis  par  des  équations  que  l'on  déduit  de  (34),  en  y  remplaçant 
y]  par  r\  . 

Il  y  a  lieu  de  compléter  dès  à  présent  les  formules  précédentes;  nous  avons 
supposé  Y]  et  cï  constants  dans  l'intégration  de  l'équation  (33);  mais  M.  Gyldén 
trouve  plus  avantageux  d'aff'ecter  y]  et  xs  de  leurs  inégalités  à  très  longues  pé- 
riodes, de  manière  que  R  se  compose  autant  que  possible  de  termes  à  courtes 
périodes.  Il  nous  faut  donc  tenir  compte  de  la  variabilité  de  y]  et  de  ct;  revenons  à 
l'équation  (33),  en  ne  prenant  que  les  deux  premiers  termes  du  second  membre  ; 

dK  . 

-r-  =  I  —  2  y)  ces  (  ('  —  ç  «'  —  ct)  , 

dv 

d'où 

Ç  =  f' —  1  \  ■f\co?.{v  —  çv  —  -G5)dv. 

On  a  la  formule  suivante,  qui  se  vérifie  immédiatement, 

/  Y]COS((^ —  qv  —  Gj)  t/c  r=r Y)  COSCJSin(<^—  çv) 

/  sin(f  — çp)fl?.  Y]  coscT 

Y]  sincTCOs((^ —  çc) 

I  — ç 

H ^-  /  cos(^' — qv)d.r\?,mTxS. 

Si  donc  on  pose,  en  négligeant  <;  devant  i, 

(  37 )  X  —  2  /  cos  (p  --  ç <^)  G^.  Y)  sin GT  —  2  /  sin  (('  —  ç  v)  d.  n  cos cr , 

on  trouve  que  l'équation  (35)  doit  être  remplacée  par 

(35')  nt-hA=i'-\ —  lBiSmi{i'-  çr  -  gt) -+- W  — X  ; 
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on  aura  de  même 

(36')  n't+X'—v'-^  — ^,  lB;sini(i''— ç'v'  — GT')-hW'  — X', 

(37')  X'^raj  cos((''  — s'p')<:/.Y)'sinGj'— 2  f^\u{v'  —  c;'v')d.n'co&xs'. 

174.  Expression  de  t'  en  fonction  de  v.  —  Éliminons  t  entre  les  équa- 
tions (35')  et  (3G'),  et  posons  pour  cela 


(38)  /^^TT'         B==A'-fjiA,         U=:^(W-X)-(W'-X'); 
nous  trouverons 

(39)  v'=  ^^>  -^M  ^y}  +  -R-  ^^.^{ni{v  -  qv  -wf ^lB'i^u\i{v'~ç'v'—xs'). 

Il  s'agit  de  tirer  de  là  l'expression  cherchée  de  v  en  fonction  de  v.  Posons 


(4o) 

nous  aurons 


V  —  qv  —W=.Y  y  V  —  [iq'  ^'  —m'  =z\'  y 

(1— f/)(^— B  —  U  — «',  v—v'—^; 


çV=  ç'([J.t'  H-B  +  U  +  .  .  .)  ^fJ^f^s'-i--  •  •  > 

j,'__çV'_to'— V'-H, 
et  l'équation  (39)  donnera 

H  =  ^v ^  2B,siniV ^2B;sinA(H-V'); 

l —q  I  — q 

c'est  de  là  que  l'on  tirera  H  en  fonction  de  w,  v  et  v'  -,  on  pourra  employer  la 
méthode  des  approximations  successives;  on  aura  d'abord 

^  =  w ^IB/sin/V ^2B:sin(^\v-fV ^^IB^siiwvV 

\—q  \—q'  \  I— S  / 

et  ainsi  de  suite.  Nous  nous  bornerons  à 

(40  H  =  wH ^Y]sinVH 7  y3'sin(w  — V). 

j  — S  I— s' 

On  en  conclut,  au  même  degré  d'approximation, 

cos/iH  — cosww—    ^^^  n  sinVn ;  •n'sin(«'  —  V)    sin/iw^, 

[_i  — 5  I — i  J 

sinnH  =  siii«w4-    ^ii^  nsinV-f-  -^-^  ^n'sin(^^'—  V)    cosnw, 
L'— S  '— î  J 


3(^2 

ou  bien 
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(42) 


(43) 


cos  «  H  =  cos  nw ■ n  cos  (nw  —  \)-\ — ■ n  cos  (nw  -\-  V  ) 

I  — ç  i—ç 


1  — ç 


>  Tr)'cos[(«  -i--  i)(v— V] 


i  —  Ç 


-,  -n' co&[{n  —  i)w -\-  y']; 


sin/iH  ^  sin/iwp' 


~ —  rt  S]n (nw  —  V)  H — ^ tq  sin (««•'+  V) 

l—Ç  l—Ç 

-i ^Y)'sin[(/i  +  i)w  — V] — — ,  Yi'sin[(Ai—  i)w  + V']. 


Il  s'agit  d'en  déduire  les  développements  de  P  et  de  Q.  La  seconde  des  for- 
mules (24)  donnera 

Q  =—  2m'lnsinnB[Q{n,  0,0)0,0  -t-  Q(/i.  i,  0)0,0  P  +  Q(/^  o>  Oo.oP']; 

on  doit  remplacer  p  et  p'  par 

p  =  r)  cosY,        p'=Y)'cos((v  —  V), 

ce  qui  donnera,  en  négligeant  ç  et  ç'  dans  les  diviseurs, 


Q  fsinnw  —  iJ.nnsin{nw  —  V)4-  /xmn  sin{niv-+-  V) 

_  ^_2nO(n,o,  0)0,0  1^  +,iy3'sin[(/i  +  i)^v-V']-«Y3'sm[(Ai-j)^v-l-V 

—  2nsiiïnwQ{n,  j,  0)0,0 m  cosV 

—  2rt  sin/iWpQ(n,  o,  i  )o,o'^'cos(mp' —  V), 


,] 


si  l'on  pose 
I  Q 


Ao,o(«)  —  n)  sinnw 


^^^\    I  +  Ai,o(n  +  I,  —  «)  Y)  sin(/iw^  4- V)  -+- Ai,o(«— I,  —  «)Y)sin(Auv  — V) 

+  Ao,i(/i,  —  /i  +  i)yj'sin[(«  —  i)w  +  V] 
+  Ao,i(«,  —  n  —!)■(]'  sin[{n  -h  i)w  —  V], 

On  trouvera  sans  peine,  en  comparant  à  l'expression  précédente  de  — ,» 


(45) 


Ao,o(/î,  —  « 

Ai,o(«  +  I,  — « 
Ai,o(/î  — I,  —  n 
Ao,i('ï>  —  «  +  I 
\  Ao.iC'^j  —  «  —  1 


=  —  2n      Q(/^,  0,0)0,0, 

=  —  2^/l2Q(«,  0,0)0,0  —  WQ(«,   1,0)0,0, 

=  4-  2iin^Q{n,  o,  0)0,0  —  f^Qifi,  I,  0)0,0, 
=  +  2  «-Q(«,o,  0)0,0— «Q(n,o,  1)0,0, 
=  —  2     n^Q{n,o,  0)0,0  —  «  Q  (  /î>  o,  i  )o,o  • 


1    » 


(n) 
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On  a  ensuite,  d'après  la  formule  (23), 

Q(/i,  0,0)0,0  =  i2(rt,  0,0)0,0, 

Qif^,  Uo)o,o  =  ^in,  1,0)0,0  — 2Q(n,  0,0)0,0, 

Qin,o,  1)0,0  =  S2(n,o,  Oo.o, 

d'où,  en  ayant  égard  aux  formules  (19), 

Q(/^  0,0)0,0=     yr» 

Q{n,  1,0)0,0- —(/H-2)y'„«'-2y<«' 
Q(/î,o,  1)0,0=      («4- i)y'o"'-+-2/«' 

Il  en  résulte  enfin 

A,,o(«  -hi,  —  n)z=       {n^-{-2n  — 'i^n'^)y^^'>  -\-iny 

(46)  ^  Ai,o(/i— I,  —  «)  =      (n^H- 2n  4- 2/jin2)y(^'i)  _f_  2^y(«)^ 
Ao,,(«,-«-M)  =      («'--/i)y<o'''-2/iy'«', 
Ao,i(«,-n-i)  =— (3/i2  +  «)y';»'  _  2/^y'«^ 

Au  lieu  de  y'^*',  il  faut  prendre  y'^"  —  -  a^. 
On  aura  de  même 

p 

— -m      Boo('^  —  n)Q.o?>mv, 
m  ' 

(47)  /  H-B,,o(/i  +  1,  — /«)y]  cos(/îw^ -h  V)  H- B,,o(/J  —  I,  —  «)yîCOs(«('p'— V) 

j  -i-  Bo,i(«,  —  «  4-  O'O'  COS[(/l  —  l)(V+  V] 

\  +Bo,i  {n,  —  «  —  1)71'  cos[(/i  -f- 1)»^—  V']; 

et  l'on  trouvera  assez  facilement 

Bo,o(«,       -/0  =  2/iy<«'4-4yr, 

B,,o( «  + 1, --  '0  ~  (  —  «'  —  «  +  2|ji«2)yw  +  (  _  4,i  _  6  +  4.t^« )yV"  —  8y','", 

(48)  (  B,,o(/^-I,-/^)  =  (-/^^-/^-2fJl«^)y'„'"  +  (-4«-6-4p/Oy'l"'-8y',"^ 
Bo,i(/i,  -  n+  I  )  =  -  ( «2  _  ^)y(«)  +  6y'«'+  8y','", 
Bo.,('i,  -/ï-0=     (3/i2H-«)y';'  +  (8/i  +  6)y'i'"+8y'2'". 

Il  faut  remarquer  que,  pour  n  =  o,  les  expressions  des  B  doivent  être  divi- 
sées par  2. 

Remarque.  —  Soit  3"  l'argument  général  du  développement  de  12;  â  sera  une 
combinaison  linéaire,  avec  multiples  entiers,  des  trois  arguments  partiels  w, 
T.  —  IV.  DO 
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V  et  V,  définis  par  les  formules  (4o).  On  pourra  donc  écrire,  en  désignant  par 
a',  p  et  P'  trois  entiers  positifs  ou  négatifs, 

d'où 

^  =  (;(  —  a'— [3  —  |3'  + fza'+ (3ç  + //j3'ç')  +  a'(B  +  U)  +  (3cT+ (3'ct', 
OU  bien 

(49)  3-=  (-•(«  + fxa'+(3ç  +  {3'|jiç')  +  a'(B  +  U)  +  [3r^  +  (3'cT', 
en  faisant 

(50)  a  +  a'+(3  +  (3'=ro. 

Le  cosinus  de  ^  sera  multiplié  par  yj^y]'*',  et  l'on  aura 

5  =r  I  (3  I  +  un  nombre  pair, 
5'— I  [3' I  4- un  nombre  pair. 

Nous  remarquerons  encore  que,  dans  ù,  on  aurait  dû  remplacer  p  par 
(p)  -h  R,  et  non  pas  seulement  par  (p).  De  là  une  nouvelle  modification  de  la 
fonction  perturbatrice,  mais  sur  laquelle  nous  n'insisterons  pas. 

M.  Masal,  dans  son  Mémoire  intitulé  Formeln  und  Tafeln  zur  Berechnung  der 
absoluten  Stôrungen  der  Planeten,  Stockholm,  1889,  a  développé  les  expressions 
des  coefficients  A  et  B  en  fonction  des  yj"',  jusqu'aux  troisièmes  puissances  des 
excentricités,  et  il  a  donné  des  Tables  pour  plusieurs  des  coefficients  qui  figu- 
rent dans  les  formules. 
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SUITE  DE  LA  MÉTHODE  DE  GYLDÉN  POUR  LES  PERTURBATIONS 
DES  PETITES  PLANÈTES. 


175.  Recherche  de  la  partie  élémentaire  de  p.  —  Dans  une  première 
approximation,  les  équations  (A)  et  (B)  du  Chapitre  précédent  peuvent  être 
réduites  à 

(■)  ^+P  =  .S-P. 

<')  f  =  -Q- 

Nous  allons  chercher  dans  P  et  S,  par  suite  dans  P  et  Q,  les  termes  dont  les 
arguments  sont  V  et  V  parce  que  ces  termes  peuvent  grandir  beaucoup  dans 
l'intégration  de  l'équation  (i)  ;  nous  nous  bornerons  d'ailleurs  aux  parties  prin- 
cipales des  coefficients  des  termes  en  question,  lesquelles  contiennent  l'un  des 
facteurs  y]  ou  y\  .  Nous  aurons  alors 

P  dail  Q     "  ,  daQ, 

m'  dp  m  0K> 

aft=      -tCo-1-2{-7)   -CiCosH, 
r  \r  /    a 

1  +  p 

les  termes  en  COS2H,  cos3H,...  doivent  être  laissés  de  côté,  parce  que  les  por- 
tions 2.W,  3w,  . . .  des  arguments  ne  pourraient  pas  être  détruites  dans  les  mul- 
tiplications par  p  et  p'. 


Nous  aurons  ensuite 


(iH-p  )«' 
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d'où  l'on  tire  aisément 

^=-2y\o^ii  +  2p'-  3p)  +  Syrip  -  9'), 


puis 

daQ. 


r=      2y',»)(T  +  3p'-3p)-8/,'"(p-p') 


à? 

4-2cosH[(i  +  2p'-2p)/;'  +  2//'(i  +  5p'-5p)-8y'2*'(p-p')]- 

On  a  d'ailleurs 

daQ.             I  4-  20'  ,,     .    ,, 
— r —  —  —  2 CiSinH, 

av  I  +  P 

(I  -  2p)  ^  =-  2  sinH[(i  +  2p'-  3p)yl,»'  -  2(p  -  p')/,"J. 
Il  reste  à  remplacer  p,  p',  cosH  et  sinH  par  les  valeurs 

p=:yiCOsV,  p'=  Y)'C0S(w^  —  V), 

cosH  =  cosw—  py]Cos(«^  —  V)  +  ]u.n  cos(wp' -h  V)  +  yi'cos(2WP'  —  V)  —  tq'cosV, 
sinH=:  sin  «^  —  /jly]  sin(Mf—  V)  H-  jjly]  sin(pp  +  V)  +  yj'  sin  {iw  —  V)  —  yj'sin  V, 

et  à  retenir  seulement  les  termes  d'arguments  V  et  V. 
On  trouvera  ainsi 

~^^^  —      2y\«'-6y'iO'y)COsV  — 8/2<"Y)COsV4-6/i*'r)'cosV'H-8y',*'Y]'cosV', 

On  aura  donc 

(  P=:      2m'y'i«'  — m'[6y'i»'  +  8y'2'"]Y]COsV  +  m'[6//'  +  8y'2"]yi'cosV', 
^    ^  1  Q  =  _2m'yV'-o'sinV'; 

l'équation  (2)  donnera 

S  =  2 m'y'/'  /  y)'sinVWt^  =r  am'y^*'  /  Yi'sin[(i  —  (Jiç')  p  —  nj']rf^'. 

On  peut  effectuer  l'intégration  en  considérant  r\  et  m'  comme  des  constantes; 
il  vient  ainsi 

(4)  S=:-^^^^Y)'C0SV'. 
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En  portant  dans  (i)  les  expressions  (3)  et  (4)  de  P  et  de  S,  il  vient 

^  +  p  =  -  am'y',»'  +  /n'[6y',<"  H-  8/,«']r)  cosV 

-  ""'  [yV  (TTrj:^  +  e)  +  8y<»']  -o'cosV. 

On  peut  supprimer  la  partie  constante,  ce  qui  reviendrait  à  une  modification 
de  la  constante  a,  remplacer  y]  cosV  par  p  et  poser 

(5)  (3  =  m'[6/,«'  +  8/,«'], 

(6)  _y^;n'[//'(-^-i-,  +  6)+8y-']. 

On  trouve  ainsi,  en  mettant  (p)  pour  la  partie  élémentaire  de  p, 

(7)  ^^+(i-P)(p)->'r)'cos[(.-/^çO^-^']. 

Nous  aurions  pu  faire  le  calcul  ci-dessus  en  nous  aidant  des  résultats  obtenus 
au  Chapitre  précédent;  mais  il  y  avait  de  l'intérêt  à  le  faire  directement. 

176.  Intégration  de  Téquation  (7).  —  Soient  e'  et  (o'  l'excentricité  et  la 
longitude  du  périhélie  de  Jupiter;  on  a  vu  (t.  I,  Chap.  XXVI)  que  e'  et  co',  en 
tenant  compte  des  inégalités  séculaires  causées  par  Saturne  et  Uranus,  sont 
déterminés  (')  par  les  formules 

(o)  < 

(  e'cosw'=x'cos(^<  +  g)  +  XiCOS(^i<  +  Çi)  +  x'^  C0S(^si4- Ç,). 

Les  coefficients  g,  gi  et  g.^  sont  très  petits;  nous  donnons  leurs  valeurs  plus 
loin.  Posons 

(9)  g  =  n'^,         ^,  =  «'ç', ,         g^  =  n'<-^; 

les  formules  (8)  deviendront 

(8') 


e'sinco'=  x'sin([jiç^'  +  V)  +  x',  sin({jiç,^'  ^-T',  )  +  x,  sin(|ULç',  (^  +  r',  ), 

e'C0SC0'=x'C0S(/J!.çV-hr')  4-x'iC0S(/Jlç'i  V-irT\)  +  X,  COS  (/Jiç'j  t»  4- F,  ). 


Le  coefficient  x'  est  plus  grand  que  la  somme  des  valeurs  absolues  de  x',  et 

(*)  En  laissant  de  côté  les  perturbations  causées  dans  le  mouvement  de  Jupiter  par  Neptune,  Mars, 
la  Terre,  Vénus  et  Mercure. 
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de  X2  ;  donc  (t.  I,  p.  4i8)  [xçV  -h  F  est  la  partie  non  périodique  de  w',  de  sorte 
que,  si  l'on  fait 

(10)  oi'  =  iJ.ç'i>  -hzo', 

cî'  se  composera  seulement  de  termes  périodiques,  mais  de  périodes  très  lon- 
gues ;  la  quantité  ç'  définie  par  la  première  des  formules  (9)  est  donc  identique 
à  la  quantité  ç'  introduite  antérieurement.  Si  l'on  met  y]'  au  lieu  de  e',  on  déduit 
aisément  des  formules  (8') 

/  7i'cos(m'-r')  =  x'  +  x;cos[(iULç;  -ixç')ç  +  t\  —  t'] 
^x;cos[(^ç;-iULç')^-4-r;-r'], 
y]'sin(GT'-r)=:      x;sin[(fjiç;-^ç')^^  +  r;-r] 
l  +x;sin[(|j.ç;  —  ^ç')(^4-r;  —  F]. 

On  peut  écrire  aussi 

■n' cos[{i  —  iJ.<;')v  —  m']  =x'cos[(i  —  ixç')v  —  T']  -hXiCOs[(i  —  jjiç'Jt^  —  Tj]  +.  .  . 
r)'sin[(i  —  ixç')ç  —  T^']  =  x'sin[(i  —  ;j!.ç')p  —  F]  -h  Xj  sin[(i  —  fjiç'i  ){^  —  T',]  +.  .  ., 

moyennant  quoi  l'équation  (7)  devient 

(12)  |^+(^-P)(p)  =  y>^'cos[(i-f.ç').-r'] 

{  +  yx'i  cos[(i  -  ixç[)ç  —  r;  ]  +  yx;  cos[(i  —  ixq\)  ç—  r;]. 

C'est  une  équation  linéaire  du  second  ordre,  à  coefficients  constants,  et  avec 
second  membre.  On  sait  que  son  intégrale  générale  sera  de  la  forme 

(i3)  i  (P)  =  >to  cos(  t' v/i  —  [3  —  r)  4-  a  cos  [(1  —  ixç')v  —  F] 

1  +aiCos[(i  — ^ç',)(^  — r;]  +  a2Cos[(i  — ^ç'Jt^  — FJ, 

où  Xo  et  Tsont  deux  constantes  arbitraires.  D'après  ce  que  l'on  a  supposé,  p.  388, 
on  doit  prendre 


(i4)  \r> 


I— ç,  a  =  '2Ç  —  ç'. 


Les  coefficients  a,  a,  et  a,  s'obtiennent  en  écrivant  que  l'expression  (i3)  vé- 
rifie identiquement  l'équation  (12).  On  trouve  ainsi  sans  peine 

a  [{i-çr-{i-[j.ç'n  =  yy^', 
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Si  l'on  pose  encore 


(i5) 


a 

= 

n 
n 

s' 

= 

—  > 

n 

o-« 

= 

n' 
n 

Ç'i 

— 

g\ 
—  > 

<^i 

= 

n' 
n 

«; 

~ 

gt 
—  ) 
n 

on  trouvera  que  la  formule  (i3)  devient 


(p)  =  xo  cos[( .  -  ç)  r  -  r]  +  ^^_/_^g_^^,  cos[(i  -  a) r  -  r  ] 
(i6)  \  H p ^COs[(i-cr)(^,-r;] 

'  20-1—  0-f  —  2Ç-f-  ç2  L\  /     1  IJ 

^'^^  cos[(i-cr)r,-r;]. 


2(72— (72— 2ÇH-S 


177.   Détermination  des   constantes  arbitraires  xo  et  r.    —   Reprenons 
réquation  (i6),  en  l'écrivant  ainsi 


2 


(17)  (p)  =  ><o  cos[(i  -  ç)  P  -  r]  +  2  «'•  cos[(i  -  ^ly  -  r;] , 


('8)  a,=  ; ^ 


0 

X, 


(O-,-—  ç)(2  —  (7,  —  ç) 

On  doit  avoir  aussi 

(^9)  (p)  =  <?COS(t'  — II), 

en  désignant  par  II  la  longitude  variable  du  périhélie.  En  égalant  les  coefficients 
de  cost'  et  de  sint^  dans  les  deux  expressions  (17)  et  (19)  de  (p),  on  trouve 

,     ,  i  e  cosn  =  xocos(çr -hT)  +  2a,cos((7,t'H-rO, 

(20) 

/  esinll  =  XflSin  (çr  +  T)  +  2a,- sin  ((Tjt'  -t-  Fi). 

Soient  e^,  et  cjo  les  valeurs  initiales  de  c  et  de  II  à  l'époque  qui  correspond  à 
(^  —  o;  on  aura 

Co  COSClTo  ^=:  Xo  COST  +  28/  cosT/, 
e^  sincTo  =  ^^o  sinF  h-  2a/  sinF/; 

d'où 

,     ^  (  X(,cosFi=  eoCosGTo  —  2a/C0sF/, 

(3i) 

(  Xç  sinF-^CoSincTo  —  2a/sinF/. 
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En  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (17),  il  vient 

(22) 

OU  bien  encore 

(23)     (p)  =  eocos[(i  —  ç)(^  — cTo]+22a/Sinf  ^^^pjsin    ('  — ^^V^)  ^  — ^H" 

Pendant  un  intervalle  de  temps  pas  trop  grand,  mais  qui  peut  être  cependant 
de  plusieurs  siècles,  on  est  en  droit  de  se  borner  à 

.      Ci  —  ç  (Ji  —  ç 

sin p  = <\ 

2  2 

La  formule  (23)  devient  alors,  en  remettant  pour  a,  sa  valeur  (18), 

{p)  =  e,  cos[(i  -  ç)  i^  -  GJo]  +  ^  2  2  -^'-  g  ^^"  [y  ~  ^^)  ^  ~  ■^'■J  ' 

0 

on  pourrait  même  prendre 

j'=2 

(24)        (p)  =  eoCos[(i-ç)^^-cTo]  + ^i^2yx;sin|^(^i-^i^^j  <^-r;j. 

1  =  0 

Mise  en  nombre  des  formules  : 

(3  =  m'[6yV'  -h-  8//'],  y  =  -m'  j^y',"  (^^  +  ô)  +  8/,»'J  , 


x' = -4- 0,042.675  g  m    3'^78o.294  Ç  ^=    25.52.23 

x',  = -H  o,oi5.5o9  ^,=  22,500.087  Cj',  =  306.37.  9 

^2  :;=  +  o,oo3.o57  g^=    2,842.232  ^2=^   97.50.28 

Ces  nombres  sont  empruntés  au  Mémoire  de  M.  Max  Wolf,  Sur  les  termes 
élémentaires  dans  l'expression  du  rayon  vecteur  (Annales  de  r observatoire  de 
Stockholm ,  t.  IV)  ;  l'auteur  applique  ses  formules  à  Cérès.  On  a  ,  page  9 
(/oc.  cïV.), 

/.y'jO'  =  2,737.28,  /.y'^'"^  2,077.91,  ,_         I 

/.yV'r:^  2,355.59,  /.y'ji'  =  3,738.81,  ~  'o47,2 
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On  trouve  ainsi 

/.(3:- 4,606.60,         /.y^^.^i-î.ac!,,,         /.ç  — ^,305.57, 


/|ni 


On  a  n  =  770", 4 1 1,  en  un  jour;  les  valeurs  de  g,  g,,  g.,  sont  exprimées  en  pre- 
nant l'année  julienne  pour  unité  ;  donc  on  doit  prendre 

365. 25 /t' 
on  trouve  ainsi 

/.  0"  =r  5,  128.21  ,  /.O-,  :=  5,902,86,  /.<7î  r=  5,004.33  ; 

0-,  T,  et  7,  sont,  comme  ç,  des  nombres  abstraits.  On  a  ensuite 

(?o  =  sin4''22'37",  /.  ^0  =  2,882.62 , 


et  il  vient 


(25) 


(p)  —      (2,882.62)  cos[(i  —  ç)  p  —  nTo] 

—  (6,741 .36)('sin    ( 

—  (6,3oi  .77)t'sin 


2 

«7|  +  Ç 


( -r 


'] 


(7,596.49)<'sin[(i-îi^^)r-r; 


On  peut  remarquer  que,  dans  la  formule  (17),  les  coefficients  a,  sont  rela- 
tivement considérables,  à  cause  des  diviseurs  a-,  —  ç  qui  sont  très  petits.  On  a, 

en  efTet, 

a  =0,006.013.43,  (7  — ç  =: — 0,000.188.67, 

(Tt  =  0,000.079.96,  0-,  —  ç  =  —  0,000.  r22.  i4, 

0-2=0, 000 .010.10,  0-2  —  ç^=  —  o,  000 . 1 92 .  00 , 
ç    =:  0,000.202. 10, 

et  il  en  résulte 


(26) 


(p)=rxoCOs[(i-ç)r-r]  +  (2,465.66)cos[(i-T)r-r'] 

+  (2,214.91)  cos[(i  — !T,)t'  — r;  ] 
4-  (3,3i3.i9)cos[(i  — C7,)<'  — r;]. 


C'est  après  la  détermination  des  constantes  arbitraires  que,  dans  la  formule  (23). 
a,  se  trouve  multiplié  par  le  facteur 


2  sin (', 


[ni,  même  pendantplusieurs  siècles,  est  très  petit.  Ainsi,  pourÇérès.raugmentp 
T,  -  IV,  5| 


402  CHAPITRE    XXIV. 

de  78^,165  en    un   an;    au  bout  d'un  siècle    et  de  cinq  siècles,   le  facteur 

2sin  ^~''  V  atteint  les  valeurs  respectives  —  0,026  et  —0,128.  M.  Wolf  a, 

dans  son  expression  finale,  des  coefficients  voisins  de  ceux  de  la  formule  (26), 
et  non  pas  des  coefficients  réduits  comme  les  nôtres. 

La  différence,  très  sensible  comme  on  voit,  tient  sans  doute  à  la  façon  de 
calculer  les  constantes  arbitraires  Xo  et  T.  L'auteur  emploie,  pour  cette  déter- 
mination, les  équations 

(p)o  =  eocos(c'o  — GTo),         f^j  =— eoSin((^o  — ^0), 

i^o  désignant  la  valeur  de  ^  à  un  moment  donné.  Il  en  résulte,  d'après  la  for- 
mule (17), 

xo  cos[(i  —  ç)  (^0  —  -T]  +  2  a/  cos[(i  ~  (Ti)  Vo  —  T'i]  =  e^  cos  {v^  —  cTo)' 
—  xo  ( I  —  ç)  sin  [(  I  —  ç)  t'A  —  T]  —  2  ( I  —  CT,-  )  a j  sin  [(i  —  0-/ )  \\  —  F  ■  ]  =  —  eo  sin  ((^0  —  ^0  )• 

Ces  deux  équations  donnent,  quand  on  néglige  dans  la  seconde  les  petits  fac- 
teurs I  —  ç  et  I  —  (T,, 

XoCOSr==eoCOS(5To— S^'o)  —  2a;  C0S[(<7;  —  ç)  «'o  +  r;], 

Xo  sinr=reo  cos(c7o  — çPo)  —-Sa,-  sin[((Ti  -ç)('o  +r',], 

et  ces  valeurs  peuvent  être  considérées  comme  pratiquement  identiques  à  celles 
que  nous  ont  fournies  les  formules  (21). 

Nous  remarquerons  au  surplus  que  la  formule  finale  de  M.  Wolf,  pages  49 
et  5o  (loc.  cit.),  donne  pour  (p)  une  expression  composée  de  vingt-neuf  termes 
dont  les  quatre  premiers  ont  les  expressions  suivantes  (après  des  simplifications 
insignifiantes)  : 

(p)=:        (2,612  So")  COS[(l  —ç)    V~Y'\ 
4- (2,471  73)  COS  [(l  —  (7)    V—V] 

-f-  (2,225  98) cos [(i  —  o-i)  V  —  Y\'] 
4- (3,328  88)  cos[(i  —  0-2)  p  —  rj 

Les  termes  suivants,  qui  n'ont  pas  été  écrits,  ne  sont  pas  égaux  à  la  7^  partie 
de  ceux-là.  On  aura,  pendant  un  temps  assez  long,  une  valeur  très  approchée 
de  (p)  en  négligeant  ç,  a-,  a,  et  o-^.  On  trouve  ainsi 

(p)  —      (2,612  5o)cos(p  —  i77°35')  +  (2,471  73)  cos  (p  —  25°  54') 
-t-  (2,22598)  cos(p  — 3o6°46')  +  (3,32888)  cos(ç^—  97°52'). 

Mais  le  premier  terme  est  fautif  parce  que  M.  Wolf,  dans  le  calcul  des  con- 
stantes Xo  et  r  (page  19),  a  confondu  la  longitude  v^  avec  l'anomalie  vraie 
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(ç-o  —  c7„).  En  rectifiant  cette  erreur,  on  trouve  /.Xo  =  T,o347  et  F  =  157^24'  à 
peu  près,  et  le  premier  terme  de  p  devient 

(  1,0847)  COS(('—  1^7°  24')' 

L'expression  de  (c)  peut  alors  se  mettre  sous  une  forme  voisine  de 

(p)  =  Cq  COS(t>  —  GTo)  =  (2,882  62  )C0S(^'  —  149°  22'). 

On  peut  remarquer  l'analogie  de  ce  qui  précède  avec  ce  que  nous  avons  ren- 
contré (p.  56  de  ce  Volume)  pour  les  satellites  de  Jupiter;  des  coefficients 
considérables,  quand  on  emploie  des  expressions  rigoureuses  avec  des  termes  à 
longues  périodes,  se  réduisent  à  de  très  petites  fractions  quand  on  embrasse 
un  intervalle  de  temps  limité,  en  développant  suivant  les  puissances  de  i. 

Remarquons  encore  que  l'on  a 

2  sni •  (.'=:(a  —  ç)  r h    . .  . 

2  24 

Le  rapport  du  second  terme  au  premier,  qui  est -^ —  ^^  valeur  absolue, 

reste  encore  inférieur  à  3^^  au  bout  de  mille  ans. 

178.  Calcul  des  termes  à  courtes  périodes  de  p.  —  L'équation  (A)  du 
Chapitre  précédent  sera  réduite  ici  à 


On  pourra  prendre 


/« 


S=:-  \Odv 


^  =  ^^=-^'^"t^'-^^'-"'^- 


p  est  développé  en  une  série  de  cos,  Q  en  une  série  de  sin;  donc  le  second 
membre  de  l'équation  (27)  se  développera  en  une  série  de  cos,  et  en  appelant, 
comme  précédemment,  [3  le  coefficient  de  y]cos[(i  —  ç)^  —  ©],  on  aura  une 
équation  de  la  forme 

(28)  ^  4-(l-{3)p  =  2Hv,v(/«. /i'W-n'-n"'C0S2r, 

[   S  =i:(v+fJlv'H-/lçH-|Jin's')('  +  A, 

(29)  I  A  =  ncy  +  «'GT'4- v'B, 

(  v+v'  +  n  +  /i'  =  o,         5  =  |n|  +  2(3,         5'  =  |n'|-+-2(3'. 

La  signification  des  diverses  quantités  est  la  même  qu'à  la  page  894,  sauf 
que  V  et  v'  remplacent  a  et  a',  n  et  n'  remplaçant  aussi  p  et  p'. 
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En  faisant 

(3o)  p  =  (p)4-R, 

et  défalquant  du  signe  S,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (28),  le  terme 
pour  lequel  2r  =  (i  —  [xç')p  —  cr',  on  trouvera 

ri-  W 

(3i)  -r-^  -f  (i  —  (3)R  — 2Hv,v'(«, /i')*-,«'Yî*'rj'^'cos3r. 

L'expression  de  R  sera  de  la  forme 

(32)  R  =  2Rv,v(/i,  /i').,.--o^Yî'^'cos^. 

En  substituant  dans  l'équation  (3i),  on  trouvera,  pour  déterminer  les  coef- 
ficients Rv,v'(^)  ^')s,s'f  Is  relation 


(33) 


Ay  V'  \'l'f    II    ) 
OÙ 

Xv,v'  {n,  n')      z=  i  —  ^  — (v  4-  v' IX  +  «s+  n'ixg'y-. 


On  pourra  prendre  le  plus  souvent 

(34)  >v,v(«,«')  =  i-(v  +  v'/ji)^ 

Donnons  d'abord  a  n  et  n'  les  valeurs  zéro;  5  et  s'  seront  égaux  à  o,  -h  2, 
-f-4.  •••»  et,  si  nous  négligeons  le  carré  des  excentricités,  nous  pourrons 
prendre  ^  =  o,  ^'  =  0;  par  suite 

2r  — (v  +  p/)P4-v'B. 

La  relation  v  +  v'-f-/i-i-/i'=o  donnera  d'ailleurs 

v'=:—v,         d'où         2r  =  V  (i  —  jj.)  p  —  vB. 

Il  en  résultera 

R=:Ro,o(o,  0)0,0  +  Ri, -1(0,  0)0,0  cos[(i  —H-)^'  —  B] 


/35V  '  4-R2,-2(0,  o)o,oCOS[(2—  2^)p  —  2IÎ] 

4-R3,_3(o,  0)0,0  cos [(3—3 /jl)(^  —  3BJ 


Donnons  maintenant  le  détail  des  termes  du  premier  ordre  par  rapport  aux 
excentricités;  s  et  s'  devront  être  au  plus  égaux  à  i  ;  donc 

s=\n\,         s'  =  \n'\; 
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en  outre,  l'un  des  nombres  entiers  n  et  n'  devra  être  nul,  et  l'autre  =  ±:  r.  De 
là  les  combinaisons  suivantes  : 

I.  Rv,v(    o,      i)o,iTn'cos[(v  4- jjiv'-i-jjis')v' 4-m'4- v'B],        v4-v'=— I, 

II.  I^v,v(       I,        o),,oTn  COS[(V  4-  jjiv'-h  ç)       t- +  CT  -f- v'B],  V-f-v'rr:—  I, 

III.  Rv,v'(     O,  —  i)o,i  r]'cos[(v -4- jjLv'— |jiç')f  —  Gj'-t-y'lî],  v  4- v' = -+- r , 

IV.  Rv,v'(— I,      o),,oTQ  cos[(y +  fjiy'— ç)     ç-  — cj-hv'B],         v4-v'  =  -f-i. 

On  peut  convenir  de  prendre  toujours  v  >  o;  la  condition  v  -h  v'  =  —  i  donne 
alors 

V  =:  o,        v'=: — i;  v  =  i,  v'=— 2;  V  r=  2,  v'zrz — 3;  .... 

De  même,  la  condition  v  +  v'  =  4-  i  donne 

VmO,  v':=:4-i;  V  =:  ;  ,  v'=r:o;  V  =:  2,  v' = — i;  .... 

On  trouve  ainsi,  en  réduisant  en  un  seul  les  termes  dont  les  arguments  sont 
égaux  et  de  signes  contraires,  et  omettant  les  arguments  employés  dans  la  for- 
mation de  (p), 

I    R  =        R,,_2  (l,  o)i,oYÎ  COS[(l  —  2fi.  4- ç)(^  4-CT  —  2BJ 
4-  R2,-3(l>  o),,oVl  C0S[(2—  3pL4-ç)t'4-C7  —  3B] 


(36) 


4   R2,_i(— i,o),,o-o  C0S[(2  — ]:/  — ç)p  — G7  —  B] 

+  ^0,1   (— i,o),,oTncos[(fz  — ç)p  — 57  4- B] 

4- 

4-  Ri,_2(o,  l)o,iYl'cos[(l  —  2^14-  [f-Ç)v  4-Ct'—  2B] 

4-  R2,-3(o,  i)o,iTn'cos[(2—  3/uL  4-  [i.ç')v  +  Ts'  —  3B] 

4- 

4-  Ra.-i  (o,  —  1)0,1  Y]'  COS  [{2  —  [J.  —  [iq' )  V  —  w'  —  B] 

4-Ro,i  (o,  —  i)o,iTn'cos[(|jL  — fjLç')       p  — gt'4-B] 


La  valeur  de  R  sera  la  somme  des  expressions  (35)  et  (36). 

M.  Masal  a  construit  (Annales  de  l'observatoire  de  Stockholm,  t.  V)  des  Tables 
donnant  les  valeurs  de  Rv_v(o, 0)0,0  pour  les  valeurs  o,  i,  . . .,  5  de  v  avec  l'ar- 
gument loga  =  log  —  qui,  pour  les  25o  premières  petites  planètes,  reste  com- 
pris entre  1,600  et  i,85o;  d'autres  Tables  donnent  les  autres  fonctions  R/j  qui 
figurent  dans  la  formule  (36).  Quelques-unes  de  ces  Tables  ont  dû  être  calcu- 
lées avec  plus  de  précision  que  les  autres;  par  exemple,  Ro  _a(o,  0)^,0  accom- 
pagne l'argument  (2  —  2[x)ç^  —  2B;  pour  les  planètes,  très  nombreuses,  dont 
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le  moyen  mouvement  diffère  peu  du  double  de  celui  de  Jupiter,  [x  est  voisin 
de  -;  l'argument  en  question  diffère  peu  de  v  —  2B,  et  son  coefficient  se 
trouve  fortement  agrandi  par  l'intégration;  il  en  est  de  même  de  R2,-3,  car  l'ar- 
gument (2  —  3[A  +  \)^c,')^'  H- tu'  —  3B  diffère  peu  de  ç^  +  cr'  —  3B,  quand  [x  est 
voisin  de  0'  ce  qui  correspond  aux  planètes,  nombreuses  aussi,  dont  le  moyen 
mouvement  est  à  peu  près  le  triple  de  celui  de  Jupiter. 

Enfin,  M.  Masal  a  calculé  des  Tables  donnant  les  quantités  fondamentales  ^ 
et  Y  des  formules  (5)  et  (6),  qu'il  représente  respectivement  par 

Ci,o(--  I,  0)1,0  =  Bi,o(—  I,  0)1,0 
et 

Ci,o(o,  —  1)0,1  =  Ri,o(o,  — 1)0, 1- 

179.  Calcul  approché  du  temps  réduit.  —  On  a,  formule  (29)  du  Cha- 
pitre précédent, 

«f  =  «  Ç  +  W, 

et  la  formule  (3i)  du  même  Chapitre 

—7-  — S  —  2R  +  (6R  —  2S)to  cos(t^  —  qv  —  m)  + .  .  . 
donnera  une  expression  de  la  forme 

-~r-  =2ïv,v'(/ij /i')6-,5'in*Vî'*'cos2r. 

On  en  conclut  par  l'intégration 

/  W  =  i;Wv,v'(Ai,  /i')^,i'ri^Y)'*"sin2r, 

(37)  I 

Wv,v(«,/i'):=::   r -^-7Tv,v'(«,  /i'). 

(     v.^v  '    ^     V +  py  + «ç  +  zi^s'    ^>^^  '    ^ 

On  aura  ainsi 

W  —  Wo,o(o,  0)0,0  +  W,,_i(o,  0)0,0  sin[(i  —  ft)  i^  —  B] 

4- W2,_2(o,o)o,osin[(2—  i\i.)  V—  2B] 
4-  W3,_3  (o,  0)0,0  sin  [(3  ~  3  f^)  p  —  3 B] 


(38) 


H- Wi,_2(i^o)i,oïî  sin[(i  —  2|j.  +  ç)t'H-cT—  2B], 
[le  reste  comme  dans  la  formule  (36)], 


Les  fonctions  Wo,o(o»  0)0, »♦  qui  figurent  dans  cette  formule,  ont  été  égale- 
lement  réduites  en  Tables  par  M.  Masal. 


SUITE    DE    LA    MÉTHODE    DE    GYLDÉN.  /jO^ 

Nous  ne  nous  occuperons  pas  des  approximations  ultérieures  qui  demande- 
raient des  développements  assez  longs;  nous  nous  contenterons  de  renvoyer  le 
lecteur  au  Mémoire  de  M.  Masal,  Entwickelung  dcr  Reihen  der  Gyldèn'schen  Stô- 
riuigslheorie  bis  zu  Gliedern  zwcilcr  Orr//zM7î^  (Mùnchen,  1892),  et  aussi  au  Mé- 
moire de  M.  Olsson,  Ueberdie  absoliite  Bahndes  Planeten  @  /i'^ma  (Stockholm, 
1893). 

Nous  remarquerons  cependant  que,  dans  ce  dernier  travail,  l'expression  de 

'^H-(.-P)(p) 

se  compose  de  plus  de  cent  termes  de  la  forme 

Acos(r  +  £t'+  A' 

où  £  est  très  petit;  il  est  vrai  qu'on  a  tenu  compte  aussi  des  inclinaisons.  Vu  la 
petitesse  des  coefficients  £,  il  semblerait  plus  commode  de  réduire  tous  les 
termes  en  question  à  deux  termes  tels  que 

A  cos  (('  +  k'  )  +  ti  V  sin  (  r  +  A'j  ) 

cela  suffirait  pour  un  intervalle  de  plusieurs  siècles. 

Nous  remarquerons  encore  que  l'on  pourrait  calculer  aisément,  dans  les  mé- 
thodes anciennes,  des  Tables  analogues  à  celles  de  M.  Masal,  en  se  bornant  aux 
premières  puissances  des  excentricités. 

180.  Analyse  du  Mémoire  de  M.  Brendel,  Om  Anvdndmngen  af  den  ah- 
soliita  Stôringsteorien. ..  {Annales  de  l'observatoire  de  Stockholm,  t.  W ).  —  Ce  Mé- 
moire contient  un  exposé  assez  simple  de  l'application  des  méthodes  de  M.  Gyl- 
dèn  au  cas  de  la  planète  @  Hestia,  dont  le  moyen  mouvement  est  voisin  du 
triple  de  celui  de  Jupiter. 

Rappelons  d'abord  que,  dans  la  méthode  adoptée,  les  équations  à  intégrer 
présentent  l'un  des  deux  types  suivants  : 

(Pu 

n.  ^=.2A,sin(X,(^-i-H,), 

av 

OÙ  les  quantités  A,  et  B,  sont  de  l'ordre  de  m' .  W  y  a  lieu  de  considérer  d'une 
manière  spéciale  les  termes  pour  lesquels 

X,  =:  I  —  k,        dans  I, 
>/=         X,         dans  II, 
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k  étant  très  petit.  Suivant  la  nature  de /(:,  on  distingue  deux  sortes  de  termes  : 
k  est  de  l'ordre  de  m' \  les  ternies  en  question  sont  dits  termes  élémentaires;  k  est 
petit  par  suite  d'une  commensurabilité  approchée  des  moyens  mouvements, 
sans  contenir  cependant  m'  en  facteur;  ce  sont  les  termes  caractéristiques  de 
iM.  Gyldén.  Clairaut  avait  considéré  les  termes  élémentaires  dans  sa  théorie  de 
la  Lune;  ce  sont  en  somme  les  termes  séculaires,  les  termes  caractéristiques 
étant  les  termes  à  longues  périodes.  Les  arguments  correspondant  aux  divers 
termes  seront  de  l'une  des  formes 

termes  élémentaires, 

(B)  (i-çJP-B„   ) 

(C)  d,,-C,  1 

termes  caractéristiques. 

(D)  (i_^„)p_D,  ) 

Nous  avons  vu  (p.  394)  que,  quand  on  néglige  les  inclinaisons,  les  argu- 
ments du  développement  de  la  fonction  perturbatrice  sont  des  combinaisons 
linéaires  des  trois  suivants 

(89)  «^  =  (1  — ]Jl)p-B-U,  V=r(l  — ç)(^-GT,  V'  =  (i-,uç')p-ct'; 

on  a  posé  d'ailleurs 

B=rA'-pLA,  Urr^W-W; 

A  et  A'  désignent  les  longitudes  moyennes  de  l'époque,  pour  la  petite  planète 
et  pour  Jupiter;  West  défini  par  l'équation  (3i)  de  la  page  889  et  W  le  serait 
par  une  équation  analogue.  L'auteur  se  borne,  pour  simplifier,  à  la  formule 

(4o)  U=:^W. 

Pour  les  planètes  du  groupe  considéré,  les  termes  d'arguments  ?)W  —  V  et 
?iw  — V  contiennent  (3  —  3  [a  —  i)ç^  ;  ils  sont  caractéristiques  de  la  forme  (D), 
parce  que  3[x  diffère  peu  de  i  et  qu'il  en  est  de  même  de  2  —  3[jl.  La  méthode 
d'intégration  consiste  à  développer  les  formules  suivant  les  puissances  de  y]  et  yj', 
en  prenant  d'abord  les  termes  du  premier  degré,  puis  ceux  du  second,  etc. 
Nous  nous  bornerons  ici  à  la  première  puissance  de  m!.  On  voit  aisément, 
d'après  la  forme  de  l'équation  différentielle  dont  dépend  p,  que  R  doit  avoir  la 
forme 

(4i)  R  =  (3jYîcos(3(v  — V)  +  (32Yî'cos(3«^- V), 

en  considérant  seulement  les  termes  caractéristiques  du  premier  ordre;  on  voit 
qu'avec  (p),  qui  contient  les  termes  élémentaires,  on  aura  pris  ainsi  les  parties 
les  plus  importantes  de  p.  On  aura  d'ailleurs  à  considérer  dans  les  développe- 


sirri:  di:  i.a  mktiiodf,  dk  (;yi.I)i;n.  /|oy 

iDonts  des  composantes  de  la  force  perturbatrice  les  parties 

^  (   P  -"2Bo,o(w.  —  «)  COS/^^   -,-  |},0  COSV  4- B,Y}'C0S  V 

^^  \  +B3-ncos(3«^  — V)  +-B4t]'cos(3«v -V), 

(  Q  =  iAo,o(/«, -- '0  sifï""' +•  A,Yî  sin  V  + A,Y)' sinV 

(43)  I 

/  +  AjY)  sin(3n'  —  V)  -+-  AiYi'sin  (3»r—  V). 

On  voit  qu'on  a  mis  en  évidence  les  termes  élémentaires  et  les  termes  cri- 
tiques les  plus  simples;  les  termes  de  degré  zéro,  en  cosnw  ou  s'innw,  n'appar- 
tiennent à  aucune  de  ces  catégories  ;  ils  peuvent  cependant  donner  naissance  à 
des  termes  caractéristiques,  à  cause  de  la  présence  de  U  dans  l'argument  w.  Les 
équations  à  intégrer  tout  d'abord  sont 

l'indice  o,  qui  accompagne  ~  dans  la  première  de  ces  équations,  veut  dire  que 

-^j  doit  être  calculé  en  ne  conservant  que  les  termes  du  degré  zéro.  Cher- 
chons à  intégrer  Téqualion  (4^);  d'après  l'expression  (43)  de  Q,  on  est  conduit 
à  poser 

(  S  =  iSo,o(/^  —  '0  cos/itr  -+-  ajTT)  cosV+  ain'cosY' 
(4C)  \ 

i  4-  «3 Y]  cos(3^v  —  V)  -+■  a^-n'  cos{3w  —  V). 

On  en  tire 

r-  rrr  —  lnSo,ft{n,  — /i)  siii/i<ï'-l-  «,  (  I  —  ç)r]  sin  V  +  «2(1  —  pi-ç')  y)' sin  V 

H-  <73Y)  (3  — I  4-  ç]  sin (3 U'  —V)  4-  a^fi'  (3 i  4-  fJiç' j  sin(3(v  —  \     ; 

les  formules  (39)  et  (4o)  donnent  ensuite 

à^v  di]  d\\ 

-—  =:  i  -    M  —  — -  -  I  —a  —  iJ.  — — , 
di>  ^        di>  dv 

d'où 

\    6 irrrl  —  Ô  —  OU.  -7— j 

(47)  àv  "^  </i' 


Or  on  a (p.  388) 


(  3/Ji  =  l4-ô. 

—r-  —  b  —  2  U  —  2  Hh  4- 

dv 


Y.  —  IV. 
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Si  l'on  ne  prend  que  les  termes  les  plus  sensibles,  on  peut  se  borner  à 

rfW 

(4^')  1^  — —  2Rr=—  ajS.YîCOSCSMP'-V)  —  2(32Y)'C0S(3tP-V'), 

et  l'expression  de devient 

—  j-  =  ln{i  —  jx)  So,o(«,  —  fi)  sianw 

+  |j!./iSo,o(^)  —  /i)[2j3iy]COs(3(^~V)  +-  ^^^n'  cos{3iv  —Y')]  s'mnw 

+  aiYi  sinV+  a^t)' sinY ' -^  «310(1  —  â)  sin(3(v— V)  -\-a^r]' (j  —  d)  sin(3^ï^  —V') 

H-  3/x[«3Y)  sin(3nf  — V)  -h  a4Y]'sin(3«^'— V')] 

X  [2(3iY)  cos(3(p— V)  +  2[32Y)'cos(3«^p  —V')]; 

la  dernière  ligne  peut  être  négligée  comme  étant  du  second  ordre;  en  même 
temps,  dans  la  seconde,  on  donnera  à  n  seulement  la  valeur  3,  pour  obtenir  des 
termes  en  sinVet  sinV;  on  trouvera  ainsi 

—  =  2/i(i  —  /jt)  So,o('^  —  fi)  sin/Mv 

-f-  [a,  -+-  3^|3,So.o(3,  -  3)]  Yi  sinV+  [a,-hSix^,?^,,,{3,  -  3)]  -n'  sin  V 
-1-  (i  —  0)03-0  sin(3«'  —V)  -h  (i  —  (5)a4Y)'  sin(3(p— V). 

En  comparant  à  l'expression  équivalente  (43)  de  Q,  on  trouve 

«1  =  Al  — 3fz{3iSo,o(3,  —  3), 
«2  =  A2  —  3^(32  So,o(3,  —  3), 
A3  A4 


Tous  ces  coefficients  sont  de  l'ordre  de  m\  et  ne  contiennent  pas  de  petits  divi- 
seurs, ce  qui  pouvait  être  prévu,  car  dans  S  il  n'y  a  pas  de  termes  élémentaires 
ou  caractéristiques  de  degré  impair.  On  doit  néanmoins  conserver  les  termes 
précédents  parce  qu'ils  donnent  naissance  à  des  termes  caractéristiques  dans  p. 

Les  équations 

dW 

montrent  que,  si  n  est  le  vrai  moyen  mouvement,  le  terme  non  périodique  de 
— r-  doit  être  nul,  d'où  la  condition 

(49)  So,o(o,  o)  — 2Ro,o(o,  o), 

qui  déterminera  So,o(o,  o)  quand  Ro,o(o»  o)  sera  connu. 
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181.  Intégration  de  l'équation  (14).  —  Nous  devrons  prendre  dans  celte 
équation 

l-j^j  =  — 2 Ao.o («,  —  «)  sinw^f', 
—y—  ——ri  sinv  , 


-^"'(^^■-^t)-<^-^)-p-'>'(^'^-^>'"'^— ^''- 


d'où 


0»'  ■.     ^    dW 

6  -T-    =2  —  0  —  àU.  — p-; 

âv  dv 


-^  =:-(i--ô)p,Yjsin(3w— V)-(i-(5)p2n'sin(3^v— V). 


Il  vient  ensuite 

d^Q 

-j-^  -+■  p—  2  2So,o(/i,  —  n)cosnw  -h  {2  ai  —  Bi)-o  cosV-i-  (2^2  —  Bî)r]'cosV' 

-F  (2  «3  —  B3  )  Yî  COS  (  3  W  —  V)  +  (2  «4  —  B4  )  Yî'  COS  (  3  HP  —  V) 
—  2Bo,o('^  —  fi)  COSrtW 

+  -  Y)2Ao,o(/«,  —  /O  cos(/iHP'  —V) Y]2  Ao,o  {'i,  —  /')  cos{nw  -i-V) 

+  2Ao,o(/ï,  —  AOsin/î(p[(i  — ô)Prosin(3w-V)  -t-(i  -  ô);32-n' sin(3tv— V';J. 

On  peut,  dans  les  deux  dernières  lignes,  faire  /î  =  3,  et  il  en  résulte,  en  négli- 
geant certains  termes  qui  ne  concourent  pas  au  but  visé, 

1  clî^  ^^~  2[2So,o(/i,  —  fi)  —  Bo,o(«,  —  «)]  COS/itv 
^^^)  \  +CiYJC0sV+C,Y]'C0SV' 

(  -hC3Yjcos(3m'— V)  -hC4y]'cos(3^v— V), 

i  C.  =  2«,-B,  +  -(i-ô)PiA«,o(3,-3), 


(5i) 


C2==  2^2  — B2  -h  -  (i  — <5)  [32Ao,o(3,  —  3), 
Cs^  2a3  —  B3  H-  -  Ao,o(3,  —  3), 


C4  =z2a,,  —  B4. 

Nous  posons  maintenant 

p  =  (p)4-R; 

(5a)  R  =  2R«,-„  (o,  o)  cosnw  4-  (3,  y)  ces (Stv  -V)  -h  (3,y)'  cos( 3^»^  -  V), 


/.  r- 
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OÙ  p,  et  Sa  sont  les  quantités  déjà  considérées  plus  haut.  On  en  conclul,  en  pre- 

,  âV  '     dV 
nant  y-  —  -^—  =  i, 

/  «f^R  V    2n         /       N  /  dwy-  d-w    . 

i     ^-;^  —  —  2,nMi«,-«(0,  o)C0S/Mt^(    -yy  j    —  2/il{„_„(o,  o)   ^-   Sin/HV 

(53)  I  -  fs  ^'  -  ly^.r)  cos(3.P-  V)  -  3[3,  ^^  yî  sm(3.^-V) 

fi  ix}  ^  fi   ix^ 

3  -^r--'  )  î3.,Y]'cos(3t^'-V')-3(3.,  ^-f  Yî'sin(3(v-V'). 

On  a  ensuite,  page  /\og, 

dw  d\N 

et,  en  ayant  égard  aux  équations  (38)  et  (47)»  on  peut  faire 

— —  =:i;W„,_„  (O,  O)  Q.O%inv —  2  Pi  Y]  008(3»--— V)  —  2|32Y)'cOS(3l^'— V'j. 

On  en  conclut 

d\v 

-,  -  =  I  — |jL  —  ]ji. IiW„,_„(o,  o)  cos«(v'  +  2fx|3,Y)  cos(3<v  — V)  +  2/jlP2'^'cos(3<v^  — V). 

On  a  posé 

3|ji  =:  I  +  â; 
on  trouve  aisément 

--—  =:  jj.(i  —  p)i;/iW„,_„(o,  o)  sin/it^^'  —  2|ji(i  —  ô)  j3iYi  sin(3(v  — \) 

—  2|jl(i  —  ô)  ;32y]'sin(3^^— V), 

V^ y   --  ('  ~  /^)'  —  2  ^(i  —  f^)  lW„,_,,(o,  o)  cos  nw 

+  4/J-(i  —  p-)PiY]  cos(3(ï^— V)  +•  4i^(i  —  i^)  ,32-n'  cos(3tv'— V), 

3  —  —  ij  =(i  — ô)2  — 6(i  — ô)^2W„,_,,(o,  o)cos/i<v 

H-i2fji.(i  —  (5)[3iYj  cos  (3  M'  —V)  4-  i2]ji.(i  —  (5)  [Sar/  cos(3«v— V). 

Il  faut  substituer  dans  l'équation  (53),  et  garder  seulement  les  termes  de  la 
forme  et  de  l'ordre  voulus;  on  trouve 

-  ln^l\n,-„{0,  o)  =:—  (l  —  [JL)2:2/i"R„,_„(o,  o)  COS/Î  (V 

—  9R3  _3(o,o)cos3(px4p-(i  — i^)[i3iYicos(3«^— V)  4-(32Yi'cos(3it— V'jJ 
—  —  (i  — //)^2y)2R„,_,j(o,  o)  cos/iw 

—  i8p.(i~  |jt.)R3,_3(o,  o)((3iTocosV-i-[32yi'cosV'); 

—  in  R,j,^,,(o,  0)  =:3R3,_3(o,  o)  sin3(PX2f)t,(i  — /jt,)[(3,Y)sin(3iv^- V)  +  |32ir)'sin(3«^— V')] 
=  3/Ji(i  -  ^)R8,-î(o,  o)({3iY3  cos  V-H  PîYj'cosV); 


SriTi:    DR    LA    MltTIIODE    I)K    OYI.DKN. 


I'    > 


dix> 


-  (3  —  — 1     [3,-ocos(3iï^— V)=— [3,Yîcos(3(i^  — V) 


33,  ^'%sin(3(v-V) 


1!  vient  ainsi 


X  [(1-0)^-6^(1- (5)  W3._,(o,o)cos3«'] 

:—  (f  —  Ô)'P,-OCOS(3W'-V) 

+  3|^(l  —  ô)  W3,_3(o,  o)  ^,-/i  cosV; 
:— 3;3,yisin(3iv— V)  x  3;jl(i  —  pi)  W^  .3(0,  o)  sin3u' 
—  ?  H-('  —  ^t)W'3,-3(o,o);3,Y)  cosV. 


—  (i  —  /x)^ 2 «^ !{„,_„ (0,0)  cos«»v 

+  [3fji.(i  —  ô)  —  i8f/(r  — jjl)]  |3i  1^3,-3  (0,0)  Y]  cosV 

-h  [3/jl(i  -  ô)  -  i8/jl(i  -  /ji)]  f3,U3,_3(o,o)  -^'cos  V 

-(i  — ô)2(3iY)COs(3^v-V) 


(1  — a)2p2-o'cos(3^v— V')-H 


3f^(i  -  0)  -  ^  l^i^  -  f^)]  |3,W3._3(o,o)rj  cos  V 
3|jL(,  -  ô)  -  I  fJi(i  -  i^Jt)]  [32W3,-3(o,o)y)'  cosV; 


on  a 


3^(1  —  ô)  —  ^  |x(i  —  /x)  —  -  -  ixd, 


ce  qui  est  très  petit,  et  l'on  peut  supprimer  les  deux  dernières  lignes  de  l'ex- 
pression précédente.  On  trouve  ensuite,  en  ayant  égard  à  la  formule  (52), 


(54) 


/ 


-h  R  =  Il[i—  /^-(I  —  ^y]  R„,_„(o,o)  cosAuv 

+  (ciô  — ô2)[3,Yîcos(3(v— V)  +  (2Ô— a2);32Y)'cos(3tp— V) 
—  (i -H  0)  (3  —  ô)(3iR3,_3(o,o)yî  cosV 
-(.+ô)(3-ô)[3,R3,_3(o,o)rî'cosV'. 


Dans  les  deux  dernières  lignes,  on  pourra  faire  §  =  0.  La  comparaison  des 
équations  (5o)  et  (54)  donne 

(55)  [i  —  n\i  —  p.y\  R„,_„(o,o)  1=280,0 («,  —  /*)  —  Ro,o(«,  — «)» 

(56)  (2Ô-ô^)Pi  =  C3,  i2d-d')^,  =  C,. 

Cj  et  C4  sont,  comme  on  le  démontre,  des  fonctions  linéaires  de  ^,  et  de  Pa*,  de 
sorte  que  les  équations  (56)  sont  du  premier  degré  en  (5,  et  ^a,  et  déterminent 
ces  quantités.  On  trouve  ainsi 

2(n-ô)A,,o(2,-3)-R,,o(2,-3)-h^Ao.o(3,-3) 
—  '>^T-^'^V^»  .(■>•-  3l-B.,,('>.~-3) 
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L'équation  (55)  donne  ensuite,  pour  /z  =  o, 

Ro,o(o,o)  =  280,0(0,0)  —  Bo,o(o,o)  ; 
en  combinant  cette  relation  avec  la  formule  (49)»  il  vient 

1^0.0(0,0):=:  ^Bo,o(o,o);         So,o(o,o)=  ^^o.o^^'^)- 

Enfin,  la  soustraction  des  équations  (5o)  et  (54)  donne,  pour  déterminer  (p), 
une  équation  de  la  forme 

mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  l'intégration  de  cette  équation,  qui  a  été 
considérée  en  détail  au  commencement  de  ce  Chapitre. 

On  obtient  ainsi  les  résultats  qui  concernent  la  première  puissance  des 
excentricités  ;  M.  Brendel  détermine  ensuite  les  termes  du  second  degré;  mais 
les  calculs  sont  plus  compliqués  et  ne  sauraient  trouver  place  ici. 

182.  Nous  ferons  cependant  une  remarque  importante:  dans  les  diverses  ap- 
proximations, S  est  déterminé  par  des  équations  de  la  forme 

^  r=2A„sin(X„(^4-H«), 

où  A,t  contient  m'  en  facteur;  si  \  est  aussi  de  l'ordre  de  m\  on  voit  qu'il  en 
résultera  dans  S  un  terme  d'ordre  zéro. 
En  calculant  W  par  l'équation 

—7-  =:S  —  2R-h  . . . , 

on  trouverait  un  terme  contenant  m'  en  dénominateur.  Ces  termes  ont  été 
nommés  par  M.  Gyldén  hyperélémentaires ;  ils  seraient  très  gênants,  mais  heu- 
reusement ils  se  détruisent.  Une  circonstance  identique  s'est  présentée  à  La- 
place  dans  la  théorie  de  la  Lune.  Pour  ce  qui  concerne  les  termes  hyperélémen- 
taires, nous  renverrons  le  lecteur  aux  travaux  de  M.  Gyldén  et  aux  Mémoires 
suivants  de  M.  Backlund  ; 

Ueber  das  Auflreten  von  hyperelementdren  Gliedern  in  der  Stôrungslheorie  (^Bul- 
letin de  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg,  t.  VI,  deux  Notes).  Ueber  die  kleinen 
Divisoren  bel  den  elementdren  Gliedern  in  der  Théorie  der  Planetenbewegungen 
{Astron.  Nachr,,n''2d20). 
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Parmi  les  termes  dont  se  compose  l'expression  de  /  en  fonction  de  v,  notons 
les  suivants,  trouvés  par  M.  Brendel, 

(56)  nt—  . . .  4- 230,67  sinJU  —  aa^SgsinJl,,  -+-  20",38  8inX,, 

où  les  coefficients  x,  A,  et  ^1,2  sont  de  la  forme  a^»  -h  a',  a  étant  extrêmement 
petit.  On  ne  peut  s'empêcher  d'être  frappé  de  la  grandeur  des  coefficients;  cette 
grandeur  tient  à  ce  que  l'on  a  intégré  une  expression  telle  que 

acos(^«  +  b)  -f-aiCos(^ii4-b,)  -1- 82003(^2^  4- bj), 

provenant  de  la  théorie  des  inégalités  séculaires;  l'intégration  introduit  les  très 
petits  diviseurs  g,  g^  et  g^.  Tl  nous  semble  que  des  expressions  de  cette  nature 
ne  devraient  pas  être  intégrées  sous  cette  forme  dans  l'état  actuel  de  nos  con- 
naissances. La  période  du  terme  en  sin<A,  n'est  pas  inférieure  à  27000  ans,  et 
les  autres  sont  encore  plus  grandes.  Dans  ces  conditions,  nous  pensons  qu'il 
serait  préférable  de  développer  en  séries  sin  JU,  sin,.i,,  et  sin  «.lo,  suivant  les 
puissances  de  ^  ou  de  t,  et  de  ne  conserver  que  le  terme  en  t  et  peut-être  celui 
en  t-  [je  trouve  qu'au  bout  d'un  siècle,  le  terme  en  t^,  dans  la  première  partie  de 
l'expression  (56),  est  inférieur  à  o",  2];  tous  ces  termes  à  coefficients  énormes 
n'auront  pour  effet  que  de  modifier  la  longitude  moyenne  de  l'époque  et  le 
moyen  mouvement. 

M.  Charlier  avait  cru  (  Vierteljahrsschrift  der  astronomischen  Gesellscliafl,  t,  XXV, 
p.  196)  que  l'expression  de  nt  devait  contenir  un  quatrième  terme  ayant  un 
coefficient  de  45°, 61.  M.  Gyldén  a  montré  (même  Volume,  p.  3i5)  que  le  coef- 
ficient du  nouveau  terme  est  seulement  de  13*^,8,  quand  on  fait  un  calcul 
correct.  Quoi  qu'il  en  soit,  il  nous  semble  que  les  termes  dont  il  s'agit  doivent 
être  évités;  c'est  ainsi  qu'on  n'a  pas  cherché  à  exprimer  l'accélération  sécu- 
laire de  la  Lune  avec  une  série  de  termes  à  très  longues  périodes,  ce  qui  serait 
facile  cependant,  car  la  variation  de  l'excentricité  de  l'orbite  de  la  Terre,  cause 
de  l'accélération,  s'exprime,  comme  on  sait,  à  l'aide  de  termes  de  cette  nature. 
Il  resterait  enfin  à  considérer  la  question  de  convergence  des  séries  de  la 
forme  (56);  on  sait,  en  effet,  que  M.  Poincaré  a  démontré  que  la  convergence 
absolue  n'existe  pas. 

La  méthode  de  M.  Gyldén  paraît  devoir  être  importante  dans  les  cas  de  com- 
mensurabilité  très  approchée;  le  savant  auteur  introduit  alors  les  fonctions 
elliptiquesqui  sont  utiles,  sinon  nécessaires  ;  cette  manière  devoir  sera  confirmée 
par  ce  que  nous  dirons  dans  le  Chapitre  XXV.  Le  Mémoire  de  M.  Harzer  sur  la 
planète  @)  Hécube  ('),  dont  le  moyen  mouvement  diffère  peu  du  double  de 

(  '  )  Untersuchimgen  ûhcr  cinen  speciellcn  Fall  des  Prohlems  der  drei  Kôrper  {Mémoires  de  l'Aca»^ 
demie  de  Saint-Pétersbourg,  7*  série^  t.  XXXIV;  1886). 
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celui  de  Jupiter  (  —  —  2^-^u  est  ce  qui  a  été  fait  de  plus  complet  sur  ce 

sujet,  et  nous  regrettons  beaucoup  de  ne  pas  pouvoir  le  reproduire,  non  plus 
que  celui  de  M.  Backlund,  Ueber  die  Bewegung  einer  gewissen  Gruppe  der  kleinen 
P  laneten  {Mémoires  de  r  Académie  de  Saint-Pétersbourg,  7*série,  t.XXXVIIl,  1892). 
Dans  ce  dernier  travail,  qui  se  rapporte  aussi  aux  planètes  dont  le  moyen  mou- 
vement est  à  peu  près  le  double  de  celui  de  Jupiter,  l'auteur  a  choisi  le  temps 
comme  variable  indépendante,  et  il  a  imité  la  théorie  de  Laplace  pour  les  satel- 
lites de  Jupiter. 

n'  I 

Remarquons  en  passant  que  le  cas  de  —  =  \j.  voisin  de  -  est  plus  difficile  que 

celui  où  [x  est  voisin  de  ^j  parce  que  les  planètes  sont  plus  voisines  de  l'orbite 

de  Jupiter  dans  le  premier  cas  que  dans  le  second,  et  que  les  inégalités  à  longue 
période  sont  du  premier  ordre  relativement  aux  excentricités;  elles  sont  seule- 
ment du  second  ordre  quand  [jl  est  voisin  de  o- 

M.  Gyldén  a  publié  récemment  le  premier  Volume  d'un  grand  Ouvrage  inti- 
titulé  Traité  des  orbites  absolues  des  huit  planètes  principales,  dont  nous  ne  pou- 
vons rendre  compte  ici  ;  nous  renverrons  le  lecteur  à  l'analyse  qui  en  a  été  faite 
par  M.  Andoyer  (^Bulletin  astronomique,  t.  Xll,  p.  79). 

Nous  n'avons  abordé  directement  qu'une  portion  de  l'œuvre  considérable  de 
M.  Gyldén,  et  nous  n'avons  formulé  qu'une  critique  sur  la  considération  des 
orbites  absolues  :  il  nous  semble  que,  dans  l'état  actuel  de  la  Science,  vu  le 
nombre  restreint  d'années  d'observations  dont  on  peut  disposer,  l'ensemble 
des  termes  à  très  longues  périodes,  telles  que  20000  ans  et  au-dessus,  devrait 
être  remplacé  par  a  +  b/  -h  c^^,  les  termes  périodiques  pouvant  remplacer  avan- 
tageusement les  termes  séculaires,  seulement  dans  un  avenir  éloigné. 
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RECHERCHES  SUR  LES  CAS  DE  COMMENSURARILIÏE  TRÈS  APPROCHÉE 
ENTRE  LES  MOYENS  MOUVEMENTS  DES  PETITES  PLANÈTES  ET  CELUI 
DE  JUPITER. 


183.  Distribution  des  petites  planètes  d'après  la  grandeur  de  leurs 
distances  moyennes  au  Soleil.  —  En  nous  rei^orlânl  h  V Annuaire  du  Bureau 
des  Longitudes  pour  iSqd,  qui  donne  les  éléments  elliptiques  des  Sgo  premières 
planètes,  nous  avons  pu  dresser  le  Tableau  suivant,  qui  donne  le  nombre  des 
planètes  dont  les  moyens  mouvements  diurnes  sont  compris  entre  4oo"  et  43o", 
entre  43o"  et  45o",  ...,  entre  1 170"  et  1190"  : 

Tableau  I. 

Planètes.  Planètes. 

400-4 3o I  ,^    ,  Report. . . .  282 

43o-45o I          810-  83o 26 

450-470 3          83o-  85o 17 

470-490 o          85o-  870 1 5 

490-5io o          870-  890 6 

5io-53o o          890-  910 o 

53o-55o 2          910-  930 10 

550-570 7          930-  95o 19 

670-390 I          930-  970 18 

590-610 I          970-990 i3 

6io-63o t5          990-1010 7 

63o-65o 43         ioio-io3o G 

650-670 18         io3o-io5o 3 

670-690 i5         1050-1070 2 

690-710 7         1070-1090 9 

710-730 20         1090-1110 5 

730-750 10         iiio-ii3o I 

760-770 25         n3o-ii5o o 

770-790 46         ii5o-ii7o o 

790-810 17         1 170-1190 I 

A  reporter...  282  Total 390 

On  peut  remarquer  que  les  moyens  mouvements  ne  sont  pas  les  valeurs 
moyennes  qu'il  faudrait  adopter,  mais  les  valeurs  osculatrices  à  des  époques 
"  T.  -  IV.  53 
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déterminées;  toutefois,  les  différences  n'atteignent,  dans  chaque  cas,  qu'un 
petit  nombre  de  secondes. 

Ce  qui  frappe  dans  le  Tableau  précédent,  c'est  l'existence  de  deux  maximums 
principaux,  vers  n  =  640"  et  n  =  780",  et  de  deux  minimums  principaux,  vers 
n  =  600'' et  n  —  900".  Or,  le  moyen  mouvement  diurne  de  Jupiter  étant  d'en- 
viron 299",  on  voit  que  les  lacunes  principales,  dans  l'anneau  des  astéroïdes, 
répondent  à  des  régions  pour  lesquelles  le  moyen  mouvement  serait  exactement 
le  double  ou  le  triple  de  celui  de  Jupiter.  La  première  lacune  est  moins  pro- 
noncée que  la  seconde,  soit  parce  que  l'anneau  est  réellement  moins  dense  à  sa 
limite  supérieure,  la  plus  voisine  de  Jupiter,  soit  parce  que,  dans  ces  parages, 
les  planètes  étant  plus  éloignées  de  nous  sont  plus  difficiles  à  observer.  On  aper- 
çoit d'autres  lacunes  moins  importantes  vers  n  =  j5o"l—,  =  -  )  5  ri  =  5oo"l  -,  =  ^  )  > 


C'est  M.  Kirkvvood  qui  a  attiré  le  premier  (en  1866)  l'attention  sur  les  lacunes 
de  l'anneau  des  astéroïdes,  en  les  rapprochant  des  vides  de  l'anneau  de  Saturne, 
qui  répondent  à  des  régions  où  le  moyen  mouvement  d'un  satellite  serait  le 
double  du  premier  ou  du  second  satellite.  Quelques  astronomes  ont  été  ainsi 
conduits  à  penser  que  les  petites  planètes  ne  pourraient  pas  subsister  si  leurs 
moyens  mouvements  étaient  exactement  commensurables  avec  celui  de  Jupiter, 
le  rapport  étant  exprimé  par  le  quotient  de  deux  nombres  entiers  simples.  Ce 
ne  serait,  dans  tous  les  cas,  qu'une  présomption,  car  il  pourrait  se  faire  que  les 
petites  planètes  n'aient  jamais  existé  dans  les  régions  dont  il  s'agit,  sans  qu'il 
ait  été  nécessaire  de  recourir  aux  perturbations  pour  les  faire  sortir  de  ces 
régions. 

D'autre  part,  Gauss  faisait  remarquer  à  Bessel,  en  1812,  que  le  rapport  des 
moyens  mouvements  de  Jupiter  et  de  Pallas  diffère  peu  de  la  fraction  -^,  et  il 
ajoutait  «  que  l'attraction  de  Jupiter  doit  maintenir  exactement  ce  rapport, 
comme  cela  arrive  pour  l'égalité  des  durées  de  rotation  et  de  circulation  de  la 
Lune  ». 

Citons  encore  l'opinion  de  M.  Newcomb  (Astron.  Nachr.,  n°  2617)  :  «  On  s'i- 
magine volontiers  que,  dans  ce  cas  (celui  des  moyens  mouvements  exactement 
commensurables),  les  perturbations  ne  manqueraient  pas  de  croître  au  delà 
de  toute  limite,  de  manière  à  compromettre  la  stabilité  du  système.  Or,  cette 
conséquence  n'est  nullement  nécessaire;  il  n'y  aurait  probablement  que  des 
oscillations  plus  ou  moins  [irrégulières,  et  l'équilibre  se  rétablirait  incessam- 
ment. » 

184.  Ces  opinions  diverses  montrent  que  la  question  n'est  pas  tranchée  en- 
tièrement; avant  d'aller  plus  loin,  il  convient  de  donner  avec  plus  de  détails  le 
Tableau  ci-dessus,  dans  le  voisinage  des  deux  lacunes  principales  : 
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Taulkh    il. 
Lacune  correspondant  à  n=.2n'. 
Pianotes.  ».  e.  i. 


(260) 55i,6  o,iio  6,3 

121 552,9  o,i25  7,6 

65 557,6  0,106  3,5 

76 562,5  Oj'70  2,0 

229 564,5  o,i52  2,2 

319 566,9  0,217  ïo>7 

225 567,6  0,26^  20,7 

168 571,9  0)07'  4j5 


(332^ ...  6o5,4  0,377  2,0 

38i 6i3,5  0,106  12,0 

122 614,7  0,041  ï)6 

175 614,9  0,202  3,2 

325 6i5,o  0,149  8>6 

108 616,6  0,101  4,4 

3oo 617,4  0,042  0,8 

i54 620,5  0,079  21,0 

286 621,5  0,012  17,9 

3i8 622,5  0,071  10,5 

184 623,3  0,073  1,2 

92 624,2  0,102  9,9 

176 624,5  0,168  22,6 

199 ••  626,4  0,169  '5,4 

3i6 627,1  o,i3i  2,3 

106 629,6  0,179  4>6 

Tableau  III. 
Lacune  correspondant  à  nz:=3n'. 
Planètes.  «.  <■•  i. 

(no) 868"8  0,064  i4°4 

29^ 869,0  0,074     .  6,1 

262 869,4  o,2i5  7,8 

232 870,2  0,175  6,1 

89 870,8  0,181  16,2 

355 876,6  0,108  4,3 

292 881,9  o,o3i  14,9 

46 883,6  0,164  2,3 

i32 888,8  0,342  24,0 


(^J 910,1  0,175  5,1 

329 911,1  0,026  16,1 

17 912,6  0,129  5,6 

248 913,2  0,066  3,8 

178 919.0  0,044  1,9 

198 919,9  0,227  9,3 

II 923,6  0,099  4,6 

189 925,0  o,o36  5,2 

i38 925,7  0,162  3,2 

79 928,9  0,194  4,6 

19 930, 1  o,i59  1,5 

42 93o ,9  o , 226  8 ,6 

126 931,0  0,106  2,9 

118 q3i,9  0,161  7,8 
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On  remarquera  que  le  nombre  des  planètes  pour  lesquelles  n  est  compris 
entre  in'  —  aetan'  est  de  beaucoup  inférieur  à  celui  des  planètes  pour  les- 
quelles n  est  compris  entre  :i.n'  et  in' -^  a.  Ainsi,  pour  a  =  48", 4»  le  premier 
nombre  =  8,  et  le  second  =  5^  (toutes  ces  dernières  n'ont  pas  été  inscrites  au 
Tableau).  11  est  vrai  que  les  premières  planètes  sont  plus  éloignées,  donc  plus 
difficiles  à  observer  que  les  secondes. 

La  même  chose  a  lieu,  mais  d'une  manière  moins  prononcée,  pour  le  groupe 
voisin  de  n=  Stî'. 

La  planète  @)  Hestia  a  fait  l'objet  des  études  de  M.  Brendel;  (m)  Hécube  a 
été  considérée  en  détail  par  M.  Harzer. 

Les  Tableaux  précédents  seront  utiles  à  considérer  pour  les  jeunes  astronomes 
qui  désirent  faire  la  théorie  d'une  planète.  L'une  des  plus  difficiles  serait  sans 

doute  (§2) ,  car  l'excentricité  est  très  forte,  et  —  =  2  +  -^;  mais  cette  planète  est 

peut-être  découverte  depuis  trop  peu  de  temps  pour  que  son  moyen  mouvement 
soit  connu  avec  précision. 

Nous  avons  mis  dans  les  Tableaux  l'excentricité  e  et  l'inclinaison  i,  parce  que 
les  trois  facteurs  importants,  pour  la  difficulté  de  la  théorie,  sont  les  valeurs 

plus  ou  moins  grandes  de  —  —  2,  —  —  3,  e  et  i. 

Il  semble  que  la  méthode  usuelle,  celle  de  Le  Verrier,  ou  plutôt  celle  de  Han- 
sen,  pourra  être  appliquée  à  toutes  les  planètes  qui  ne  sont  pas  comprises 
dans  les  Tableaux  II  et  III,  et  même  à  un  assez  grand  nombre  de  ces  dernières. 

Pour  les  autres,  en  assez  petit  nombre  jusqu'ici,  on  pourra  imiter  l'applica- 
tion de  la  méthode  de  Gyldén  au  cas  de  (Jôs)  Hécube,  par  M.  Harzer,  en  la  sim- 
plifiant peut-être,  ou  la  méthode  de  M.  Bohlin  dont  nous  aurons  occasion  de 
dire  quelques  mots  plus  loin. 

Nous  allons  examiner  analytiquement  ce  qui  arriverait  à  une  petite  planète 
dont  le  moyen  mouvement  serait  à  peu  près  le  double  ou  le  triple  de  celui  de 
Jupiter. 

185.  Première  méthode.  —  Considérons,  dans  la  fonction  perturbatrice  pro- 
venant de  Jupiter,  le  terme  d'argument 

On  a,  en  ne  prenant  que  la  partie  principale  du  coefficient, 

2  a'        \  da   J 

On  peut  écrire 

Ô=(    l  ndt -\- £\ -\-w  —  iS^', 
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d'où 


d*Q 
di'' 

dn 

~  dt 

-h 

d*e 

dt'- 

'  + 

d*w 

dt^ 

dn 

3 

dW 

di  ~ 

"" 

a- 

^C 

> 

On  a  ensuite 

et  il  en  résulte 

d^d  3  x^m'     /,,.,,  dh('>\    .    .       dH       d^xs 

~dt^  =  -  â  -^'\^^''  -^  "  -'doi  )  ^"^^  -^-dF-'--dF> 

-^  et  -^  contiennent  le  facteur  m'"^  \  on  peut  les  négliger  d'abord,  sauf  à  en 
tenir  compte  ultérieurement. 
On  trouve  ainsi 

(i)  !^^_l;^'A2sin9, 

^  '  dt-  1 

(2)  h^  —  -—-e[[^b<''^-h<x—T-],  a——' 
^    '                                                   a^        \                     dcf.   j  a' 

Laplace  suppose^  constant  et  discute  l'équation  (i);  c'est  l'équation  diffé- 
rentielle du  mouvement  du  pendule  simple;  on  en  tire,  en  multipliant  par  2f/6, 
intégrant  et  désignant  par  c  une  constante  arbitraire, 

(3)  ;ti-  --/^^'/î'(COS0-4-c), 


(4)  h\Jni' dt 


dt' 

de 


v/cosô 


Si  l'on  a  c>>  I,  0  varie  toujours  dans  le  même  sens  et  croît  au  delà  de  toute 
limite;  le  mouvement  du  pendule  est  révolutif  :  c'est  le  cas  général  de  la  Méca- 
nique céleste. 

Si  l'on  a  c-<  I,  0  reste  toujours  compris  entre  deux  limites  déterminées, 
sans  pouvoir  atteindre  la  valeur  u  si  c  >•  o,  ou  la  valeur  o  si  c  «<  o  ;  le  mouve- 
ment est  oscillatoire.  En  Mécanique  céleste,  c'est  le  cas  de  la  libralion. 

Considérons  d'abord  le  premier  cas  :  nous  pourrons  écrire 


(5)  li\J m' {\ -\- c)  {t  —  t^)  =z 


(6) 

il  en  résulte 


0  =  2a/n     -  hsjm'{ï  -\-  c)  {t  —  ^o)    » 

9  =  -^  A  s/ni  {i  -t-  c)  {t  —  t^)  -{-  des  termes  périodiques  ; 

2  K. 
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on  a  d'ailleurs 


Jo    i/i  —  k'^  sin-( 


186.  Détermination  de  la  constante  c  —  On  a 

dd  ,      de       dm 

dt  dt       dt  ' 

en  laissant  de  côté  ^7  et  ^  dont  il  serait  d'ailleurs  aisé  de  tenir  compte,  on  peut 

prendre 

dB 

dt  '  ' 

pour  l'époque  d'osculation  des  éléments.  Soit  0,  la  valeur  correspondante  de  6; 
l'équation  (3)  donnera 

(7)  (ni—  2 n')-  =  m' h^{c  -h  cosdx). 

En  portant  la  valeur  de  c  qui  en  résulte  dans  l'expression  (6)  de  k-,  il  vient 

(8)  A-2  = 


sin^  —  -f- 


2  \  oc' 


^        em'eUbW-\-a^Ç\ 


n, 


d(X    y 


6m'e(^b^^-^  +  oc^) 
Il  y  aura  libration  dans  le  cas  de  X;-  >  t  ,  ce  qui  donne  la  condition 

(9)  U-V<'"^(^^     ■^""^j'"'^- 

On  peut  calculer  la   valeur  du   second   membre  par  a  —  ^  qui  répond  à 

2' 
Uf  =  iri .  On  trouve  ainsi  • 

(10)  jrt,  —  2/^'|  <  56"  v/^  cos  —  • 

En  posant 

l-56"v/ëcos^, 
^  2 
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on  peut  construire  une  petite  Table  à  double  entrée  donnant  la  valeur  de  I,  avec 
les  arguments  e  et  0,  ;  la  voici  : 


e  \  360° 
"m      0° 

0  \  330« 
•(    30» 

0      300" 
■      60» 

'  1    90» 

(  240- 
^'  1  120- 

^'  \  150- 

■1  180* 

e  =  o,o5... 

II 
17,, 5 

12,1 

[o"8 

s's 

6*3 

3;. 

0,0 

e  =  o,io.  . 

'7,7 

'7,« 

i5,3 

12,5 

8,8 

4,6 

0,0 

e  =  o,i5..  . 

•       21,7 

21 ,0 

18,8 

i5,3 

10,8 

5,6 

0,0 

e  =  0 ,  20 . . . 

25 ,  o 

24,2 

21,7 

'7,7 

12,5 

6,5 

0,0 

e  =  o,25.. . 

.     28,0 

27,0 

24,2 

'9.8 

14,0 

7,3 

0,0 

En  se  reportant  au  Tableau  11,  p.  419,  on  voit  immédiatement  que  les  8  pla- 
nètes pour  lesquelles  n^<^•ln  remplissent  la  condition  du  mouvement  révo- 
lutif  sans  qu'il  soit  besoin  de  calculer  0,.  Il  en  est  de  même  des  planètes  @), 
@),  (g),  (3Ï8),  (m),  ®,  @,  (î§),  (m)  et  (m).  Il  faut  calculer  0<  pour  les 
planètes  (§),  (mj,  (§),  (ns)  et  ios).  Je  laisse  de  côté  les  trois  premières,  dont 
les  découvertes  sont  peut-être  encore  trop  récentes  pour  que  l'on  puisse  bien 
compter  sur  leurs  éléments,  et  je  trouve  que  la  libration  n'a  pas  lieu  pour  (nTi 
et  (i§)  ;  cependant,  il  s'en  faut  d'assez  peu  pour  cette  dernière,  qui  reste  une 
des  plus  difficiles.  L'attention  des  astronomes  se  trouve  appelée  tout  naturelle- 
ment sur  les  planètes 

@),     (^     et     (g). 

Il  faut  remarquer  toutefois  que  ces  trois  planètes  n'ont  été  suivies  que  dans 
une  opposition,  et  que  la  première  était  de  iS"  grandeur  et  n'a  été  observée 
que  sur  des  clichés  photographiques;  ses  éléments  sont  très  incertains;  cepen- 
dant il  n'est  pas  impossible  que  l'on  découvre  des  planètes  présentant  le  phé- 
nomène de  la  libration  pour  l'argument 

On'peut  remarquer  que  le  coefficient  de  /,  dans  le  développement  de  0,  est, 
pour  A-  <  1 , 

il  tend  vers  zéro  pour  k  =  i,  car  le  dénominateur  i-h  l^-\  ^^+(^)  ^* -»-■.. 

est  alors  infini;  ainsi  se  trouve  ménagée  la  transition  entre  un  coefficient  fini 
et  un  coefficient  nul.  Je  ferai  observer  encore  que,  quand  il  y  aura  lieu  d'appli- 
quer la  théorie  des  fonctions  elliptiques  à  des  planètes  voisines  de  la  limite  de 
séparation  des  deux  genres  de  mouvement,  comme  @,  le  module  sera  loin 
d'être  petit;  il  pourra  même  être  voisin  de  1. 
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187.  Je  crois  devoir  reprendre  par  la  méthode  ordinaire  des  approximations 
successives  l'intégration  de  l'équation  (1)  que  j'écris  ainsi 

(II)  ^=:-/?sm0,        p—-^m'li\ 

Je  développe  G  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de/?, 

d'où 

!sin  0  =  sin  ('o  H ^—^{pv\  4- />^ ''2  + /?*  ^^s  ) 


En  substituant  les  expressions  (12)  et  (i3)  dans  l'équation  (11)  et  égalant  à 
zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances  de/?,  il  vient 


rfV, 


=  —  ('2  cos  ('0  H —  i>l  sin  Çoi 


~^  —  ~  ^^3  008^0  +  t'i  (^2  sin  ('0  +  g  (^f  cospo, 


On  en  tire  successivement,  en  désignant  par  a  et  c  deux  constantes  arbi- 
traires, 


8a^ 


^3  =  Y^  f  ^  sin'3  Po  —  5  sin  Po  j , 
Il  en  résulte 


—  <'o+  -^  sint'oH-  ~  sin2('o+  7^(sin3(^o  —  iSsinro) 
a  off  400" 

('4) 


fg   s  (sin4f'o  —  16  sin  2  Po)  +•  • 


(i5)  t^o  r3  a -I- (T ;,        p=^-}n'h^. 
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La  convergence  de  cette  série  (i4)  n'est  pas  démontrée;  la  forme  est  diffé- 
rente de  celle  que  nous  avons  obtenue  plus  haut  pour  0,  à  l'aide  de  l'expression 
classique  de  am m;  il  pourrait  se  présenter  des  cas  où  l'emploi  de  la  formule  (i4) 
laisserait  à  désirer. 

188.  Examen  correspondant  à  la  seconde  lacune,  pour  n  voisin  de  3w'. 
—  On  a  ici 

U  =  ô  — r  ^      2r  ^>(3)  4-  loa  --. f-  a-  —7-;.-     cosO, 


on  en  tire 


ô=:^M-2GT  — 3tl.^• 
^  — 4-  i  wi'/i'2sin9  =  --  m'/i'2sin(9-hi8o"), 
ai*  2  2  \  /> 

h'^=z  y  — -  e-    2  1  6(-'>  -h  10  a  —, H  a^  -7 — 

[\  cC'       \  dcn  dot.^ 

En  opérant  comme  précédemment,  on  trouve  que  la  condition  pour  qu'il  y 
ait  libration  est 

(«1  —  3/î')^  <  -  m  -—  e^  sin*  —     21  6^^^  +  loa  — -, h  a'  — ■.— r-    » 

2         a^  2   \  f/a  rfa*   / 

d'où,  en  réduisant  le  second  membre  en  nombres  pour  la  valeur  a—  ^,  qui 

V9 
répond  à  /z,  =  3ai'  : 

I  «1  —  3  n'  j  <  52"e  sin  —  • 
2 

On  trouve  que,   sur  les   23  planètes  du  Tableau  III,  p.  4»9'   22  donnent 

I  /z,  —  3/i'  I  >  ^yi"e  >  52"e  sin  —  ;  donc  il  n'y  a  pas  de  libration,  sans  qu'il  soit 

besoin  de  calculer  6,  ;  il  n'y  a  que  la  planète  (S)  pour  laquelle  le  calcul  de  ô, 
soit  nécessaire.  Je  trouve  0,-69'',  2,  3/i  —  «,  <^  10",  i  ;  or  3n' —  w,  =  8",6; 
donc  la  libration  existerait  pour  la  planète  ^m)  qui  se  signale  ainsi  à  l'attention 
des  astronomes  ;  toutefois,  on  est  bien  près  de  la  limite,  et  des  calculs  plus  com- 
plets seraient  nécessaires  pour  affirmer  l'existence  de  la  libration. 

Les  considérations  précédentes,  empruntées  en  partie  à  Laplace,  ne  peuvent 
être  admises  qu'avec  une  certaine  réserve,  et  dans  une  première  approximation. 
M.  Gyldén,  en  tenant  compte  des  termes  que  nous  avons  laissés  de  côté,  arrive 
à  une  équation  différentielle  de  la  forme 

^=:—  -m7j*sin(9-hX)  +  v, 
dt*  1 

dans  laquelle  X  etv  sont  de  petites  quantités  variables;  h  n'est  plus  constant. 
T,  -  IV.  54 
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Il  s'est  occupé  de  l'intégration  de  cette  équation  dans  son  beau  Mémoire  Unier- 
suchungen  ûber  die  Convergenz  der  Reihen,  welche  zur  Darsiellung  der  Coordinaten 
der  Planetenangewendet  werden  {Acta mathematica,  t.  IX).  On  peut  consulter  sur 
le  même  sujet  le  Mémoire  de  M.  Harzer  sur  la  planète  (m)  Hécube,  dont  nous 
avons  déjà  parlé  (p.  l\\S),  et  le  travail  de  M.  Backlund,  également  mentionné 
(p.  4i6). 

Nous  allons  maintenant  confirmer  les  résultats  précédents  par  une  autre  voie 
que  nous  avons  indiquée  il  y  a  quelques  années  (^Comptes  rendus  de  V Académie 
des  Sciences,  t.  CIV,  p.  269,  et  Bulletin  astronomique,  t.  IV,  p.  i83). 

189.  Deuxième  méthode  pour  les  cas  de  commensurabilité  très  appro- 
chée. —  Considérons,  pour  simplifier,  le  mouvement  d'un  astéroïde  P  de  masse 
nulle,  se  mouvant  dans  le  plan  de  l'orbite  d'une  planète  P'  (Jupiter)  supposée 
décrire  autour  du  Soleil  un  cercle  de  rayon  a'.  Si  nous  prenons  pour  plan  fixe 
le  plan  de  l'orbite  de  P',  les  éléments  de  P  seront  au  nombre  de  quatre  seule- 
ment, a,  e,  trr  et  £. 

Soit  R  la  fonction  perturbatrice  provenant  de  l'action  de  P'.  On  aura  les  for- 
mules connues 


(.6) 


da         2    ôR 

dt        na  de  ' 

de 

dt  "~~ 

de  __ 
dt  ~ 

\Ji-e-'  ÔR 
na^  e     duy 

2    ÔR        1— 
na  da 

, r  I  —  v/i  —  e'  dR 

na'-e         de 

drjs  _\/i  —  e'^  ôR 
dt           na'-e     de 

I      i/i       e«  <?R 

__  g' —  • 

na^e         de' 

R— x^w/F  '  —  -X  cos(p— 4:')!, 

\sJr^-^a'^—ia'rco^{v  —  j;^)        «'  J 

yC-zzzn^a^,         v?{\ -\- m') -=  n'^a'^\ 

V  ç^i  ^  sont  les  longitudes  des  deux  planètes.  L'argument  général  du  dévelop- 
pement de  R  est  une  combinaison  linéaire  de  ^,  .^  et  trr,  ou  plutôt  de  j^—  cr  et 
4^'  —  GT,  et  l'on  peut  écrire,  en  désignant  par  i  et  i'  deux  entiers  quelconques 
dont  l'un  peut  être  pris  positif, 

i        i' 

Remplaçons  a,  e,  xs  et  z  par  les  nouvelles  variables  L,  G,  /  et  g,  définies 
comme  il  suit 

L  =  /.)/a,         G=:yi\/a{i  —  e^), 

1  =  ^  —  xn=:  I  ndt  -h  e  —  rn,         g  =^^  —  J^'  =  rx5  —  n' t  —  e'. 
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Nous  trouverons  aisément  les  formules 

dL__dR  ^^^  -  ^ 

dl  ~  (U  '  dt  ~  ôg  ' 

dt~7"'       <^L  '  dt~      '^        di\  ' 

Si  l'on  pose 

on  obtient  sans  peine 

(i7) 


dL_       dfl  dG_       dA 

dt~       dl'  dt~      dg' 

dl  __      â^  dg  _      dcil 

di  ~~  ÔL'  dt  ~~  dG' 


-/'-v/a"( 


(18)  Sl=^-^  -V^-^('-^'^)  -^  Vy  C,.cos(.7  4-.V)- 

Les  équations  différentielles  (17)  admettent  l'intégrale  de  Jacobi, 

Si  =:  const. 

Considérons  le  terme  non  périodique  de  Si,  et  un  terme  périodique  déler 
miné;  nommons  a^  l'ensemble  des  deux,  de  sorte  que 

(,9)  «.=  -  +      \),-.       -  —r  C.,.-  ^  C,„  cos(,/  +  ,'^-). 


a 


'si  a! 


Nous  allons  montrer  que  l'on  peut  intégrer  rigoureusement  les  équations  (17), 
en  y  remplaçant  .A.  par  ^o-  Nous  choisirons  i  et  i'  de  manière  que  l'argument 
il-\-  «'^corresponde  aux  inégalités  à  longue  période;  c'est  en  somme  la  méthode 
de  Delaunay  que  nous  allons  appliquer.  On  sait  que  le  coefficient  C,,,-  dépend 

du  rapport  a  =  ^  et  qu'il  contient  le  facteur  e^,  h  désignant  la  valeur  absolue 

de  i  —  i'.  On  peut  écrire 

9  et  '^  désignant  des  quantités  de  la  forme 

Ao  +  A,e»-+- Aîe*  +  .  . . , 
où  Ao,  A,,  ...  sont  des  fonctions  de  a. 
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On  aura  donc 

^0  =  —  B  —  A  cos  9,         9  =  il  -\-i'g=  ^  J^—  i'  ^'  +  (  i'  —  0  ot, 


■  A  ^-l^.ema,e'-),  h 

(20)  '  2  a' 


B  =- 

2a'  [a 

+  2v/a(i 

-e') 

dL 

a'Ro 

rfG 

â.'h. 

dt  ~ 

^/^ 

<i^  ~ 

dg 

5 

dl  _ 
dt  ~~ 

df^ 
dt  ~ 

dG 

• 

(21) 


Les  deux  premières  équations  (21)  donnent 

(22)  -j    =:/Asin9,         -r- ^=  i'A  sinô, 

et  V  Cto 


d'où  cette  intégrale 


(23)  i  G  ^  -L  +  const 


L'intégrale  Ro  =  const.  des  équations  (21)  donne  d'ailleurs 

(24)  Acos^  +  B— C, 

en  désignant  par  C  une  constante  arbitraire.  Si  l'on  élimine  9  entre  la  première 
des  relations  (22)  et  la  formule  (2/1),  il  vient 

(  25  )  idt  =r 


\/A^—{C  —  By 


Les  équations  (23)  et  (25)  déterminent  L  et  G  en  fonction  de  t  et  de  trois 
constantes  arbitraires;  (24)  donnera  ensuite  6  en  fonction  des  mêmes  éléments. 
L'équation 

dl  dSio       ôB  ^âk 

dt  dh        dh  d\u 

donnera  /,  et  g  sera  fourni  par  la  relation 

Q=il-vi'g. 

190.  Transformation  des  formules.  —  Désignons  par  «,,  e,,  G,,  A,  et  B, 
les  valeurs  de  «,  e,  8,  A  et  B  pour  /  =  o.  Les  équations  (28)  et  (24)  don- 
neront 

,•/      _        _ 

(26)  \/a{\—e^)=s/ai{i  —  e\)^~  (v^«  — V^«î)' 

(27)  C  — AiCOSÔj  +  Bi. 
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Nous  poserons  ensuite 

\  —j  —  a, ,  -  —  A  , 

(28)  «  ' 

Nous  introduisons  une  petite  quantité  a;,  afin  de  pouvoir  procéder  à  des 
développements  en  séries.  En  combinant  les  formules  (26)  et  (28),  on  trouve 


y/,_ef  —  À 


(29)  {  e^~e\-^x^i  —  el(s/i-e\—l)-i 


f  / 5  \/i  -eï— >.) 

-\  2e, 

Faisons  encore,  pour  abréger, 

(3o) 


et  désignons  respectivement  par  x,,  x', ,  x'[,  ifb,,  ift)',  et  ift)'J  ce  que  deviennent 
ces  quantités  quan4  on  y  remplace  a  et  e  respectivement  par  a,  et  e,.  Nous 
trouverons,  en  utilisant  les  formules  (20),  (26),  (28),  (29)  et  (3o), 

"  -  «■ = ï^  [i  -  ^ -^  ^  ^^^(^^^>  -  ^  v/^ïï^^)  j 

y^^fn'      (      „,         / rV^i  — e?— X   „  „' 

2  a'        V  2  e,  ' 


x^'m'  r  „  /      ,  ,        ; V I  —  e?  —  A  .  ,A  1 

A  r= p  \X^-v-x\y.^X^  -\-\l \  —  e\  ' X,  1  +.  . .     , 


yC^m' 


Aj=i— — 7-  c;l,i, 


ia' 


(3.)  A,=^^'[xf  +  2X.a.(«.X;+v/^-e^^'    j|       ^A:)+...] 


On  aura  ensuite,  en  ayant  égard  h  la  formule  (27), 

C-B=A,cosô, -f-B,  -B 
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et,  en  tenant  compte  des  expressions  précédentes  de  B  et  de  A,, 


C-B 


—  \/ 1  —  e'\  —  X 


+  m'cJU,  cos^i  —  m' œ  1  cziilU',  -h  y/i 


OU  bien 


(32) 


J :'  m '' 


2e, 


G-Bz= 


la 


D,^  +  Dj^^  +.  . .  --^  /n'(  JUi  cos^i  +  Ei.a?  + 


...)] 


en  faisant,  pour  abréger. 


D,  =  Xv/a,-^  ==v/«i(^7   -,?')' 


D, 


(33) 


lWa,=:A(^^-A0. 


Faisons  de  même 


(34) 


El  =  -  «iiii,;  -H  J'i  -  e?  ?^ — ^-^ — îi  n'y; 


)  F,  =:  2ai.l,;  -\/i-e\  ^ — "^l îi  X'[ , 


et  la  formule  (3i)  nous  donnera 


(35) 


A^  = 


c^  m  -  ^  ^  .  ^ 


Si  l'on  porte  dans  l'équation  (20)  les  valeurs  (32)  et  (35)  de  G  -  B  et  de  A^ 
et  que  l'on  ait  égard  à  la  relation 

L  =  X y/â  =  x  y/«ia'(i  4-  a;) , 
on  trouvera  aisément  la  formule 


(36) 

où  l'on  a  posé^, 


dt 


dx 


v/oci  v'(n-^)Û 


(37) 


—  [ï)iX  -h  D^OJ^  +.  .  .4-  m'(oil,i  COS01  -HE,a?  + 


'•)P; 
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ce  qui  peut  s'écrire  aussi 


(38) 


I  U,  =  m'    aJl-iCOS*-^  +  ^  (^!  p,  +  E,  j  -h.  .  .  1  -hD^x -hD^x*  + . 
f  Vi  —  m'  UjI»!  sin*  -~  ^  ^  [-  Fi  —  Ei)  +•  •   1  --  D.o;—  D,a:«— . 


On  a  aussi  les  formules 

A  +  C  -  B  =  2  A  cos«  ?  —  -^  U, , 
2        2  a' 

(^9)  i  . 

A-G  +  B=r2Asin2  -^-^U^; 

V  2         2a 

fl       C-B 
cosy  =  — i — ) 
A 

d'où,  en  vertu  des  relations  (32)  et  (35), 

(4o)  cos9=— ^ i-^^^ — '• 

191.  Discussion  de  Féquation  (36).  —  On  doit  avoir  constamment 

(40  U,U2>o, 

car,  X  étant  nécessairement  petit,  la  quantité  (t  -h  x)\],  qui  figure  sous  le  radi- 
cal de  la  formule  (36),  sera  positive  si  l'inégalité  (4i)  est  satisfaite,  et  réci- 
proquement. L'expression  (33)  de  D,  montre   que  cette  quantité  est  petite 

seulement  quand -7  diffère  peu  de  -;  s'il  en  est  ainsi,  D^  est  voisin  de 
T-V^a,.  Si  D,  n'est  pas  très  petit,  on  peut  prendre,  dans  une  première  ap- 

L\    l 

proximation, 

U|  =  2  w'<yl>,  cos'  —  -\-ldiX, 

9 
U.  =  2  m' Jl».  sin'  —  —D^x. 
2 

La  formule  (36)  donne  alors  simplement 

dx 

{i' n' —  irii)  dt  = 


//  2m'X,         ,0,\  /2/n'oiU,    .   ,  0,  \ 
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On  en  conclut,  en  intégrant,  et  déterminant  la  constante  de  façon  que  oo  =  o 
pour  ^  =  o,  • 

icr=  — r^\cos[{i' n'—i /II)  t-\- 9i]  — cos9i\; 

x  s'exprime  donc  très  simplement  à  l'aide  des  fonctions  circulaires,  et  oscille 
entre  deux  limites  qui  sont  de  l'ordre  de  m';  il  en  est  de  même  de  a  et  de  n. 

Les  choses  se  passent  autrement  quand  D,  est  petit.  En  supposant  petit  le 
rapport  ^-r-  et  retenant  les  termes  principaux,  on  voit  que  les  expressions  (38) 
de  U,  et  de  Ua  deviennent 

g 

Les  trois  termes  conservés  dans  U,  et  Ua  seront  de  l'ordre  de  m';  les  termes  qui 
n'ont  pas  été  écrits  seraient  de  l'ordre  de  m' sjni' ,  de  m'-, ....  La  formule  (36) 
doit  être  remplacée  par 

, ,    ^      in'  dx 

(42)     -j^dt—  —  _  . 

^^'  i/''  iim'X^  cos^  il  4-  D,a?  +  D^^^  )  (im'X,  sin^  ^  _  D,^  —  Da^A 

X  est  donc  une  fonction  elliptique  de  t.  Cherchons  à  obtenir  la  forme  cano- 
nique en  posant 

(43)  -=y-^- 

Nous  trouverons  aisément 

(44)    '-^dt  ^^ 


V  y'--^ 4Dr —  V wi — -  -^' 

Il  y  a  trois  cas  à  considérer. 

192.  Premier  cas. 

(45)  D?>8D2w'JU,cos2^. 

On  peut  poser 


^^^)  ^'^ -^Df -'         P''=  4D| ' 
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3  /' 
et,  en  remplaçant  D^  par  sa  valeur  approchée  v-y/ôt^,  la  formule  (44)  de- 

viendra 

(47)  yi'n'dt=  ''•'' 


On  doit  avoir 

En  faisant 
(48)  r'  =/>'  sî"'?  +/>" cos'9  —p'^  (i  -  ^^7/'  sin* cp^  , 

la  formule  (47)  devient 


-7  i'n'dt 


4  V'/''*— (/>'-— /'')sin»cp 

On  en  conclut,  en  désignant  par  c  une  constante  arbitraire, 

t  3 

(p=:ain«,         u=z  y  p' i' /t'{t -\- c),       -  mod.  A-, 


(49)  ^._,       />^^, 


y  =  p'  A  am  w. 
Les  formules  (4o)  et  (43)  donnent 


COS( 


Si  l'on  remplace  j''  par  sa  valeur  (48),  puis/?""*  et^''  par  leurs  expressions  (46), 
il  vient  simplement 

COs9=rCOS2©,  d'où  dz:=:±2(f. 

On  trouve  ainsi  cet  ensemble  de  formules  : 

81),  m'a.., 


(5o) 


(5i) 


D?  -+-8Dj//i'Jl.iSin*-^ 
'  2 


Df  — 8Di/nMlC0S»- 
'  2 

D7  +  8D2/w'c.l>,  sin»- 
'  2 

3 

ô=:2amw,  u^=  j  p' i' n' {l  -+  c) 


D,a;  =  — Di  +  t/Dî  -i- 81),'n'*U, sin*  — Aamw. 
T.  -  IV.  55 
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On  voit  que  l'angle  0  augmente  sans  cesse,  jusqu'à  l'infini.  Lorsque  D,  n'est 
pas  trop  petit,  l'expression  (5o)  de  k'^  est  très  petite,  de  l'ordre  de  m',  et  l'on 
peut  prendre  les  fonctions  circulaires  comme  première  approximation,  ainsi 
qu'on  Ta  fait  ci-dessus  ;  mais,  si  D<  est  de  l'ordre  de  ^rri ,  les  deux  termes  de  la 
fraction  qui  représente  k'^  contiennent  le  facteur  m\  et  k^  est  fini,  ce  qui  est  un 
point  fondamental. 

193.  Nous  allons  appliquer  la  solution  précédente  en  supposant  i'  =  2.,  1  =  1, 
de  sorte  que 

Nous  considérerons  donc  le  groupe  des  astéroïdes  dont  le  moyen  mouvement 
est  voisin  du  double  de  celui  de  Jupiter.  Nous  aurons  alors 

(52)  Di  =  v/a,  (2 j],         D2  =  - v'ai     approximativement. 

On  a,  d'ailleurs, 

OÙ  b^^'>  représente  la  transcendante  bien  connue.  L'expression  (5o)  de  k^  don- 
nera 


^î 

I  - 

{^ 
(^ 

\2                                     f) 

-2J  +(7fsin2-î 
-2J  -cr?cos2^ 

(^ 

—  2  j  -\-(j]  sin^  — 

(53) 


OÙ  l'on  a  fait,  pour  abréger, 

On  a,  par  hypothèse, 

(55)  (^-2y>a?cos^^. 

L'expression  (46)  de  p'^  donnera,  en  ayant  égard  aux  formules  (52), 

(56)  3/>'=y/(^*-2y+aïsin^^*. 

Les  formules  (5i)  donneront  ensuite,  en  adoptant  les  notations  des  Funda- 
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menta  de  Jacobi, 


a  =  -  ^'n'(;  +  c)  z=  i  4  /  («,- 2/i')'-t- crîn'«sin«  ?1  (/  + c), 
(57)  {  ^  ^  V  2 

I       Tzu  (\q       .     nu  ^q*         ,     2t:u 


iDî^  =  -  D,  ±  i/D?  +  8Dj/nM,,  sin«  I* 


X  -rr     IH 7^  COS  -^  +  -^i^  COS  -^ 

2K\  i-\-q*  K  i-h^*  K 

Il  faut  savoir  avec  quel  signe  on  doit  prendre  le  radical.  Nous  supposerons, 
pour  fixer  les  idées, 

n,  >2w';         donc         D,  <o. 

En  supposant  m'  =  o,  on  trouve  aisément 

(T,  —  o,         kz=o,         q^=o,         K=:-: 

2 

il  est  clair  que  l'on  doit  avoir  aussi  a?  =  o;  donc  on  doit  prendre  le  signe  —,  et 
il  vient 

(58)         3:.  =  -,-.-3^'^(^,+  -^cos-g-  +  j!ii^cos-g- +...). 
On  a  ensuite 

n  rr  71,      1 X-\-  . 

\  ^ 

et  il  en  résulte 

n  =  ni  ^2  -  -^j  -|_  _  p',îj  A  am  u, 

/K     \  /  'ïl   \  o     /  71^    /  4^  T^U  4^'  27rM  \ 


Si  l'on  remplace  A  am  M  par  ses  deux  limites  i  et  y^i  —  ^^  on  trouve  que  l'on 
doit  avoir  constamment 


,        n,  / { n.  \-         ,        .9.        in        ,        n,  / /  n,  \'         ,    .   .  0, 

''- TT ^ V [y^-V  '''""'  -î <^.<''- ^ ^ V\-^ -y  ^''""  ^- 

On  obtient  ainsi  les  limites  entre  lesquelles  n  varie.  Il  est  intéressant  de  sa- 
voir si  la  limite  inférieure  de  n  est  '^in\  de  sorte  que  l'on  ne  puisse  jamais 
avoir  exactement  n  =  in' .  On  est  ainsi  conduit  à  considérer  l'inégalité 

"■  [^  -  ^  -  v/(i^-'î<=-'7l  >  ^'''- 
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OU  bien 


n,  i /(/i,— 2n')2  — CT^/i'^cos^-'  >(/i,  —  -în' 


Posons  pour  un  moment 

ni — 2n'  =  pn',         /i^=  ct^  cos^  —  » 

et  l'inégalité  précédente  donnera 

(2H-p)Mp'-/*')>pS 

d'où 

^  est  petit,  et  l'on  en  déduit 


(2  4-/0' 

(^  -  2V>(7?  COS^  ^  +  7^1  COS*  ??+.... 

Donc,  si  cette  inégalité  est  satisfaite,  on  aura  toujours  n'^in'.  On  pourrait 
avoir  à  un  moment  donné  n  =  2n',  si  l'on  avait 

c\  cos^  ^  <  f  ^'  -  2y<  a\  COS^  ^  +  7  <7Î  cos*  ^. 
'  1        \n'         J  '  24'  2 

Mais,  les  deux  limites  de  (^  —  2  j  sont  tellement  voisines,  vu  la  petitesse 
de  (7,,  que,  pratiquement,  elles  peuvent  être  confondues,  et  nous  pouvons  ad- 
mettre que,  dans  notre  premier  cas,  -4  restera  toujours  au-dessus  de  2. 

Soit  n^  le  terme  constant  de  //;  on  aura,  d'après  la  formule  (Sg), 

(60)  no  =  nif2— ^WSp'n,  ^, 

(61)  n  =  no  +  3/?'n,  .^  (  — ~ — -  cos  -^  H ^ — ^  cos 


On  en  conclut,  en  intégrant  et  tenant  compte  de  l'expression  (57)  de  w, 
(62)  lndt=znot-\ î-,    — -^^  sin -^  M      ,  ,, 


4^^  .     27rM 

^  sin  — r^- 


194.  Occupons-nous  de  déterminer  la  constante  c.  Nous  pourrons  écrire  à 
volonté  l'une  des  conditions 

0z=9,,         ou        x  =  o,        pour  ^  =  o. 
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En  représentant  par  «„  la  valeur  correspondante  de  m,  les  équations  ('Ï7)  et 
(58)  donneront 

(63)  0,  =  -— -  H -J—  sin  -—  H-  — — '- — -  sin  — ^  4- .  .  . , 

K         I  -+-  «7*  K         2(1  -+-  7')  K 

o  =  —  —  2  —  3/?'  -57     IH '-L—  cos  -=v-  +       '      cos  -^  H- . . .  )  • 

«  ^   2K\         n-7*  K         1-+-7'  K  J 

Cette  dernière  formule  peut  être  transformée  au  moyen  de  la  relation 


sin'  —  = 


On  trouve  ainsi 

(64);        4  /  I  —  A:»  sm-  —  —  --    1+     ^^  ,  cos  -^  +  -^-^  cos  — ^  "  -t- . . . 
V  2        2  K  \         \-^q-  K         14-7*  K  / 

Les  équations  (63)  et  (64)  donnent  la  même  valeur  pour  «„;  nous  emploie- 
rons la  première,  qui  se  prête  mieux  aux  approximations  successives. 

Il  convient  maintenant  de  procéder  a  des  développements  en  séries  suivant 
les  puissances  de^-;  nous  emploierons  pour  cela  les  formules  connues 


"l 

ri 

sj.-k- 

'sIn 

2 

14-7* 

cos 

2  7rWo 

K 

-t- 

^=7^  + 


Â-*        2iA«       3iA' 


16       82        1024       2048 

La  formule  (63)  sera  réduite  à 

6,  =  -j^-  4-  47  Sin  -^-  4-  27'  sm  -^; 


on  en  tire 

-47sin9i  4-67'sin2(^,, 

(65) 

K    ^^'       4' 

^        A-n    .    -        3Â:*    .      . 

14 sin  9,  4 ô  sin 2 9,. 

^        2  /         '128 

Si  Ton  pose 

i/(n,  —  3n')'+<r;n"sin'  -^ 
on  aura 

(67)  _=_+„,. 
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Les  formules  (Sy),  (65)  et  (67)  donneront 


=  9i  -h  mt  -h  -y  [?>\n{mt  -h  di)  —  sinôi] 
4 


A"* 

H o  [i6  s\n {mt-+- 9 1)—  16  sin9i4-  sm(2mt  +  20i)h-3  sin20i  — 8  sin9iC0s(m;+  ôj)] 

120 


Nous  nous  bornerons  à 


I  <j\n'^ 


(68)  e  =  9t-^mt+  y î ^  [sin(mi  +  9i)  — sin0,]. 

On  aura  ensuite,  en  partant  de  (61), 

(69)  n  =  ni-+-- —  ^    *  [cos(/nf  +  Qi)  —  r-os0i], 


4/(  ni— 2  n'y -^  al  n""  sin'  — 


(70)  no  =  rti- 


1/  (n,  —  2 n'y  +  (7?  /i'2  sin^  -i 
La  formule  (62)  donne  de  même 

(71)  I  ndt  —  not-\-  ^ ^^ g- sin(m«+9i). 

Lorsque  n^  —  2/1'  n'est  pas  très  petit,  les  formules  (69)  et  (71)  peuvent  être 
réduites  à 


n=nj  +  -  — ^ — ^ — ^,  [cos(7w«+  0i)  —  cos^i], 


n,  —  2/1' 


Il  est  intéressant  de  voir  que  les  petits  diviseurs  n,  —  in'  et  (n,  —  in'Y 
sont,  dans  la  théorie  actuelle,  remplacés  respectivement  par 


4/(/i,— 2/i')2+(7?sin2 -i     et     («1  — 2n')2  +  <T?sin2 -*. 

Il  y  aurait  lieu  de  présenter  ici  le  calcul  de  rs;  mais,  pour  ce  point,  je  ren- 
verrai le  lecteur  au  Bulletin  astronomique  (décembre  iSgS). 
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195.  Deuxième  cas. 

(72)  Dî<8D,m'Jl,,cos»^. 

2 

Si  l'on  pose 


/>'»== 


8D2m'cll,isiii>^  4-DÎ 


(73) 


la  formule  (44)  devient 


m 


8D2/n'<JU,cos2  —  —  DJ 

lit) 2 

"■= m 


3  •/  ,  j,  dy 

-  i  IV  al  — 


4  v/(7'-+-y")(/>'*-7')' 

7  variera  de  —p  à  +/>'.  Soit  posé 


on  aura 


3                                   d.'h 
i'n'dt— 


4  v//>"  +  />'"-/>"sin2^' 

3  

4^  =amM,         u=  ■ri'n'\/p'^-\-p"-{e-]-c)  (mod.  â:). 


\  y  i=.p'  cosama. 

On  est  ainsi  ramené  à  un  module  <  i. 
Les  formules (40)  et  (43)  donnent 

COS0=  =î — —. > 

d'où 

2Sin-  -  =  D2  ^    ,  ,•     =  -^i~  sin«^^, 

sin  -  =        ^  sind»  =  ±  /:  simL 

2        ^pn^pKt         ^  ^ 

On  voit  par  cette  dernière  formule  que  sin  -  ne  peut  jamais  dépasser  k  en  va- 
leur absolue;  donc  0  ne  peut  jamais  devenir  égal  à  180°;  il  oscille  autour  d'une 
valeur  moyenne  égale  à  zéro  :  c'est  le  cas  de  la  Ubration  ;  le  coefficient  du  temps 
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dans  0  est  nul.  Les  formules  finales  sont,  dans  le  cas  de  i'=  2, 


(75) 


I  —  /.-^  — 


(76) 


2D2,ic  =  —  l)i  4-1 /D^-i-SDîm'cil,,  sin-  -  cosamw. 


sin  -  =:  ±  A:  sin  am  a. 

2 


L'expression  précédente  de  £t?  prend  une  autre  forme  quand  on  remplace  D, 
etDa  par  leurs  valeurs  (52),  et  que  l'on  introduit  l'expression  (54)  de  a,;  on 
trouve 

(77)  3^  =  ^-2  +  ^(^^,  -  2y  +  aj  sin^  ^  cosamw. 

On  en  conclut 

(78)      «='^'[^-2^'-^\/(^-')'+^^'^"'^"^''^^4 

On  a  donc  les  limites  de  n 

N'<«<N", 

en  faisant 

Je  dis  que  Ton  a 

N'<2/i'    el    N">2/i'. 

La  première  de  ces  inégalités  revient,  en  effet,  à 


(/Il  —  iii'y  +  /i,  1/ (/^i  —  2/i')*  +  CTi  «'^  sin*  —  >  o, 
et  la  seconde  peut  s'écrire 


«1  \/('*i—  2«')2+  cri  /i'2  sin^  _!.>(/«,_  2n')2, 
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d'où,  en  élevant  au  carré  et  réduisant, 

4(n,  — 2n')'/i'(/j,  —  n')+  a]  n]  n'*  sm*  —  >o; 

ce  qui  a  bien  lieu,  car  n,  est  >  n'. 

Il  résulte  de  là  que  n,  variant  périodiquement  entre  deux  limites,  Tune  infé- 
rieure, l'autre  supérieure  à  in',  sera  nécessairement  égal  à  2/î'  à  un  moment 
donné.  En  faisant  dans  l'équation  (78)71=  2/î',  et  désignant  par  m,  la  valeur 
correspondante  de  w,  on  trouve 

(«1 —  2n'y 
cosam?/,— 


cette  quantité  est  très  petite  en  valeur  absolue,  car  le  numérateur  est  du  second 

ordre,  et  le  dénominateur  du  premier  seulement;  ainsi  am«,  est  un  peu>-; 

aux  deux  limites  qui  correspondent  à  N'  etN",  amM  =  o,  ou  =  t:  ;  donc  n  devient 
égal  à  2/z'  quand  amw  est  sensiblement  égal  à  la  moyenne  arithmétique  de  ses 
valeurs  extrêmes. 

On  voit  ainsi  que  les  moyens  mouvements  sont  exactement  commensurables 
à  un  moment  donné,  sans  qu'il  en  résulte  aucune  instabilité;  les  oscillations 
sont  régulières  de  part  et  d'autre,  et  la  circonstance  de  la  commensurabilité 
exacte  se  reproduit  périodiquement;  cela  est  conforme  à  ce  qu'avait  présumé 
M.  Newcomb. 

Remarquons  que  la  condition  (72),  relative  à  la  libration,  peut  s'écrire 

Elle  est  identique  à  la  condition  (9),  que  nous  avons  rencontrée  dans  la  méthode 
de  Laplace,  en  tenant  compte  de  la  relation  approchée 


f  _  «'  _  I 

^'  ~  /t,  "  2 


196.  Troisième  cas.  —  Reste  enfin  à  considérer  le  cas  de 

,9. 


D?=8Dîm'.l.,cos 
'  2 

(79)  \  0"  t>'®" 


=  (7Î  COS'  —  < 

a 


T.  -  TV.  56 
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L'équation  (42)  donne  ici 

3     ,  ,.  dx 

-  n  dt  z=  

2 


v/^-9v/T-(-V^-^-4y' 


on  a  d'ailleurs 
d'où 

^-n'dt=. ^^ 


ar+  -TT  cos 
3  2 


Pour  intégrer,  on  pose 


il  vient  alors 


2  sinx 

tang  ?^  =  CE"^''"" 


Pour  déterminer  la  constante  C,  nous  remarquerons  que  a?  ^  o  pour  t  =  o', 
a  relation  (80  )  donne 


sinv  =  cos  — > 
^  2 


d'où 


/  I  —  sin  — 

2^  =  4   / 1 

y      I  +  sin  — 


Il  vient  donc 


(81)  ^  — -1  cos 

6  1 


On  a  ensuite 

(86) 


.  r        2E  "" 1 

I  I  +  sin  —  +  (  I  —  sin  —  j  E<^.«''  1 

I  i  +  sin— H- f  I  — sin^jE<^i«'  1 


Il  n'y  a  plus  d'oscillation  ;  t  croissant  de  zéro  à  l'infini,  x  varie  de  o  à  —  Ç  cos 


c^i  ...  ^1 
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et  n  de  n^  à 

„.(...l,cos^)=„.[..i(-_.)]  =  ^. 

Nous  avons  ici  un  exemple  des  solutions  appelées  asymptoiiques  par  M.  Gyldén; 
leur  étude  approfondie  est  due  à  M.  Poincaré. 

197.  Nous  avons  dit  plus  haut  que  le  calcul  sommaire  qui  résulte  des  for- 
mules de  Laplace  conduit  pour  la  libration  à  la  même  conclusion  que  notre 
calcul  plus  complexe.  Ce  dernier  présente  néanmoins  des  avantages  qui  sont  à 
considérer  :  il  permet,  en  effet,  de  tenir  compte  des  termes  négligés,  et  peut 
être  ainsi  complété  facilement.  On  pourrait  en  outre  avoir  égard,  par  le  même 
procédé,  à  tous  les  termes  ayant  pour  arguments  ô,  2O,  36,  . . . ,  en  prenant 

Ro  — —  B  — Acos5  — A'cos2  0  — A"cos30—  .... 
On  aurait,  en  effet. 


(87) 


l'intégrale 


-r:  =  /(Asin9+  2  A' sinaô  4-  3A"sin29  +  . . .), 

rie 

—j-  =  i'{As'm9-{-  2A'sin20  -t- 3 A" sin 2 0  h-  . . .); 


(88)  G  =  4L  +  const. 

subsiste  donc  encore;  on  a  d'ailleurs 

(89)  B  H- Acos9  H-  A'cos20  -h  A"cos29h-  . . .  -- consl. 

Si  l'on  élimine  6  et  G  entre  les  équations  (87),  (88)  et  (89),  on  sera  ramené  à 
une  équation  de  la  forme 

dt  =  F(L)rfL  =  ^(x)dx. 

On  aura  donc  œ  en  fonction  de  t  par  une  quadrature.  Le  calcul  présentera 
quelques  difficultés,  qui  pourront  être  surmontées  en  tenant  compte  de  ce  que 

A'    A" 
les  rapports  j-'  ât'  ••  sont  petits.  On  pourra  enfin  appliquer  la  méthode  de  De- 

launay,  de  manière  à  avoir  égard  aux  autres  termes  périodiques  les  plus  sen- 
sibles; il  y  aura  lieu  de  voir  si  ces  nouveaux  termes  ne  modifient  pas  la 
libration. 

Les  résultats  que  nous  avons  donnés  ont  aussi  été  obtenus  dans  leur  ensemble 
par  M.  Gyldén  et  par  M.  Poincaré;  mais  nous  avons  donné  des  développements 
qui  rendront  les  applications  fac  iles;  ce  qui  nous  a  paru  intéressant,  c'était  de 
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déduire  les  conclusions  de  notre  ancien  Mémoire  du  Bulletin  astronomique,  t.  IV, 
et  de  préparer  les  applications. 

M.  Callandreau  a  étudié  de  son  côté  la  question  des  lacunes  et  de  la  libra- 
tion  dans  un  Mémoire  auquel  nous  renvoyons  le  lecteur  (^Annales  de  l'Observa- 
toire, t.  XXII). 

Nous  voudrions  parler  encore  d'un  important  Mémoire  de  M.  Bohlin,  Ueber 
eine  neue  Annàherung  s  Méthode  in  derStôrungstheorie;  Stockholm,  1 888.  L'auteur 
s'occupe  de  l'intégration  de  l'équation 

dans  laquelle  les  a,  y  et  y/ y  sont  des  constantes;  n'  est  le  moyen  mouvement  de 
Jupiter  et  ^  la  longitude  moyenne  de  la  planète  troublée.  Quand  on  ne  prend 
qu'un  terme  du  second  membre,  celui  pour  lequel  in  — jn'  est  petit,  on  retombe 
sur  l'équation  de  Laplace 

-j-r  =^ ni'  h-  sin  d  : 

dt^  2 

les  autres  termes  apportent  à  la  solution  des  compléments  appréciables.  M.  Bohlin 
a  appliqué  sa  théorie  au  calcul  des  perturbations  des  planètes  dont  le  moyen 
mouvement  est  voisin  de  3/^'  (Astron.  Nachr.,  n°  3294);  mais  il  a  publié  seule- 
ment les  résultats  numériques  pour  trois  planètes,  déjà  traitées  par  la  méthode 
de  Hansen,  se  réservant  d'exposer  la  théorie  complète  dans  un  Mémoire  spécial; 
aussi  devons-nous  nous  contenter  des  indications  qui  précèdent. 
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CHAPITRE   XXVI. 

SUR  LA  FORME  GÉNÉRALE  DES  DÉVELOPPEMENTS  DES  COORDONNÉES  DANS 
LE  MOUVEMENT  DE  TROIS  CORPS  QUI  S'ATTIRENT  MUTUELLEMENT 
SUIVANT  LA   LOI  DE  NEWTON. 


198.  Nous  jugeons  utile  de  reproduire  ici  un  Mémoire  que  nous  avons  inséré 
dans  les  Annales  de  V Observatoire  de  Paris  (t.  XVIII,  Mémoires). 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  le  mouvement  des  deux  planètes,  Jupiter 
et  Saturne,  soumises  à  l'attraction  du  Soleil  et  à  leur  attraction  mutuelle.  Les 
développements  pratiques  auxquels  s'est  arrêté  Le  Verrier,  pour  les  expressions 
des  éléments  elliptiques  variables,  contiennent  le  temps  en  dehors  des  signes 
sin  et  cos,  et,  par  ce  fait  même,  ils  ne  sauraient  convenir  pour  un  intervalle  de 
temps  illimité;  ils  sont  cependant  appropriés  aux  besoins  de  l'Astronomie  pour 
un  intervalle  de  plusieurs  siècles.  Mais  il  est  bon  de  se  demander  si  l'on  ne 
pourrait  pas  obtenir  des  développements  dans  lesquels  le  temps  ne  sortirait 
jamais  des  signes  sin  et  cos,  comme  cela  arrive  dans  la  théorie  de  la  Lune  de 
Delaunay. 

Cette  question  a  été  résolue  par  M.  Newcomb  (Smithsonian  Contributions  to 
Knowledge,  1874)»  en  employant  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  ar- 
bitraires, et  plus  tard  par  M.  A.  Lindstedt  {Annales  de  l'École  Normale,  3*  série, 
t.  I,  p.  85),  qui  est  arrivé  à  un  théorème  nouveau  et  important;  il  a  pris  pour 
point  de  départ  le  Mémoire  célèbre  de  Lagrange  {voir  t.  1  de  cet  Ouvrage,  Cha- 
pitre VIII).  En  raison  de  l'importance  du  sujet,  j'ai  pensé  qu'une  autre  démon- 
stration du  théorème  de  M.  Lindstedt  pourrait  présenter  quelque  intérêt;  celle  à 
laquelle  je  suis  arrivé  trouve  sa  base  dans  le  travail  bien  connu  de  Jacobi  \Sur  l'é- 
limination des  nœuds  dans  le  problème  des  trois  corps  {Journal  de  Liouville^  t.  IX)J. 

199.  Soient 

S,  M  et  M'  les  trois  corps  réduits  à  trois  points  matériels  de  masses  i,  m  et  m'; 

G  le  centre  de  gravité  de  S  et  M,  SM  =  r,  GM'  =  r'; 

X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z'  les  projections  de  r  et  r'  sur  trois  axes  fixes  OX,  OY,  OZ; 
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[jt.  et  [i.'  des  constantes  ayant  pour  valeurs 

I  +  m 


|jl'  ir;  m' 


I  +  m  H-  m' 


On  a  (t.  I,  Chap.  IV)  les  équations  différentielles  suivantes,  pour  déterminer 
les  six  variables  X,  . . .,  Z'  en  fonction  du  temps/, 

^  dt^  '"  d\'         ^    dt''   "~dX'' 

(')  j  ^  dL^  ~  dY'         ^    dt^   ~  dY'' 

\      d^  _d^  ,  dyL_  _  ^ 

\  ^  dt^  ~  dZ'         ^    df"  ~  dTJ ' 

Dans  ces  équations,  U  est  une  fonction  des  six  variables  X,  .. .,  Z',  définie 
par  les  formules  suivantes 

r^   =  X2  +  Y2  +  ZS 


(2) 


r'2 

=  X'2  + 

Y'2  + 

T\ 

R 

=zSM  = 

-f, 

R'=r 

SM', 

A  = 

MM 

1 

) 

R/2 

=:r'^  + 

•xm 

(XX' 

+  YY' 

+ 

ZZ') 

< 

mr 

i-\-  m 

I  -H  m 

A^ 

_^/2_ 

2 

(XX' 

+  YY' 

4- 

ZZ') 

< 

r 

i  ■+-  m 

TI 

m' 

mm' 

A 

Quand  on  aura  intégré  les  équations  (i),  les  coordonnées  ^,  y],  "C,  l',  y]',  *C 
des  points  M  et  M',  rapportées  à  des  axes  parallèles  aux  axes  fixes  et  se  coupant 
en  S,  seront 

■       U=:X,  ■n=Y,  Çr=Z, 

^^^  \l'=X'+-'^X,  -r,'=Y'4--^^^Y,  ç'z=:Z'+-^^Z. 

\  i-i-m  1  -\~  m  i  +  m 

Les  équations  (i)  admettent  les  intégrales  suivantes,  qui  ne  sont  autre  chose 
que  les  intégrales  des  aires 

en  désignant  par  C,,  G,  et  C'[  trois  constantes  arbitraires. 
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200.  Nous  allons  changer  d'axes  de  coordonnées,  et,  au  lieu  de  OX,  OY,  OZ, 
nous  introduirons  de  nouveaux  axes  rectangulaires  0^,  Oy,  Oz;  l'axe  Ox  sera 
situé  dans  le  plan  XOY:  nous  désignerons  par  N  la  longitude  du  nœud  ascen- 
dant du  plan  ccy  par  rapport  à  XY,  et  par  J  l'angle  de  ces  deux  plans.  Nous  au- 
rons les  formules 

!X  =  OT  cosN  — 7  cosJ  sinN  -h  z  sin  J  sinN, 
Y  =  a:  sinN  -H/  cos  JcosN  —  z  sin  J  cosN, 
Z  =  y  sinJ  4-  scosJ, 

et  des  formules  semblables  donnant  X',  Y'  et  Z'. 
Si  l'on  détermine  J  et  N  par  les  relations 


(6) 

et,  si  l'on  pose 

on  trouvera  que  les  équations  (4)  deviennent 

dx  dz\  ,  (  ,  dx'         ,  dz 


mn  J  —               ■ -         -    ^ 

v/G?  +  Cr 

v^cThc;» 

''i^rff-^AJ-*-''^"  w-^  rfr'=°- 


Les  équations  (i)  et  (2)  donneront  du  reste 

d^x  _dl]  ,  d^  _  ^ 

^W'  "  dx'        ^    dt'   ^  dx'' 

J      d^y  _  dM  ,  d^y'  _  dV 

d'-z       dH  ,  d'^z'  _  d\} 


r»  —^2 +  /='  +  -%         r'-'  —  x'^^y'^-Y-z'^        R  =  r, 
R'«=:r'^-h  ^^  (a:x'4- j/4-  zz')+  (^ 


(2') 


A.  .=  ;.'^_ -^1- (^a.'4-ry  +  .V) 4- (^y, 


m       m' 


R        R'    '      A    ' 

les  constantes  arbitraires  C, ,  C,  et  C;  seront  remplacées  par  C,  J  et  N. 
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Les  équations  (4)  et  (G)  montrent  que  le  nouveau  plan  fixe  des  xyes.t  le  plan 
invariable  du  système  composé  des  deux  points  M  et  M',  ayant  pour  coordon- 
nées Xf  y,  z,  oc',  y,  z'  et  pour  masse  (x  et  \^ . 

201.  Nous  appellerons,  suivant  l'usage,  plan  de  l'orbite  du  point  M  à 
l'époque  /  le  plan  qui  passe  par  l'origine,  la  position  et  la  vitesse  du  point  M  au 
même  instant,  et  de  même  pour  M'.  Soient 

«et  i'  les  angles  formés  à  l'époque  t  par  les  plans  des  deux  orbites  avec  le  plan 

des  xy\ 
h  et  h'  les  longitudes  de  leurs  nœuds  ascendants  sur  le  plan  des  xy,  comptées 

à  partir  de  Oa?; 
f  et/'  les  doubles  des  vitesses  aréolaires  des  rayons  r  et  r' . 

Les  équations  (7)  pourront  s'écrire 

fx/  cos  i         +  ]x'  f  ces  i'  =  C, 

fjt./  sin  f  sinh  -h  ix'f  sin  i'  sin  A'  =  o, 
[if  sin  /  cos  h  -+-  pJ /'  sin  i'  cos  h'  ■=  o. 


On  en  conclut 


h'  =:  h-+- 180°,         fx/sin/rr  (x'f  sini'; 


c'est  le  résultat  bien  connu  de  Jacobi  :  les  deux  orbites  coupent  le  plan  inva- 
riable suivant  la  même  droite. 

Soit  I  l'inclinaison  mutuelle  des  deux  orbites;  on  aura  également  les  formules 

connues 

pî ,,2  fi ,,ti  ffi 

cosI==^^ ^•^,,/  ^  . 

f^'/'+f^/cosI 

c ' 


(8)  '^COSI  =  ^-^^ ^--^ ,  COSf'=: 


sinr  =  î^  sinl, 

de  sorte  que  les  inclinaisons  i  et  i  seront  connues  quand  on  aura  déterminé/ 
et  /'  en  fonction  de  /.  Soient  v  et(^'  les  distances  angulaires  des  deux  points  M 
et  M'  aux  nœuds  ascendants  de  leurs  orbites  sur  le  plan  invariable,  V  l'angle 
MOM'  des  deux  rayons  vecteurs  r  et  r'  ;  on  aura 

(9)  xx' -\- yy' -\- zz' z=zrr' (L^iW . 

Le  triangle  sphérique  ayant  pour  sommets  M,  M'  et  le  point  J,  nœud  ascen- 
dant de  l'orbite  de  M  sur  le  plan  invariable,  donne,  en  remarquant  que  le  nœud 
ascendant  de  M  coïncide  avec  le  nœud  descendant  de  M', 

(to)  cosV=—  cospcos(''  —  %\xiv  sin p' cos I, 
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En  ayant  égard  aux  formules  (2'),  (8),  (y)  01(10),  on  voit  que  la  fonction  U 
dépend  actuellement  de  r,  r,  ç',  i'\/et/';  les  quantités  i,  «',  h  et  h'  ne  figurent 
plus  dans  U;  nous  allons  profiter  de  cette  circonstance  pour  sinjplifier  les  équa- 
tions différentielles  du  mouvement. 

202.  Nous  aurons  à  recourir  ici  à  un  Mémoire  important  de  M.  Radau,  Sur 
une  transformation  des  équations  différentielles  de  la  Dynamique  (^Annales  de 
l'École  Normale,  i^*  série,  t.  V),  ou  mieux  encore  à  un  article  du  même  niitoiir 
inséré  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  2*  série,  t.  V;  1881),  ;iv;iiil 
pour  titre  :  Travaux  concernant  le  problème  des  trois  corps  et  la  théorie  des  per- 
turbations. 

M.  Radau  s'est  proposé  de  déduire  des  équations  (i')  les  équations  dilféren- 
tielles  relatives  aux  variables  r,  r' ,  v,  ^'',/,/'.  En  posant 


(lO 


(12) 


dr 
P'   ■=^^'          P- 

,dr' 
=  ^    dt' 

Jx  ^  f^/,        A 

=  f^7', 

2/X 

9j  +  n . 

2/Jl'           2/Jl/* 

Itat  simple  et  élégant 

/  dr  _       d\}^ 
dt  ~~       dpi  ' 

dr' 

dt    =-' 

'dp'C 

dv            dU, 
dt  -"^'  df,' 

di>' 

dt    ~'^ 

dp,  „_c^U,^ 
dt  "'       dr  ' 

dt  ~ 

dr'' 

\   dt~       dv' 

dA_ 

dt  ~ 

dv' 

On  a  donc  ainsi  un  système  canonique  de  huit  équations  différentielles  du 

premier  ordre;  U,  est  une  fonction  des  huit  variables  r,  1^ ,  p,,  p', ,  v,  v' ,  fx,f\\ 

cette  fonction  ne  renferme  pas  le  temps  explicitement,  de  sorte  qu'on  déduit 

des  équations  (12)  l'intégrale 

U,  =  const. 

Nous  allons  nous  placer  maintenant  plus  spécialement  au  point  de  vue  de 
l'xVstronomie  ;  S  désignera  le  Soleil;  M  et  M'  seront  deux  planètes,  Jupiter  et 
Saturne,  par  exemple.  Les  nombres  m  et  m'  seront  petits,  au-dessous  de  -~\ 
en  nous  reportant  aux  formules  (2'),  nous  verrons  que  l'on  peut  écrire 


U    m  -  +  -—-+-  W, 

r         /• 

(■3) 

mm 


w  =  "''(ir'-p) 
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R'  ne  différant  de  r'  que  de  quantités  de  l'ordre  de  m,  on  voit  que  W  sera  du 
second    ordre   par   rapport  aux  niasses;    U   se    compose   donc    d'une   partie 

—  -f-  ^}  du  premier  ordre,  et  d'une  autre,  W,  du  second. 
/•        /■'  * 

Nous  allons  faire  une  première  approximation  et  intégrer  les  équations  (i  2) 
en  remplaçant  U,  par 


r         r         2 IX        2  |JL         2  /JL  /'^        2  p.'  /• 
Il  y  a  lieu  de  remarquer  que,  d'après  les  équations  (i  i),  les  termes  ^>  •  •  •> 
•\'   -  sont  du  premier  ordre.  On  aura  ensuite 

2|JL  /"^  ^ 

(i5)  Ui  =  u;+w. 

Il  s'agit  donc  d'intégrer  le  système  suivant 

^      ^  dt  dpi  dt  d^\ 

Nous  connaissons  d'avance  le  résultat  de  l'intégration.  Reportons-nous,  en 
effet,  aux  équations  (i'),  et  remplaçons-y  U  par  -  h — j-,  il  viendra 

d^x        ixx  d^œ'       II' x' 

dt-         r'   ~      '  dt^  -t-    ^'3   —  o» 

nous  aurons  donc  deux  mouvements  képlériens.  Nous  allons  néanmoins  procéder 
à  l'intégration  des  équations  (  1 6),  et  cela  en  suivant  la  méthode  de  Jacobi  ;  on 
verra  plus  loin  que  les  résultats  ainsi  obtenus  nous  seront  utiles.  Nous  aurons 
à  trouver  une  intégrale  complète  de  l'équation  suivante  aux  dérivées  par- 
tielles : 

^'^^     ^~  dt         r         r'  ~^  2iJ.\âr)    ~^  2ix'\d7-')    ~^  2ixr^\âç)    '^  2ix'r''-[di'')  ' 

c'est-à-dire  une  solution  S,  fonction  de  /,  r,  r',  ç^  et  ç^',  et  de  quatre  constantes 
arbitraires  a,,  v.[,  ao  et  a^.  En  désignant  par  p,,  ^', ,  ^2  et  ^'^  quatre  nouvelles 
constantes  arbitraires,  on  sait  que  les  intégrales  générales  des  équations  (16) 
seront 


Pi 
(,8)  l 

{a 
(19) 


(?S 

as 

d?' 

Pi 

~  dr'' 

/; 

<?S 

âoci 

p; 

~  do!.\ 

p; 
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L'équation  (17)  ne  renfermant  pas  explicitement  les  variables  /,  v  et  v',  nous 
poserons,  en  désignant  par  S'  une  fonction  de  r  et  de  r', 

et  nous  aurons,  pour  déterminer  S',  l'équation 

I    /d?>'y         a?  m  I    /dS'Y         a',*  m' 


\    1     ;     '  2 '^2  H 7 1  3-7  )    ^ rr-, 7  —  a,  —  o. 

2ix\arJ         a/j./-*        /•  i\x:  \dr  J         2[xr^        r  ' 

Nous  poserons  séparément 

I    /(?S'\-2  oc\  m 

-r-        + —, «2=0, 

2\t.  \or  /  2[xr'         r 

i    /dS'Y         a' 2  „^> 

—  a,  rz:  o, 


2(x'  \()r'  J         2p.'r"^        /■' 

d'où 

(20)  s  =  —  (  «2  4-  «2  )  ^  H-  «1 1^  -t-  a'i  v 

+ ^^f^«. + ^  -  ^  *  +.  •/r^'fn/a;  +  ^'  -  j^,  rf,-' . 

Telle  est  la  solution  cherchée,  et  il  n'y  a  plus  qu'à  la  porter  dans  les  équations 
(18)  et  (19);  on  trouvera  d'abord 

/ — .  /         "^        <^i 
^        ^    '^  y  r        2/jLr- 

Soient  a  et  e  le  demi  grand  axe  et  l'excentricité  de  la  première  ellipse  ;  a'  et  e' 
les  quantités  analogues  pour  la  seconde  ;  a{i  —  e)  et  a(i  -h  e)  seront  les  racines 
de  l'équation 

a* 
«»/*  +  f'if ^  =  o. 

On  en  conclut 

m 


«2  =  —  —  ; 
2(X 


Nous  poserons 


A:*  =  —  —  I  +  m , 
_m'  _  i  -+-  m-[-  m' 

K     —  — r   —  3 

|jl'  I  +  m 


4J2 
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et  nous  aurons 


Cf.1^--  — 


fi/c^ 


a,  =:  —  *— 


a^^=[xkslp,  a\  =:  ix' k' \/p' . 

Reste  à  trouver  la  signification  des  autres  constantes.  On  peut,  dans  la  for- 
mule (20),  faire  commencer  les  intégrales  relatives  à  r  et  r'  à  partir  des  limites 

a(i  —  e)  et  a'(i  —  e');  l'équation 


Ô<Xi 


donnera  ainsi 


on  en  conclut 


"*V- 


dr 


a^l—e) 


/ma; 
y  /•       2  jjt,  /-^ 


v=:^i         pour         rr=a{i    -e); 


donc  (3,  et  ^\  sont  les  distances  angulaires  des  périhélies  au  nœud  commun  J  des 
deux  orbites.  L'équation 


donnera 


t  +  ^,:= 


V    ^J„^,^e\ 


m  ai 


Xi-l ^  dr  ; 


donc  —  [B2  est  égal  au  temps  du  passage  au  périhélie;  de  même  pour  ^'.,.  L'équa- 
tion /^  =  -^  donnera 


di> 


/,  =r:  «1  =  ixk  yjp  =r  COnSt. 


Au  lieu  de  développer  les  équations  (18),  nous  prenons  tout  de  suite  les 
formules  du  mouvement  elliptique;  ce  qui  nous  donne 


k 


(2.) 


lang 


u  —  e  sin u  =  n{t  -^  c), 

/'  m  a  (  I  —  e  cosu), 

^  =i/ lang-, 

2  y    1  —  e        ^2 

ak^ 

«2  =   —   ■ ' 

2a 

ai  =  ixk  y/a  (  i  —  e'^), 
(^i  =  ^> 

^i  =  C, 


k' 


u' —  e'  sin  u'  ~  n'{t-\-  c'), 

/•'—  a'(  I  —  e'  cosu'), 


lang 


/  I  +  e 


y    I  —  e'  2 


a\  —  ^'k'\la\i  -e'2), 
(3',  =  c'. 
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Nous  aui'ions  pu  nous  disixînser  des  calculs  picccdi'nts  en  renvoyant  le  lec- 
teur au  Chapitre  VII  du  Tome  I;  cependant,  il  y  a  quelques  ditlVienre;  de 
notation,  tenani  à  la  présence  des  facteurs  pt.  et  [x',  et  nous  avons  mieux  aimé 
ne  rien  sacriticr  i»  la  clarté. 

203.  Il  s'agit  maintenant  de  passer  de  l'intégration  des  équations  (iG)  à  celles 
des  équations  (12),  qui  en  diffèrent  par  le  changement  de  UJ  en  UJ  -+-  W.  Nous 
emploierons  pour  cela  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  en 
gardant  les  formules  (21)  et  (18)  pour  exprimer  r,  {>,  r'  et  v'  et  leurs  dérivées 
par  rapport  au  temps.  La  méthode  de  Jacobi  nous  apprend  que  nos  huit  nou- 
velles variables  dépendront  des  équations 

d^,  _     âW         d^_     dSV 

dt  "^  d^i'  dt   "'^  df,  ' 

dt    ^  "'"  dpî  '  ~dt    ~^  d^\  ' 

^  ^^  ^  '  ^1  _  _  ^  ^  _  _  dW 

dt   ~~       doci  dt    ~       dx\ 

^— _^  ^Ëi— _^. 

dt  dac^  dt  d(x\ 

W  est  une  fonction  de  r,r'  et  de  xx'  -\-  yy'  -{-  zz\  définie  par  les  équations  (2') 
et  (i3);  on  a,  du  reste, 

xx' '\- yy' -^  zz' z=i-~  /•/•'( ces t^ ces e'-t-  sine  sine'cosi), 
et,  en  remarquant  que  a,  désigne/,  =  [x/, 

C^  -  a?  -  a? 
cos  I  = -'  ,  — -  • 

Enfin,  en  ayant  égard  aux  formules  (21),  on  voit  que  W  sera  une  fonction 
connue  de  /  et  des  huit  nouvelles  variables  a,,  p,,  a^,  ^2»  «','  ?',»  «2»  ?2- 

On  est  conduit,  comme  on  l'a  vu  (t.  ill,  p.  188),  à  faire  un  changement  de 
variables,  pour  éviter  de  faire  sortir  le  temps  des  signes  sinus  et  cosinus.  Au 
lieu  de 

nous  introduirons 

h-ii.k\la,         L'— fz'A-'v^'; 

au  lieu  de  ^2  et  P'^,  les  anomalies  moyennes 

l=n{t-^c),         l'—n'{t-\-c'), 
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et  enfin,  à  la  place  de  W,  la  fonction 

Il  k^      11' k'i 

On  trouvera  aisément  les  formules  suivantes  : 


(a) 


(à) 


(c) 


L  =  (xk\/a  h' =  ix' k' s/ a\ 

(i=lik\/^(r^^^),  G'=iJ.'k'^a'{i~e~'), 

l   et   /',    anomalies  moyennes, 

g  et  g',  distances  angulaires  des  périhélies 
au  nœud  commun  J  ; 


dL 


dS^ 


dt  '~'^  dl 


dG 
de 

dl 
dt 

dg 
dt 


«m 
àg' 
dSi. 
ÔL' 

dâi. 
ÔG'' 


dV_      _ 

dt  ~  ^  âl'  ' 

dG;  _ 
dt' 

dl 
dJ 

dt 


âV 

ÔL' 
ÔG' 


W 


W, 


nt\^ 


I  \        mm 


R'2  =  ,-2  _^ ,.,.'  cos  Y  + 

I  4-  m  \  I  H-  w 


A2 
cosV 
cosi 


/'/•'  cosV  + 


1  +  m  \i  +  m 

cos(^  cosp'  —  sint^  sinp'  cosI, 
C^  -  (P  —  G'2 


2GG' 

u  —  esina=:/,  u' — e' sin«'^=: /', 

r  r=:  «(i  —  e  cosm),  /■'  =r  a'(i  —  e'coSM'), 


tang 
tang 


2 


-  tang-, 

e  2 


—  tang  — 

e  2 


On  voit  que  la  fonction  <a  est  maintenant  une  fonction  des  huit  variables  /,  g, 
/',  g',  L,  G,  L',  G'  et  qu'elle  ne  contient  pas  le  temps  explicitement;  de  sorte  que 
les  équations  {h)  admettent  l'intégrale 


<R  =  constante. 
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204.  Quand  on  aura  intégré  les  équations  (/>),  on  connaîtra  U',A,r=R, 
v,{>'  et  I  en  fonction  de  /  et  de  huit  constantes  arbitraires,  ou  plutôt  de  neuf,  en 
comptant  C.  On  connaîtra  donc  en  particulier  les  distances  mutuelles  des  trois 
corps;  pour  achever  la  solution  du  problème,  il  faut  obtenir  h,  i  et  /'. 

J'emprunte  au  premier  des  Mémoires  de  M.  Radau,  cités  plus  haut,  la 
formule 


i.d) 


dh 
dt 


GG'  I  4-  m 


1 
R'3 


rr  sinp  sint^'. 


En  tenant  compte  des  expressions  (c)  de  W,  R',  A,  cosV  et  cosi,  on  peut  en- 
core écrire 


dh 
dt 


dC 


{d') 

en  intégrant,  on  introduira  une  autre  constante  arbitraire.  On  aura  ensuite 


(e) 


C 
sin  i  =  —<  sin  I, 

sini'  ■=■  p  sin  I, 


COS^nr 


COSt   = 


(; 

•+• 

Vr' 

cos 

1 

G 

G 

+ 

G 

cos 

I 

c 


(/) 


h'— h  4-i8o°; 

X  z=:  r(cosi>cos/i  —  sin  (^  sin  A  cos  0> 
yrr=  /•(cost' sin  A  H- sinpcosAcosi')) 
z  =.      r  sin  v  sin  i, 

œ'=z—  /■'(cos^''cos/i  —  sinp'  sin  A  cos  t'), 
y'z=i—  r'{cosi>'  sin  h  +  sin/  cosA  cost'), 
z' =z      /•' sine' sin <'. 


Donc  ce,  y,  z,  x',  y,  z'  se  trouveront  exprimées  en  fonction  de  /  et  de  dix  con- 
stantes arbitraires. 

Les  formules  (5)  introduisent  deux  nouvelles  arbitraires,  J  et  N;  de  sorte 
que  l'on  aura  finalement  œ,  y,  z,  x',  y,  z'  et,  par  suite,  en  vertu  des  for- 
mules (3),  l,  Y],  l,  l',  Y]',  l'  en  fonction  de  /  et  de  douze  constantes  arbitraires. 

Si  l'on  n'avait  pas  eu  égard  aux  trois  intégrales  des  aires,  on  aurait  été  con- 
duit à  introduire  les  variables 


H,  =:GcOSi,  h;  =:G'COSl', 
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et  l'on  aurait  obtenu  les  douze  équations  différentielles 


(23) 


dL 
dt 

dW 
dt 

dG 
dt 

as: 

dG' 
dt 

dg' 

dU, 

^dJ 

dh 

dB[ 

dt 

dsv 
--^  dh'' 

dl 

âSi. 

dl' 

dSl 

dt 

-~  dr 

dl 

~       dL'' 

d^^ 

âJl 

dg' 

dS{. 

dt 

~       dG' 

dt 

~      dG'' 

dh 

d^K 

dh' 

dS^ 

dt 

~      dH,' 

dt 

~     M[ 

L'emploi  qu'on  a  fait  des  intégrales  des  aires  a  permis  de  conserver  sous 
la  même  forme  huit  des  équations  (23),  et  de  remplacer  les  quatre  autres  par 
la  seule  équation  {d'), 

205.  Nous  allons  nous  occuper  de  l'intégration  des  équations  {b),  par  une 
série  d'approximations.  La  fonction  Ji  dépend,  comme  nous  l'avons  dit,  des  va- 
riables /,  g,  i ,  g'  d'une  part,  L,  G,  L',  G'  de  l'autre.  Elle  conserve  la  même 
valeur  quand  on  augmente  de  iiz  chacune  des  quantités  /,  g,  i  et  g'.  Si  nous 
admettons  qu'elle  reste  toujours  finie  pendant  toute  la  durée  du  mouvement, 
nous  pourrons  la  développer  comme  il  suit: 

(24)  a  =:-  2A«*,;^,  cos(a/  +  ^g  +  a' l'  +  ^'g'), 

en  désignant  par  a,  (3,  a',  p'  des  nombres  entiers  variant  de  —  00  à  4-  qo. 

Le  coefficient  A";J,  dépend  seulement  des  variables  L,  G,  L'  et  G';  il  contient 
en  facteur  e''^'e''°''',  ce  qui  limite  dans  la  pratique  les  valeurs  absolues  de  a  et 
de  a';  les  valeurs  de  ^  et  de  ^'  sont  limitées  par  le  fait  de  la  petitesse  de  l'incli- 
naison mutuelle  I,  et  surtout  parce  que  le  rapport —,  est,  en  général,  notable- 
ment inférieur  à  l'unité.  Enfin,  a,  a\  e  et  e'  sont  des  fonctions  de  L,  L',  G  et  G', 
définies  par  les  relations  (a). 

Nous  allons  montrer  que  la  méthode  suivie  par  Delaunay  dans  sa  théorie  de 
la  Lune  peut  être  appliquée  ici,  en  la  généralisant.  Nous  renverrons  pour  les 
détails  à  un  Mémoire  que  nous  avons  publié  autrefois  dans  le  Journal  de  Liou- 
viJle,  2*  série,  t.  XIII,  et  nous  ne  donnerons  qu'un  résumé  permettant  de  com- 
prendre la  marche  générale  des  opérations. 
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Considérant  à  part,  dans  le  développement  (2\),  le  terme  non  périodique 
tout  entier  et  l'un  des  termes  périodiques,  nous  poserons 


(25) 


a 


-  B  —  A  cos ( a /  +  (3^  +  a' /'  +  [3' -')  -t-  a,. 


Nous  intégrerons  d'abord  rigoureusement  les  équations (è)  en  négligeant.^,, 
c'est-à-dire  en  posant  seulement 


(26) 


Si 


B  —  A  cos  ( a  /  -H  [3^  4-  a'  /'  +  ^'g'  ) , 


où  A  et  B  sont  des  fonctions  connues  de  L,  G,  V  et  G'.  On  voit  que  les  huit  va- 
riables sont  séparées  en  deux  groupes  :  celles,  L,  G,  L',  G'  du  premier,  entrent 
seulement  dans  A  et  dans  B  ;  les  variables  associées  /,  g.  A,  /',  g^,  h'  du  second 
groupe  entrent  linéairement  sous  le  signe  cos,  et  ne  figurent  que  là.  Voici  les 
résultats  de  l'intégration  :  soient  (C),  (G),  (L'),  (G'),  (c),  (g),  (/')  et  (g')  huit 
constantes  arbitraires.  On  a  d'abord 


(27) 


g  =  2l 


(G), 


L' 


(L'), 


G' 


(3' 


L  4- (G'); 


ces  équations  expriment  donc  G,  V  et  G'  en  fonction  de  L  et  de  trois  constantes 
arbitraires.  On  pose  ensuite 


(28) 


-/ 


arc  cos 


(O  — B  dL 


on  voit  qu'en  tenant  compte  des  relations  (27),  K  sera  une  fonction  de  L  et  de 
quatre  constantes  arbitraires.  On  aura  ensuite 


(29) 


dK 

d{Gy 

âK 

à{L'y 


=  a/  -I- (3^-4- «7'  +  ^'^'  =  are  cos 


(C)-B 


La  première  de  ces  formules  donne  L  en  fonction  de  /  et  des  constantes  (C), 
(c),  (G),  (L'),  (G')  ;  la  seconde  donne  g  en  fonction  des  mêmes  quantités  et 
d'une  nouvelle  constante  (g)"-;  la  dernière,  enfin,  donne  /  en  fonction  de  / 
et  des  huit  constantes  arbitraires  mentionnées  ci-dessus. 

T.  -  TV.  58 
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206.  Il  y  a  lieu  de  développer  en  séries  les  expressions  précédentes. 

La  première  des  formules  (29),  combinée  avec  l'expression   (28)  de  K, 
donne 

(29')  t-^{c)^-  f^=^=. 

Dans  le  cas  général,  quand  les  moyens  mouvements  des  deux  planètes  ne 

sont  pas  très  voisins  de  la  valeur  absolue  du  rapport  commensurable  ±  — »  on 

démontre  que  la  formule  (29')  donne  pour  L  une  expression  développable  en 
série  de  cosinus  des  multiples  de  l'argument  ôo(^  H-  c),  où  60  désigne  une  cer- 
taine fonction  des  constantes  (C),  (G),  (L'),  (G').  On  a  cherché,  dans  le  Cha- 
pitre XXV,  à  donner  une  idée  de  ce  qui  se  passe  dans  le  cas  d'exception  visé 
ci-dessus.  Les  formules  (27)  et  (29')  donneront  ainsi,  pour  L,  G,  L'  et  G'  des 
développements  de  la  forme 


(3o) 


L  =  Lo  -f-  Li  cos  9o  [<  +  ( c  ) J  4-  L2  cos  2  00  [^  +  (  c )]  H- 
G  =  Go  +  Gicos9o[^  -i-  (c)]  +  G2  cos 2  00 [^  +  (c)]  -i- 
L'  =  L'oH-L',  cos9o[^  +  (c)]  +  L2cos2  9o[^+  (c)]  -H. 
G'  =  G'o  +  g;  cos  00 [^  +  ( c)]  4-  g;  cos  2  00  [t  +  ( c)]  -+- . 


Dans  ces  formules  L^,  L,  . . .,  Go,  G,,  .   .,  Lj,,  L', ,  . . .,  G'^,  G',,  ...  sont  des 
fonctions  des  quatre  constantes  (C),  (G),  (L')  et  (G')'  On  a  ensuite 


(3i) 


/   =  (^)  +  /g  [f+  (c)]  +  /j  sin9o[^  +  (c)]  +  h  sin2  0o[^  +  (c)]  4-, 
g  —  {g)  +  g<^  [t  +  (c)]  +  gx  sin9o[^  +  (c)]  +  ^2  sin2  0o[^  +  (c)]  + 
/'  :=(/')  +  ^0  lt+  (c)]  +  l\  sin0o[i+  (c)]  4-  /;  sin20o[^  +  (c)]  +. 
^'=  {g')-^g'^  \.t  4-  (c)]  4-  g\ sin0o[^  +  (c)]  4- ^;  sin20o[<  +  (c)]  4-. 


avec  les  relations  suivantes 


0  =  00  [^  4-  ( c )]  +  0,  sin  00  [^  +  ( c)]  4-  02  sin  2  00  [^  +  ( c)]  4- . . . , 

(>)2)  < 

«^0    +[3^0    +a'^'o      +i5'^'o     ^00, 

a^l     +P^i     4-a'/'i       +{3'/,       rrr9„ 

Les  coefficients  60,  0,,  ...,  /o,/,,  ...,  g^,,  g^,  ...J'^,  l^.  ...,  ^'q,  ^',,  ...  sont  aussi 
des  fonctions  des  quatre  constantes  (C),  (G),  (L')  et  (G').  On  voit  que  ces  con- 
stantes entrent  d'une  manière  compliquée  dans  les  expressions  (3o)  et  (3i)  de 
nos  huit  variables.  Il  en  est  tout  autrement  des  constantes  (r),  (^),  (/')  et  (^•')  ; 
la  première  (c)  accompagne  partout  le  temps  t-,  chacune  des  trois  autres  n'entre 


DÉVELOPPEMENTS    DES    COORDONNÉES.  4^9 

qu'au  premier  degré  dans  les  expressions  de  /,  g,  l'  et  ^ ,  et  ne  figure  pas  ail- 
leurs. Nous  n'aborderons  pas  la  question  de  la  convergence  des  développe- 
ments (3o)  et  (3i). 

207.  Il  faut  prendre  maintenant  les  résultats  précédents  comme  point  de 
départ  pour  intégrer  les  équations  (6),  en  y  remplaçant  ,?i  par  sa  valeur  com- 
plète (25),  et  non  plus  par  l'expression  (26).  On  y  arrivera  par  la  méthode  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires. 

Nous  conserverons  pour  nos  huit  variables  L,  G,  L',  G',  /,  g,  V  et  ^  les  expres- 
sions analytiques  (3o)  et  (3i)  ;  seulement,  les  huit  quantités  (G),  (G),  (L'), 
(G'),  (<?).  (^)»  (^')  et(^'),  au  lieu  d'être  constantes,  seront  des  variables.  On 
pourrait  former  les  équations  différentielles  dont  elles  dépendent;  mais  il  y  a 
lieu  de  leur  en  substituer  d'autres,  sans  quoi  le  temps  sortirait  des  signes  sin 
et  COS. 

Nous  désignerons  ces  nouvelles  variables  par 

A,     r,     A'.    F, 

Voici  les  équations  qui  lient  les  nouvelles  variables  aux  anciennes  : 
On  a  d'abord 


(33) 


r    =Go   4--   (9iGi4-202G2-l-393G3  +  ... 

A'  =  l;  4-  ^  (9,  L',  +  2  02 l;  +  3  ^3 L'3  + . . . 
r  =  G'o  4-  -  (0ig;4-292g;4-393G'3  4-.  . . 


Ces  équations,  dont  les  seconds  membres  sont  des  fonctions  connues  de  (C), 
(G),  (L')  et  (G'),  déterminent  ces  quantités  en  fonction  de  A,  T,  A'  et  P.  On  a 
ensuite 


(34) 


/o   [^4-(c)], 
^o[«4-(c)], 

''o[«  +  (c)], 
g\lt  +  {c)\. 


de  sorte  que  les  nouvelles  variables  \,  x,  >.'  et  x'  sont  les  parties  non  pério- 
diques des  expressions  (  3 1)  de  /,  ^,  /'  et  g.  On  déduit  des  équations  (32)  et  (34) 


ôo \t  4-  (c)]  =  aX  4-  (3x  +.  a' X'  4-  (â'x', 
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de  sorte  que  les  formules  (3o)  et  (3i)  pourront  s'écrire 

L  =Lo4-Li  cos(aX  +  (3/c  +  a'>/  + [3'x')+. 
G  =Go+Gi  cos(a>L-i-[3x  +  a'X'  +  (3'x')+. 
L'  =  L;  +  L\  cos(aX  +  (3x  -h  a'X'  +  (3'x')  '+ . 


(35) 


î  G'=  g;  +  g;  cos(aA  +  [3x  +  a'V  +  (3'x') 
/  =A    + /i    sin(aAH- (3x4- a'//  +  (3'x') 


é'i 


si  n  (aX  +  (3/ 


a' A' 


(3'x')+..., 
/'  =>/   +^;   sin(aX  +  (3x  +  a'>/-^[3'x')-f-..., 
\  g'  =  x'  +  g\  sin(aÀ  +  (3x+cc'X'4-(3'x')  +  ..., 

OÙ  les  Lo,    ..,/,,••' i§"i'    ••  sont  maintenant  des  fonctions  connues  de  A,  F, 
A'  et  F. 

Si  l'on  pose  enfin 


(36) 


ji'  =  ai-(C), 


on  aura  ce  nouveau  système  canonique 


(37) 


dr~^  ôi'  di 

dT  _       M^   .  rfT 

dt  dx.  dt 

dt  dK  dt 

dy.   _       dcK'  d-A.' 

,  di    ~~~~  W  l't 


âA' 
01' ' 
dA' 
dyi'  ' 

dA' 

àr' 


Le  terme  (C)  qui  figure  dans  (36)  est  une  fonction  de  A,  F,  A',  F';  dans  A' 
on  devra  remplacer  L, ...,  g'  par  leurs  valeurs  (35). 

On  voit  qu'on  est  ramené  à  une  question  toute  semblable  à  celle  qu'on  avait 
résolu  d'abord  ;  seulement  le  terme  A  cos(a/+  ^^  -+-  a'/'-i-  ^' g')  a  disparu. 

Considérant  un  autre  terme  périodique  de  A',  on  pourra  le  faire  disparaître  à 
son  tour.  Les  quantités  A,  ...,  x'  seront  remplacées  par  de  nouvelles,  A,,  . . .,  x', , 
qui  dépendent  d'équations  semblables  aux  équations  (Sy),  A'  étant  remplacé 
par  ^', .  On  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  enlevé  tous  les  termes  pério- 
diques sensibles. 

Soient  Ay,  ...,  yJ-  les  dernières  variables  employées;  les  termes  périodiques 
de  a'j  étant  supposés  insensibles,  on  aura 


dt 


ôa; 
dij 


TVy    oiv>j 

Xy  =  a  4-  3)^  =r  0-, 

Tj  =:=  Db, 

Xy-  =  b  H-  bi  i  =  T, 

Ay   =^  eJ\o  , 

X;=:a'H-a;i  =  ff', 

1  r;='Uî>', 

y.j  =  b'+h\t—z', 
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Donc  A;  est  constant;  il  en  sera  de  même  de  Ty,  A}  et  F' .  On  aura  ensuite 

^  __  dik'i 
di  ~~  dK/ 

ce  qui   se  réduit  à  une  simple  fonction  de  Ay,  Ty,  A}etr},  c'est-à-dire  à  une 
constante.  Donc  -77?  -tt' -77  et  -77  seront  constants. 

dt      dt     dt  dt 

On  aura  donc  finalement 


(38) 


X,  ift>,  cHo',  oft)',  a,  b,  a',  b'  désignant  huit  constantes  absolues,  d'ailleurs  arbi- 
traires; a,,  b,,  a,  et  b,  seront  des  fonctions  connues  de  x,  iib,  ^i,'  et  ift>'. 

En  remontant,  on  exprimera  Ay_,,  ...,  Xy_,  en  fonction  de  =.1,,  ...,  -ui,'  et  de  ex, 
T,  0-',  t';  L,  g,  L',  G',  /,  g,  V  et  g  se  trouveront  ainsi  exprimés  à  l'aide  des 
quatre  arguments  ct,  t,  a'  et  t',  lesquels  varient  proportionnellement  au  temps. 
Les  formules  (c)  montrent  qu'il  en  sera  de  même  de  R  =  r,  de  R'  et  de  A.  On  a 
donc  ainsi  ce  théorème  important,  découvert  par  M.  Lindstedt,  et  démontré  par 
lui  en  suivant  une  voie  différente  : 

Dans  le  problème  des  trois  corps,  les  distances  mutuelles  de  ces  corps  s'expriment 
en  général  sous  la  forme  de  séries  périodiques  ;  sous  les  signes  sin  et  cos,  il  n'entre 
que  des  multiples  entiers,  positifs  ou  négatifs,  de  quatre  arguments  qui  varient 
chacun  proportionnellement  au  temps. 

Il  reste  maintenant,  pour  compléter  la  solution  du  problème,  à  déterminer  la 
quantité  h  en  fonction  du  temps.  Il  faut  recourir  pour  cela  à  l'équation  {d);  en 
y  remplaçant  G,  G',  A,  R',  rsin  v  etr'  sinp'  par  leurs  valeurs  obtenues  précé- 
demment, on  voit  que  -r  se  composera  d'une  partie  constante  h^,  et  d'une  série 

de  termes  périodiques  dépendant  des  quatre  arguments  c,  t,  a'  et  t'.  On  aura 
donc,  en  désignant  par  A©  une  constante  arbitraire,  et  par  Q  une  fonction  pério- 
dique des  quatre  arguments, 

(39)  A=: /îo  +  /ji«  4- Q  =  U-hQ, 

ce  qui  introduit  un  nouvel  argument  de  même  forme  que  les  quatre  premiers, 

Les  formules  (c)  donnent  d'ailleurs  cosf,  cosj',  sin/  et  sin  i'  exprimés  à  l'aide 
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des  quatre  premiers  arguments.  En  remplaçant  dans  les  équations  (/),  h  par  sa 
valeur  (;^9),  on  en  tire  aisément 

[       ;r  cosu  -h/sinu  =  r  cosp  cosQ  —  r  sinp  sinQ  cosf, 
(4o)  <  — ^  sinu  +  jcosv  =:  r  cost^  sinQ -f- /•  sin^' cosQ  cosi, 

(  s  =  /•  sinp  sin/; 

/       x'  cos  u  +  /'  sin  j  =  —  /•'  cos  v'  cos  Q  H-  r'  sin  v'  sin  Q  cos  i' , 
(40  <  — a;' sin-j -t- j'cosu  =— /''cosr' sinQ  —  r'sint^'cosQ  cosf', 

(  z'  ^=^       r'  sinp'  siru''. 

Les  seconds  membres  de  ces  équations  (4o)  et  (40  sont  des  fonctions  pério- 
diques des  quatre  premiers  arguments.  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  mobiles,  situés  dans  le  plan  invariable 
et  animés  d' un  mouvement  de  rotation  uniforme,  de  vitesse  angulaire  -j-  =A,,  et 
par  rapport  à  Vaxe  du  plan  invariable,  les  coordonnées  des  points  M  et  W  sont  des 
fonctions  périodiques  des  quatre  arguments  cr,  t,  a'  et  t'. 

La  méthode  que  nous  avons  suivie  nous  a  servi  à  établir  la  forme  des  expres- 
sions analytiques  des  coordonnées.  Dans  la  pratique,  elle  conduirait  à  des  cal- 
culs extrêmement  laborieux;  si  nous  la  comparons,  en  effet,  à  la  méthode  de 
Delaunay  pour  la  Lune,  qui,  dans  ce  cas  relativement  simple,  a  exigé  des  déve- 
loppements considérables,  nous  voyons  qu'au  lieu  d'avoir  partout  six  équations 

différentielles  canoniques,  nous  en  aurions  huit.  En  second  lieu,  le  rapport  —  > 

qui  est  très  petit  dans  le  cas  de  la  Lune,  environ^,  ne  l'est  plus  dans  le  cas 
de  deux  planètes,  de  Jupiter  et  de  Saturne,  par  exemple.  Nous  allons  du  reste 
parler  des  travaux  remarquables  de  M.  Poincaré,  qui  a  démontré  que  les  séries 
périodiques  employées  ci-dessus  ne  sont  pas  absolument  convergentes. 
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INDICATION  DES  TRAVAUX  DE  M.  POINCARÉ  SUR  LE  PROBLÈME 

DES  TROIS  CORPS. 


208.  La  solution  rigoureuse  du  problème  des  trois  corps  n'est  pas  plus  avancée 
aujourd'hui  qu'à  l'époque  de  Lagrange  {voir  le  Chapitre  VIII  de  notre  Tome  I), 
et  l'on  peut  dire  qu'elle  est  manifestement  impossible.  On  ne  l'a  obtenue  jus- 
qu'ici que  dans  le  cas  particulier  où  les  distances  mutuelles  conservent  des 
rapports  constants  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  les  trois  corps  res- 
tant toujours  en  ligne  droite,  ou  formant  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral. 
Dans  le  cas  général,  on  connaît  quatre  intégrales,  celles  des  aires  et  des  forces 
vives;  il  en  reste  huit  à  trouver;  Lagrange  a  montré  que,  si  l'on  était  arrivé  à  en 
obtenir  sept,  on  achèverait  la  solution  par  une  simple  quadrature.  M.  Bruns  a 
cependant  découvert  un  théorème  important,  en  prouvant  {Société  Royale  des 
Sciences  de  Saxe,  1887)  que  le  problème  des  trois  corps  n'admet  pas  d'intégrales 
algébriques  en  dehors  des  intégrales  déjà  connues. 

On  doit  à  M.  H.  Poincaré  des  travaux  importants  qui  ont  renouvelé  la  face  de 
la  question  : 

En  premier  lieu,  la  connaissance  des  solutions  périodiques,  dont  nous  avons 
déjà  dit  quelques  mots  (t.  I,  p.  158); 

Et  en  second  lieu,  la  démonstration  rigoureuse  de  ce  fait  capital,  que  les  sé- 
ries auxquelles  conduisent  les  méthodes  d'approximation  les  plus  perfection- 
nées (')  pour  les  coordonnées  des  trois  corps  ne  jouissent  pas  de  la  con- 
vergence absolue,  ce  qui  n'empêche  pas  ces  séries  d'être  utilisées  par  les 
astronomes,  mais  s'oppose  dans  une  certaine  mesure  aux  prédictions  à  longue 
échéance  auxquelles  on  s'était  habitué. 

Ces  découvertes,  accompagnées  d'autres  résultats  importants,  ont  été  présen- 
tées par  M.  Poincaré  dans  un  Mémoire  Sur  le  Problème  des  trois  corps  et  les  équa- 
tions de  la  Dynamique,  qui  a  été  couronné  par  le  roi  de  Suède  le  21  janvier  1889, 

(*)  Par  exemple,  la  méthode  exposée  dans  le  Chapitre  précédent. 
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et  a  paru  depuis  dans  le  Tome  XIII  des  Acta  mathemaiicn.  L'auteur  a  développé 
et  étendu  ses  conclusions  dans  son  Ouvrage  intitulé  :  Les  Méthodes  nouvelles  de 
la  Mécanique  céleste,  dont  deux  Volumes  ont  paru  en  1892  et  1893  ;  le  Tome 
troisième  et  dernier  est  attendu  prochainement.  J'avais  conçu  un  moment  l'es- 
poir de  donner  ici  un  résumé  substantiel  de  ces  publications;  mais  j'ai  dû 
comprendre  bientôt  que  je  ne  pourrais  pas  le  faire  dans  un  espace  restreint,  et 
j'ai  préféré  reproduire  d'abord  une  analyse  du  Mémoire  de  Stockholm,  faite  par 
l'auteur  lui-même,  et  insérée  dans  \q  Bulletin  astronomique, ']d.n\'ier  1891;  voici 
cette  analyse  textuelle. 

209.  «  J'ai  publié  dans  le  Tome  XIII  des  Acta  mathematica  nn  Mémoire  où']' oh- 
tiens  quelques  résultats  relatifs  à  un  cas  particulier  du  problème  des  trois  corps 
et  à  divers  problèmes  de  Dynamique;  je  crois  qu'il  ne  sera  pas  inutile  de  repro- 
duire ici,  sans  démonstration,  quelques-uns  de  ces  résultats  pour  les  lecteurs 
qui  n'auraient  pas  le  temps  de  lire  in  extenso  le  Mémoire  original  qui  est  assez 
volumineux. 

»  Je  ne  parlerai  ici  que  de  ce  cas  particulier  du  problème  des  trois  corps  que 
je  viens  de  mentionner  et  qui  est  le  suivant  : 

»  Supposons  trois  masses  A,  B,  C  se  mouvant  dans  un  même  plan.  Je  suppose 
que  la  masse  A  soit  très  grande,  la  masse  B  très  petite,  la  masse  C  infiniment 
petite  et  incapable,  par  conséquent,  de  troubler  les  deux  autres.  Alors  AetB  se 
mouvront  suivant  les  lois  de  Kepler.  Je  suppose  de  plus  que  les  excentricités  de  A 
et  deBsont  nulles,  de  telle  sorte  que  ces  deux  masses  A  et  B  décrivent  des  cir- 
conférences concentriques  ('),  et  je  me  propose  d'étudier  le  mouvement  de  A 
et  de  B  dans  le  plan  de  ces  deux  circonférences.  Tel  serait  le  cas  du  Soleil,  de 
Jupiter  et  d'une  petite  planète,  si  l'on  négligeait  l'excentricité  de  Jupiter  et 
l'inclinaison  des  orbites. 

»  Tous  les  résultats  que  je  vais  énoncer  se  rapportent  à  ce  cas  particulier. 
Depuis,  j'ai  cherché  à  les  étendre  au  cas  général  du  problème  des  trois  corps; 
tel  a  été  le  principal  objet  des  Leçons  que  j'ai  professées  à  la  Sorbonne,  de  no- 
vembre 1889  à  mars  1890,  et  qui  seront  publiées  prochainement  chez  MM.  Gau- 
thier-Villars  et  fils  (-);  mais  je  ne  m'occuperai  pas  pour  le  moment  de  cette 
extension. 

))  Voici  d'abord  les  notations  que  je  compte  employer  :  je  définirai  la  position 
du  point  C  par  ses  éléments  osculateurs.  Je  désignerai  par  2a,  e  et  n  le  grand 
axe,  l'excentricité  et  le  moyen  mouvement,  parja  l'anomalie  moyenne  et  par  ^ 
la  longitude  du  périhélie.  Je  désignerai  par  i  la  masse  de  A  et  par  [jt,  celle  de  B; 

^)  Autour  du  centre  de  gravité  du  système. 

2)  Cette  publication  a  été  faite  dans  l'Ouvrage  sur  les  Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  ceïesie, 
dont  il  a  été  question  plus  haut. 
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(X  sera  donc  une  quantité  très  petite.  Je  choisirai  les  unités  et  l'origine  du  temps 
de  façon  que  la  constante  de  Gauss  soit  égale  à  i  ;  que  le  moyen  mouvement 
de  13  soit  égal  ;i  i,  et  la  longitude  de  B  égale  à  /.  Je  poserai 

.ri=v^a(i  — e«),         x^—sJTi,        y^  —  g-t, 

F  sera  la  fonction  perturbatrice  augmentée  de  x^  -\ ^—\  les  équations  différen- 
tielles du  mouvement  prendront  alors  la  forme  symétrique  (') 


(0 


»  La  fonction  F  sera  susceptible  d'être  développée  suivant  les  puissances  en- 
tières de  [j.,  et  nous  écrirons 

F=:Fo  +  ^F,  +  ,a2F2  +  ...; 
on  aura  d'ailleurs 

1 
•ixl 


dxy 

dV 

dx^ 

t^F 

dt   ~ 

dy.' 

dt   ~ 

ày. 

dy,  _ 

d¥ 

dy,_ 

dF 

dt 

dx^' 

dt 

dx^ 

Fo  —  o^i-i-  ^_^2 


'8 


))  Enfin,  F  sera  fonction  de  x^,  x.^,yf  et  ja  seulement,  et  sera  périodique  de 
période  27:  par  rapport  à  j,  et  y..  Les  équations  (i)  admettent  comme  intégrale 

F:=C; 

cette  intégrale,  connue  sous  le  nom  d'intégrale  de  Jacobi,  peut  être  obtenue  en 
combinant  celle  des  forces  vives  avec  celle  des  aires.  On  peut  aussi  la  regarder 
comme  l'intégrale  des  forces  vives  dans  le  mouvement  relatif  du  point  C  par 
rapport  à  deux  axes  mobiles  tournant  d'un  mouvement  uniforme  :  à  savoir  la 
droite  AB  et  une  perpendiculaire  à  AB  menée  par  le  centre  de  gravité  du  sys- 
tème, supposé  fixe.  C'est  pourquoi  je  conserverai  à  la  constante  C  le  nom  de 
constante  des  forces  vives.  » 

210.  «  Solutions  périodiques.  —  Les  premiers  résultats  su  lesquellsje  veux 
appeler  Tattcntion  sont  relatifs  à  certaines  solutions  particulières  des  équa- 
tions (i).  Je  citerai  d'abord  les  solutions  de  la  forme  suivante,  que  j'appellerai 
solutions  périodiques, 

^i=?i(0>         Jri—On{t),         y^~n^t-{-<?■,{t),         y,  =  «,/  + <p4(/). 

(»)  Ou  reconnaît  aisément  i'idenlilé  de  cjs  équalions  avec  les  équations  (17)  de  notre  Cha- 
pitre XXV. 

T.  -  IV.  59 
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))  Les  fonctions  «p,,  cp2>  ?3  ^t  cp4  sont  des  fonctions  périodiques,  de  période  T, 
et  sont,  par  conséquent,  développables  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples 

de  -7^;  de  plus,  n^  T  et  n^T  sont  des  multiples  de  211. 

»  Je  distingue  les  solutions  périodiques  du  premier  genre,  pour  lesquelles  les 
fonctions  9,,  cpa»  93  et  94  sont  développables  suivant  les  puissances  de  [x.  A 
chaque  système  de  valeurs  de  /i<  et  de  n^  commensurables  entre  eux  corres- 
pondent au  moins  deux  solutions  périodiques  du  premier  genre.  J'enseigne 
à  former  les  coefficients  des  séries  9  qui  sont  absolument  convergentes. 

»  Solutions  périodiques  du  deuxième  genre.  —  Il  existe  égalemeni  des  solutions 
périodiques  pour  lesquelles  les  séries  9  ne  sont  pas  développables  suivant  les 
puissances  de  [x,  et  que  j'appellerai  solutions  du  deuxième  genre.  Voici  sous 
quelle  forme  elles  se  présentent  d'ordinaire  : 

))  Soit 

a-i  =  9i(o,      ^2=92(0,      ri  =  «1^  +  93(0,      72  —  ^2^  +  94(0 

une  solution  périodique  du  premier  genre,  c'est-à-dire  développable  suivant  les 
puissances  de  [x;  soit  T  la  période.  Soit 

a;,=:^»(0,        a-^  =  ^i{t),       yi=--n,t-^^l{t),        yi  =  n,t-h^l{t) 

ce  que  devient  cette  solution  quand  on  y  donne  à  [u  une  certaine  valeur  (Xo; 
alors  les  fonctions  (];"  sont  développables  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  mul- 
tiples de  -Tp--  Il  existera,  dans  certains  cas,  une  solution  périodique  de  la  forme 
suivante  : 

^1=       ^?(o  +  (f^-/^or^v'(o  +  (f^-i^o)4^'i^'(o  +  (f^-/^o)Vi''(o+---- 
^2  =      rAt)  +  (f^-  /^o)H'2^'(o  +  (F—F-oW^'^t)  +  (F-Fo)h['\i)  +• .  • , 

ji -=  «1^  +  ^UO  +  (f^ -  Htor 4^'3'nO  +  (/^-p^o)^'/' (0+ (/^ - /^o)%'(0  +  • .  •  > 

»  Les  fonctions  ^^/\t),  ^J^'(^),  ^^X^)»  •••  ^^nt  périodiques  par  rapport  à  /; 
mais  la  période  n'est  pas  égale  à  T,  comme  pour  les  fonctions  ^°  (t),  mais  à  ^T, 
k  étant  un  nombre  entier.  Par  conséquent,  x^,  x^,  j,  —  /2<i  et  ja  —  n,^i  sont 
développables  suivant  les  puissances  de  ^/[i.  —  p-o  et  suivant  les  sinus  et  cosinus 
des  multiples  de  -pp  • 

»  Pour  [i,>[j.o,  on  a  deux  solutions  périodiques  du  deuxième  genre  ('), 

(0  Suivant  le  signe  de  ([jl—  (jio)^. 
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réelles  et  distinctes;  pour  (a  =  (Ao  elles  se  confondent  entre  elles  et  avec  la  so- 
lution du  premier  genre, 

pour  [JL  <;  [Xo,  elles  deviennent  imaginaires. 

»  Dans  certains  cas,  le  contraire  peut  avoir  lieu,  et  il  peut  arriver  que  les  deux 
solutions  soient  réelles  pour  p,  <;  ix^  et  imaginaires  pour  a  >  (Xo.  » 

211.  «Exposants  caractéristiques.  -  Les  solutions  périodiques  semblent 
d'abord  sans  aucun  intérêt  pour  la  pratique.  La  probabilité  pour  que  les  circon- 
stances initiales  du  mouvement  soient  précisément  celles  qui  correspondent  à 
une  pareille  solution  est  évidemment  nulle.  Mais  il  peut  très  bien  arriver  qu'elles 
en  diffèrent  fort  peu;  la  solution  périodique  pourra  jouer  alors  le  rôle  de  pre- 
mière approximation,  d'orbite  intermédiaire  (').  Il  peut  donc  y  avoir  intérêt  à 
étudier  les  solutions  qui  diffèrent  peu  d'une  solution  périodique.  Voici  comment 
on  opérera  : 

»  Considérons  une  solution  peu  différente  et  posons 

»  Si  les  li  et  y],  sont  des  quantités  assez  petites  pour  qu'on  puisse  en  négliger 
les  carrés,  les  équations  différentielles  (i)  deviendront 


àfida^k  ^àfidj 


(2)  <  }  (^  k—j,  2). 


■f\k 


»  Dans  les  dérivées  secondes  de  F  qui  figurent  dans  les  équations  (2),  on  doit 
remplacer  xi  par  cp,(^)  et  j,  par  /ï,?-f-  çz+aCOî  ^^^  coefficients  de  Ik  et  de  tj* 
dans  les  seconds  membres  de  ces  équations  (2)  sont  donc  des  fonctions  pério- 
diques données  de  t. 

w  L'intégrale  générale  des  équations  (2)  s'écrit  (-) 

^,- -AE«'S,4-BE-«'S:  +  (C-f-<D)S';-hDS7,  (     ._^ 
Y],r=AE<="T,4-BE-«'T:-i-(C  +  <D)TJ-+-DT';'    \    '-''^   ' 

A,  B,  C,  D  sont  quatre  constantes  d'intégration;  a  est  une  constante  non  arbi- 


(*)  Pour  employer  le  langage  de  M.  Gyldén. 

(2)  En  verlu  des  théories  connues  concernant  l'intégration  d'un  système  d'équations  différentielle^ 
linéaires  sans  seconds  membres,  à  coefficients  périodiques. 
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traire.  S,-,  S^.,  SJ,  S™,  T,,  T-,  TJ  etT-'  sont  des  fonctions  périodiques  de  t,  déve- 
loppables  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples  de  -^^ 

»  La  constante  a  et  les  coefficients  de  S/,  S^ ,  T,-  et  T^-  sont  développables  suivant 
les  puissances  de  \J\^\  ceux  de  SJ,  SJ,  TJ  et  TJ  suivant  les  puissances  de  [i..  J'en- 
seigne à  former  toutes  ces  séries  qui  sont  absolument  convergentes. 

))  L'exposant  a  s'appelle  exposant  caractéristique.  Il  est  réel  ou  purement  ima- 
ginaire. Dans  le  premier  cas,  la  solution  périodique  sera  dite  instable,  et  stable 
dans  le  second  cas.  Cette  dénomination  se  justifie  aisément,  bien  qu'elle  ne 
doive  pas  être  prise  dans  un  sens  absolu,  puisque  nous  avons  négligé  les  carrés 
des  ^  et  des  r\. 

»  Nous  avons  vu  qu'il  y  aura  au  moins  deux  solutions  périodiques  du  premier 
genre,  correspondant  à  chaque  système  de  valeurs  de  n^  et  de  n.^,  commensu- 
rables  entre  elles.  J'ajouterai  qu'il  y  en  aura  toujours  un  nombre  pair  et  préci- 
sément autant  de  stables  que  d'instables.  » 

212.  «  Solutions  asymptotiques.  —  Soit 

^i  —  ^i{t),         fi  =  nit-\-ç^i+,{t)  '  (i=i,2), 

une  solution  périodique  quelconque  instable.  Il  existe  deux  séries  de  solutions 
particulières  remarquables,  que  j'appellerai  solutions  asymptotiques.  Les  solu- 
tions asymptotiques  de  la  première  série  seront  de  la  forme  suivante  : 

1œi=  (fi{t)     +AE-°"9[.i'(0   +A'-E-2="Ô(.2'(0  +  A3E-3=«9f.^'(0  +..., 

{i—  1,2). 

A  est  une  constante  arbitraire  d'intégration,  a  est  l'exposant  caractéristique 
(que  je  suppose  positif);  les  fonctions  6J"(/),  6J"^'(;),  .  .,  (t  =  i,2,  3,4)  sont 
périodiques,  de  période  T,  et  développables,  par  conséquent,  comme  les  9/(^) 
par  rapport  aux  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  -rp-*  Les  coefficients  du  déve- 
loppement sont  eux-mêmes  des  séries  dont  les  termes  sont  rationnels  en  sJ^k. 

»  Inutile  de  faire  remarquer  que,  si  l'on  reprend  les  notations  du  paragraphe 
précédent,  on  a 

01^no--s;.,      d\i[{t)  =  r,. 

))  Les  séries  (3)  sont  convergentes  pour  les  valeurs  de  t  suffisamment  grandes. 
On  voit  que,  quand  t  croît  indéfiniment,  les  solutions  représentées  par  les 
équations  (3)  se  rapprochent  indéfiniment  de  la  solution  périodique. 

»  Les  solutions  asymptotiques  de  la  seconde  sorte  seront  de  la  forme  suivante 


(3  bis) 


j,r=  n,f  +  <p,+2(0  + BE«'w',;UO  +  B^E^^'coiiUO -H. 
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B  estime  nouvolle  constante  d'intégration,  a  c-^l  nndic  r(\piK;iiit  r;ii;,,t,  ,, 
tique;  les  fonctions  co  sont  de  iiirmc  r(»rtii(M|ii('  les  rduclions  0  (jiii  ciilrr:!!  i!:,:i~, 
les  équations  (3).  On  ohlicnl  d'ailleurs  les  fonctions  w  si,  dans  les  fonclinn^  ';,  on 
cliangc  \/(j.  en  —  y/ix.  T. es  séries  (3  bis)  convergent  pour  les  valeurs  de  /  //r'^^- 
fives  et  suffisamment  gi'andcs;  (jiiand  t  tend  vers — oo,  les  solutions  (jti'cllo 
représentent  se  rapprochent  asymptotiquement  de  la  solution  [xriodifjnc. 

»  Solutions  (loul)l('mcnt  nsymptoliques .  —  Il  existe  une  infinité  de  solutions  qui 
appartiennent  à  la  fois  aux  deux  séries,  et  qui  sont,  par  conséquent,  représen- 
tées par  les  équations  (3)  pour  les  valeurs  de  t  positives  et  très  grandes,  et  par 
les  équations  (3  bis)  pour  les  valeurs  de  ^  négatives  et  très  grandes. 

»  L'orbite,  d'abord  très  peu  différente  de  celle  qui  correspond  à  une  solution 
périodique,  s'en  éloigne  peu  à  peu,  et,  après  s'en  être  écartée  beaucoup,  finit 
par  s'en  rapprocher  asymptotiquement. 

»  L'existence  des  solutions  doublement  asymptotiques  est  un  point  d'une  dé- 
monstration très  délicate  et  qui  m'a  donné  beaucoup  de  peine.  En  effet,  les  sé- 
ries (3)  ne  convergent  que  pour  des  valeurs  de  t  positives  et  très  grandes,  les 
séries  (3  bis)  pour  des  valeurs  de  t  négatives  et  très  grandes.  11  y  a,  générale- 
ment, un  intervalle  où  aucune  des  deux  séries  ne  converge.  » 

213.  «  Divergence  des  séries.  —  Les  considérations  qui  précèdent  peuvent 
permettre  d'établir  que  les  séries  habituelles  de  la  Mécanique  céleste  sont 
divergentes  :  ce  n'est  pas  qu'elles  ne  puissent  néanmoins  être  utilement  em- 
ployées; en  effet,  il  peut  arriver  que  les  termes  d'une  série  décroissent  d'abord 
très  rapidement  pour  croître  ensuite  indéfiniment,  et,  par  conséquent,  que 
cette  série,  quoique  divergente,  puisse  servir  à  représenter  une  fonction  avec 
une  approximation  très  grande,  mais  non  indéfinie.  Tel  est  le  cas  de  la  série 
célèbre  de  Stirling  et  de  quelques  développements  usités  en  Physique  mathé- 
matique. Tel  est  aussi  celui  des  séries  de  la  Mécanique  céleste,  et  l'approxima- 
tion qu'elles  fournissent  est  très  suffisante  pour  les  besoins  de  la  pratique.  Ce 
que  je  veux  dire  de  leur  divergence  n'est  donc  pas  une  raison  pour  en  proscrire 
l'usage. 

))  Les  séries  de  M.  Lindstedt  ne  peuvent  pas  converger  uniformément  pour 
toutes  les  valeurs  de  la  constante  d'intégration  qui  y  entre;  on  démontre,  en 
effet,  que,  s'il  en  était  ainsi,  il  n'y  aurait  pas  de  solutions  asymptotiques. 

»  Je  prendrai  comme  second  exemple  certaines  séries  dérivées  des  séries  (3) 
et  (3  bis).  La  série  (3)  converge;  mais  nous  avons  vu  que  ses  coefficients  peu- 
vent eux-mêmes  se  développer  en  séries  convergentes  dont  les  termes  sont  ra- 
tionnels en  v^;  quand  on  a  fait  ce  développement,  la  série  (3)  reste  encore 
convergente.  _ 

))  Supposons  maintenant  que  l'on  développe  ces  fonctions  rationnelles  de  ^\k 
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suivant  les  puissances  de  sJ^l;  ce  développement  sera  possible  pour  chacune 
d'elles.  Mais,  si  l'on  ordonne  ensuite  la  série  (3)  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  s/i/.,  la  série  ainsi  obtenue  devient  divergente;  on  démontre,  en  effet, 
que,  si  elle  convergeait,  toute  solution  asymptotique  deviendrait  doublement 
asymptotique,  ce  qui  n'a  pas  lieu. 

))  Le  développement  auquel  on  parvient  de  la  sorte  et  qui,  bien  que  divergent, 
peut  rendre  des  services  au  même  titre  que  ceux  de  M.  Lindstedt,  se  met  sous 
forme  élégante,  si  l'on  élimine  ^  et  A  entre  les  quatre  équations  (3)  par  les 
règles  ordinaires  du  calcul.  On  trouve,  en  effet,  que  a?,  et  x^  s'expriment  en 
séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  \/[j,  et  suivant  les  sinus  et  cosinus 
des  multiples  de  —  et  de  — • 

»  Non-existence   des  intégrales  uni/ormes.  —   Les   équations  (i)  admettent 

une  intégrale  qui  s'écrit 

F  (^1,^2-/1. 72  )  —  C. 

C'est  l'intégrale  des  forces  vives  :  le  premier  membre  est  uniforme  par  rapport 
àir,,a72»  Ji  etja»  périodique  et  de  période  271  par  rapport  àj<  etjg»  dévelop- 
pable  suivant  les  puissances  de  [x. 

»  Je  dis  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  intégrale  de  même  forme,  c'est-à-dire  que  les 
équations  (i)  ne  peuvent  admettre  une  intégrale 

distincte  de  la  première,  et  où  $  soit  périodique  en  j,  etjKa»  développable  sui- 
vant les  puissances  de  [x,  et  uniforme  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  j,  et  ja» 
pour  les  valeurs  suffisamment  petites  de  [x  et  pour  les  valeurs  de  'x^  et  de  x^ 
comprises  dans  un  certain  domaine. 

))  On  démontre  en  effet  que,  s'il  en  était  ainsi,  les  séries  de  M.  Lindstedt 
convergeraient.  Ce  résultat  est  d'ailleurs  susceptible  d'être  généralisé  de  plu- 
sieurs manières.  » 

214.  «  Forme  des  orbites.  —  On  peut  se  proposer  de  dessiner  les  courbes 
correspondant  aux  diverses  solutions  particulières  dont  je  viens  de  parler,  et  j'ai 
l'intention  de  revenir  sur  ce  point  dans  un  autre  article.  Pour  cela,  le  mieux  est 
de  considérer  deux  axes  mobiles,  à  savoir  :  la  droite  AB  et  une  perpendicu- 
laire à  AB,  menée  par  le  centre  de  gravité  du  système,  et  de  chercher  à  dessiner 
la  trajectoire  relative  du  corps  C  par  rapport  à  des  axes  mobiles. 

»  Dans  le  cas  des  solutions  périodiques,  cette  orbite  relative  est  une  courbe 
fermée;  dans  le  cas  des  solutions  asymptotiques,  c'est  une  courbe  en  spirale  se 
rapprochant  asymptotiquement  d'une  courbe  fermée.  11  convient  d'ajouter  que 
les  diverses  spires  se  recoupent  mutuellement. 
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»  Considérons  une  orbite  fermée  correspondant  à  une  solution  périodique  et 
les  deux  séries  d'orbites  asymptotiques  afférentes  à  cette  même  solution.  Par 
un  point  M  du  plan  passeront,  en  général,  une  ou  plusieurs  orbites  asympto- 
tiques de  la  première  série,  ainsi  qu'une  ou  plusieurs  orbites  de  la  deuxième 
série.  SoitT,  une  orbite  de  la  première  série,  passant  par  M;  soit  ^  l'angle  sous 
lequel  elle  coupe  une  orbite  To  de  la  deuxième  série,  passant  par  M.  Si  ^  est 
nul,  les  deux  orbites  se  confondent  en  une  seule  et  deviennent  ainsi  double- 
ment asymptotiques;  il  y  a  une  infinité  de  points  pour  lesquels  il  en  est  ainsi. 
Mais,  en  général,  fl  n'est  pas  nul;  cependant,  si  la  masse  [x  est  regardée  comme 
un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  on  démontre  que,  parmi  les  angles  ^  (sous 
lesquels  T,  coupe  les  diverses  orbites  asymptotiques  de  la  deuxième  série  qui 
passent  par  M),  il  y  en  a  un  qui  est  infiniment  petit  d'ordre  infini  ;  je  veux 

a 

dire  qu'il  est  du  même  ordre  de  grandeur  que  l'exponentielle  E  ^v-,  a  étant  une 
constante  positive. 

»  Il  est  encore  un  point  sur  lequel  je  désire  attirer  l'attention. 

»  Les  séries  (3)  ne  changent  pas  si  l'on  y  change  A  en  AE*"^  et  ^  en  /  -f-  T;  si 
donc  l'on  change  A  en  AE^^,  l'orbite  asymptotique  correspondante  ne  change 
pas;  la  seule  différence  est  que  le  mobile  C  passe  en  un  même  point  de  cette 
orbite  à  des  époques  différentes.  Ainsi  les  valeurs  suivantes 

A,    AE±«^    AE±2aT^     ... 

de  la  constante  d'intégration  correspondent  à  une  seule  et  même  orbite  asympto- 
tique. Il  est  donc  toujours  permis,  s'il  ne  s'agit  que  de  définir  cette  orbite,  de 
choisir  la  constante  A  entre  i  et  E°'^. 

»  Cela  posé,  considérons  n  orbites  doublement  asymptotiques  quelconques; 
pour  des  valeurs  de  /  suffisamment  grandes,  les  équations  de  ces  orbites  peu- 
vent se  mettre  sous  la  forme  (3).  A  ces  n  orbites  correspondront  n  valeurs  de 
la  constante  A,  que  j'appelle 

Al,  A2,  •  •  •  >  An» 

et  que  je  puis  toujours  supposer  comprises  entre  i  et  W^ .  Pour  les  valeurs  de  / 
négatives  et  très  grandes,  les  équations  de  ces  mêmes  orbites  (en  changeant  au 
besoin  l'origine  du  temps)  pourront  se  mettre  sous  la  forme  (3  bis).  A  ces  n 
orbites  correspondront  alors  n  valeurs  de  la  constante  B,  que  j'appellerai 


?ixt 


et  que  je  pourrai  toujours  supposer  comprises  entre  i  et  E° 

»  Eh  bien,  ce  qu'il  importe  de  remarquer  et  ce  qui  met  bien  en  évidence  la 
complication  du  problème  des  trois  corps,  c'est  que,  si  A,,  Aj, ...  A„  sont  rangés 
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par  ordre  de  grandeur  croissante,  les  constantes  B,,  Ba,  ...,  B«  seront,  en  géné- 
ral, rangées  dans  un  ordre  tout  différent.  » 

215.  «  Invariants  intégraux.  —  Une  notion  nouvelle,  celle  des  invariants 
intégraux,  m'a  été  très  utile  pour  démontrer  les  résultats  qui  précèdent.  Je  me 
bornerai  ici  à  énoncer  quelques  propositions  saillantes  relatives  à  cette  théorie. 

»  Considérons  le  problème  des  trois  corps;  pourdéfinir  la  situation  du  système, 
nous  nous  donnerons  dix-huit  variables  :  ce  seront  d'abord  les  trois  coordon- 
nées x^,  x.^,  x^  du  premier  corps,  les  projections  y,,  j.,  jg  de  la  quantité  de 
mouvement  de  ce  corps  sur  les  trois  axes.  Ensuite ^4,  x^,  x^,  y^,  y^  et  j^  seront 
les  quantités  analogues  pour  le  deuxième  corps;  x^,  x^,  x^,  y^,  y^  et  j»  les 
quantités  analogues  pour  le  troisième  corps. 

))  Nous  envisagerons  alors,  dans  un  plan,  neuf  points  que  j'appellerai  M,, 
Ma,  ...,  M9,  et  dont  les  coordonnées  seront  respectivement 

Cela  posé,  considérons  une  solution  des  équations  différentielles  du  mouve- 
ment, dépendant  de  deux  constantes  arbitraires  a  et  p.  Alors  les  Xi  et  les  y, 
seront  des  fonctions  du  temps  t,  de  a  et  de  p.  Soit  N  le  point  dont  les  coordon- 
nées sont  a  et  P;  si  le  point  N  reste  intérieur  à  une  certaine  aire  a,  les  points 
M<,  Mo,  ...,  M9  resteront  intérieurs  à  certaines  aires  S,,  Sa,  ...,  S9.  Ces  neuf 
aires  se  déformeront  et  se  déplaceront,  puisque  les  coordonnées  du  point  M, 
dépendent  non  seulement  de  a  et  de  (3,  mais  encore  du  temps  t\  mais  la  somme 
algébrique  de  ces  neuf  aires  demeurera  constante.  Il  est  à  peine  utile  de  faire  ob- 
server que  certaines  de  ces  aires  pourront  avoir  des  parties  positives  et  des  parties 
négatives;  c'est  ainsi  que,  au  point  de  vue  analytique,  l'aire  totale  de  la  lemnis- 
cate  est  nulle,  parce  qu'une  des  boucles  doit  être  considérée  comme  positive  et 
l'autre  comme  négative. 

»  Supposons  maintenant  que  l'on  envisage  une  solution  ne  contenant  plus 
qu'une  seule  constante  arbitraire  a.  Si  cette  constante  varie  de  a^  jusqu'à  a<, 
les  neuf  points  M,,  Ma,  .• .,  Mg  vont  décrire  certains  arcs  X,,  X^,  ...,  Xg,  qui  se 
déplaceront  et  se  déformeront  avec  le  temps,  puisque  les  coordonnées  de  M/ 
dépendent  non  seulement  de  a,  mais  encore  de  t.  Soit  U^  l'intégrale 

j  {-iXidyi-^ryidXi) 

prise  le  long  de  l'arc  A^;  U/  sera  une  fonction  du  temps,  puisque  l'arc  X;  se 
déplace.  Soit  C,,  la  valeur  de  la  constante  des  forces  vives  correspondant  à  a  =  ag, 
et  C,  la  valeur  correspondant  à  a<  ;  on  aura 

U,  4-  U2  + . . .  +  U9  +  3  (  Cl  -  Co )  i  =  K , 

K  étant  une  constante  indépendante  du  temps. 
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»  Stabilité.  —  Revenons  au  cas  particulier  dont  nous  nous  sommes  occupé 
presque  exclusivement  dans  ce  travail.  Dans  ce  cas,  MM.  Hill  et  Bolilin  ont  dé- 
montré cfue  le  rayon  vecteur  AC  ne  peut  croître  au  delà  de  toute  limite;  mais 
il  reste,  pour  établir  complètement  la  stabilité,  un  dernier  point  à  démontrer. 
Il  faut  faire  voir  que  les  trois  corps  se  retrouveront  une  infinité  de  fois  aussi  près 
qu'on  voudra  de  leurs  positions  initiales. 

»  L'existence  même  des  solutions  asymptotiques  montre  suffisamment  qu'il 
existe  une  infinité  de  solutions  particulières  qui  ne  satisfont  pas  à  cette  condi- 
tion. Mais,  d'autre  part,  j'ai  démontré,  par  la  méthode  des  invariants  intégraux, 
qu'il  y  en  a  aussi  une  infinité  qui  y  satisfont.  On  peut  donc  dire,  à  ce  point  de 
vue,  qu'il  y  a  une  infinité  do  solutions  particulières  instables,  et  une  infinité 
de  solutions  particulières  stables. 

»  Mais  il  y  a  plus  :  on  peut  dire  que  les  premières  sont  l'exception,  et  que  les 
secondes  sont  la  règle,  au  même  titre  que  les  nombres  rationnels  sont  l'exception 
et  que  les  nombres  incommensurables  sont  la  règle.  Je  démontre,  en  effet,  que 
la  probabilité  pour  que  les  circonstances  initiales  du  mouvement  soient  celles 
qui  correspondent  à  une  solution  instable,  que  cette  probabilité,  dis-je,  est 
nulle.  Ce  mot  n'a  par  lui-même  aucun  sens;  j'en  donne  dans  mon  Mémoire  une 
définition  précise,  que  je  ne  crois  pas  utile  de  reproduire  ici;  mais  je  dois 
ajouter  que  le  même  résultat  subsisterait,  quelle  que  soit  la  définition  adoptée, 
pourvu  qu'il  n'entre  dans  cette  définition  que  des  fonctions  continues.  » 

216.  L'analyse  précédente  donne  une  idée  de  la  profondeur  et  de  l'originalité 
des  recherches  de  M.  Poincaré,  contenues  dans  son  Mémoire  de  Stockholm. 
Parlant  de  ce  beau  travail,  l'auteur  dit  (Préface  du  t.  l  des  Méthodes  nouvelles 
de  la  Mécanique  céleste)  :  «  Je  m'y  suis  surtout  efforcé  de  mettre  en  évidence  les 
rares  résultats  relatifs  au  problème  des  trois  corps,  qui  peuvent  être  établis 
avec  la  rigueur  absolue  qu'exigent  les  Mathématiques.  C'est  cette  rigueur  qui 
seule  donne  quelque  prix  à  mes  théorèmes  sur  les  solutions  périodiques  asym- 
ptotiques et  doublement  asymptotiques.  On  pourra  y  trouver,  en  effet,  un  ter- 
rain solide  sur  lequel  on  pourra  s'appuyer  avec  confiance,  et  ce  sera  là  un 
avantage  précieux  dans  toutes  les  recherches,  même  dans  celles  où  l'on  ne  sera 
pas  astreint  à  la  même  rigueur.  11  m'a  semblé,  d'autre  part,  que  mes  résultats 
me  permettaient  de  réunir  dans  une  sorte  de  synthèse  la  plupart  des  méthodes 
nouvelles  proposées  récemment,  et  c'est  ce  qui  m'a  déterminé  à  entreprendre 
le  présent  Ouvrage.   » 

Ces  dernières  lignes  montrent  nettement  le  but  que  s'est  proposé  M.  Poincaré 
dans  l'Ouvrage  en  question.  On  a  déjà  dit  d'ailleurs,  page  461,  qu'il  s'agissait 
aussi  d'étendre  au  problème  des  trois  corps,  envisagé  dans  toute  sa  généralité, 
les  résultats  qui  avaient  été  obtenus  dans  le  Mémoire  de  Stockholm,  seulement 
pour  un  cas  particulier.  Citons  de  suite,  sans  nous  astreindre  à  suivre  l'ordre 
T.  —  IV.  60 
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des  matières  dans  les  deux  volumes  du  nouvel  Ouvrage,  ce  beau  théorème  dé- 
montré par  l'auteur  : 

Le  problème  des  trois  corps  n'admet  pas  d'autres  intégrales  uniformes  que  celles 
dis  aires  et  des  forces  vives. 

Ce  théorème,  démontré  cette  fois  sans  restriction,  est  plus  général  que  celui 
de  M.  Bruns,  énoncé  à  la  page  463,  puisqu'on  prouve  non  seulement  qu'il  n'y 
a  pas  d'intégrale  nouvelle  algébrique,  mais  qu'il  n'existe  pas  d'intégrale  trans- 
cendante uniforme,  lors  même  que  les  variables  se  meuvent  dans  un  domaine 
restreint. 

M.  Poincaré  a  consacré  le  Chapitre  VI  de  son  Ouvrage  au  développement 
approché  de  la  fonction  perturbatrice,  c'est-k-dire  au  calcul  approché  d'un 
terme  qui  contient  des  multiples  élevés  des  anomalies  moyennes  de  la  planète 
troublée  et  de  la  planète  perturbatrice.  M.  Flamme,  dans  une  thèse  remarquée 
dont  nous  avons  déjà  parlé  (I,  p.  269),  avait  obtenu  déjà  d'importants  résultats 
en  prenant  pour  point  de  départ  un  beau  Mémoire  de  M.  Darboux,  concernant 
la  valeur  approchée  des  fonctions  de  très  grands  nombres  {^Journal  de  Mathéma- 
tiques pures  et  appliquées,  1878).  Cette  méthode  de  M.  Darboux  s'est  montrée 
très  féconde.  Grâce  à  un  artifice  ingénieux,  M.  Poincaré  a  montré  qu'on  peut 
l'appliquer  directement  à  la  recherche  des  coefficients  de  termes  éloignés  dans 
le  développement  des  fonctions  de  deux  variables,  et  il  en  a  déduit  la  solution 
du  problème  lorsque  l'inclinaison  mutuelle  des  orbites  est  nulle,  ainsi  que  l'une 
des  excentricités,  l'autre  étant  supposée  très  petite.  M.  Hamy  a  examiné  (^Bul- 
letin astronomique,  t.  X)  le  cas  où,  l'inclinaison  étant  quelconque,  les  excentri- 
cités sont  nulles,  et  (Journal de  Mathématiques ,  1894)  celui  où,  l'inclinaison  étant 
petite,  l'une  des  excentricités  est  nulle  et  l'autre  quelconque.  Enfin,  M.Goculesco 
a  traité  récemment  (Journal de  Mathématiques,  1H95)  le  cas  où,  l'inclinaison  mu- 
tuelle étant  nulle,  les  excentricités  sont  très  petites,  les  longitudes  des  périhé- 
lies étant  en  outre  les  mêmes. 

M.  Hamy  a  appliqué  ses  formules  à  l'inégalité  lunaire  produite  par  l'action 
de  Vénus,  et  ayant  pour  argument 

i8/"- i6/'- /- i6îct'+  1810"+ 2/i", 

dont  nous  nous  sommes  occupé  nous-mêmes  (III,  p.  396),  et  il  a  trouvé,  par 
des  calculs  très  simples,  en  partant  de  ses  formules  approchées,  à  -^^  près  la 
valeur  du  coefficient  de  cette  inégalité,  qui  a  été  regardée  pendant  longtemps 
comme  très  difficile  à  déterminer. 

M.  Poincaré,  dans  les  premiers  Chapitres  du  Tome  II  de  son  Ouvrage,  s'oc- 
cupe de  la  forme  des  expressions  qui  donnent  les  coordonnées  de  deux  planètes 
en  fonction  explicite  du  temps.  Il  y  parvient  en  partant  des  méthodes  de  M.  Lind- 
stedt,  qu'il  modifie  avantageusement.  M.  Nevvcomb  était  arrivé  au  même  but 
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par  la  mélliode  do  la  variation  des  constantes  arbitraires,  et  l'on  a  vu,  dans  le 
Chapitre  précédent,  que  je  m'étais  servi,  de  mon  côté,  de  la  méthode  de  De- 
launay;  mais  mes  résultats  étaient  loin  de  présenter  la  rigueur  de  ceux  de 
M.  Poincaré.  Vient  ensuite  l'élude  des  séries  finales  considérées  en  elles-mêmes, 
et  la  démonstration  de  leur  divergence.  Mais,  malgré  mon  désir,  je  renonce  à 
donner  en  quelques  pages  une  idée  de  ces  belles  théories,  et  je  vais  me  borner 
à  présenter  des  indications  assez  complètes  sur  les  solutions  périodiques.  Il  est 
bon  de  commencer  par  des  considérations  préliminaires  sur  la  forme  des  équa- 
tions différentielles  du  problème  des  trois  corps. 

217.  Considérations  préliminaires—  Occupons-nous  encore  une  fois  des 
équations  difïérentielles  du  mouvement  de  deux  planètes  autour  du  Soleil. 
Rapportons  la  première.  M,  directement  au  Soleil,  et  soient  oo,y,  z  ses  coor- 
données, moTTi  sa  masse;  la  seconde,  M',  sera  rapportée  au  centre  de  gravité  G 
du  Soleil  et  de  M:  soient  .r',  y,  z',  mom'  ses  coordonnées  et  sa  masse;  /Wo  dé- 
signe la  masse  du  Soleil.  On  peut  conclure  des  formules  du  Chapitre  précédent, 
ou  de  celles  de  notre  Tome  I,  page  84,  les  équations  suivantes  : 

m       d'jo  dV  f        i  ■+-  m        d'^x' d\S 

I  +  m   df-         dx  !-!-/?<-)-  m'    dt^         dx' 

OÙ  l'on  a  posé 

//'i        m'\        __,                       ' 
W  r=.fmQm'  I  ■============================^^===============. ,  I 


-\-  fm^inin' 


K     r'- ^ —  {xx' -\-yy'  +zz')  +  ( -— ^ —  ) 

Si  Ton  néglige  W,  et  que  l'on  fasse 

I  +  /n  +  /«' 

k*-  =fm^ {\-\-  ni),  k"  —  fniç,  — ^— ^^ , 

on  aura  les  équations 

d'^x       k^x  d'-x'       k'-'x' 

En  introduisant  les  fonctions  suivantes  des  éléments  elliptiques 


(4) 


L=k\^/a,  G— Av/«('— e-),  &  =  ks/a{i —  e^)cosi. 


L'=k'\/a'.  G'=k'^a\i  —  e"),         %'=  k' \/a'{i  -  e'-)cosi'. 
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OÙ  X  et  X'  désignent  les  longitudes  moyennes,  on  aura,  en  faisant  varier  les  élé- 
ments elliptiques  pour  tenir  compte  de  W,  et  invoquant  les  principes  de  la  mé- 
thode de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  on  aura,  disons-nous,  ce  sys- 
tème de  douze  équations  canoniques  : 


dL 
dt 

I  -+-  m  dWi 
m        01 

dl 

dt~ 

1  +  m  ()W, 
m        ôL 

) 

dL' 
dt 

i  H-  m  4-  m'  <^W, 
""   m'{i  -h  m)     dl'    ' 

dl'  _ 

dt  ~ 

i  -\-  m  -\-  ni' 

m'(i  +  m) 

dL' 

ou  I  on  a  pose 

W,  —  W   H j-^   +  m' ;    -r-  • 

i-i-m  2L-  I  4- m -h  m    iL^ 

Faisons  maintenant 
[Ji  étant  petit,  a  et  a'  finis,  et  posons  en  outre 


I  H-  m  '  1  H-  /?«  H-  /?i 

Nous  aurons  les  équations 


(5) 


8^- 

^  dt 

dF 

àg' 

^    dt   - 

^  dt 

dF 

dg" 

dl 
dt^ 

dF 

dg  _ 
dt 

dF 

dl' 

ÔF 

dg' 

dF 

dt  ~ 

&'dL'' 

dt   ~ 

S'(^G 

^  _  dF_ 

^  dt    ~  dQ' 

^_  dF_ 

^  dt   ~  dd'' 

dd  dF 


dt   '^       ^d% 
dQ'  dF 


dt  ~       [3'(?0" 
(6)  Q_        «  3^_„/         i  +  g/^  /f'^  _  r4-(a  +  a')/x_ 

a         A"*  ,         I  +  a\i.  k'* 


I  4-  a/ji  2  L-  I  +  (  a  4-  a'  )  ]!/  2  L'^ 

A'^a 


(7)  i/'- 


'■^^^L    /.'2^       2«f^ 


I  4-  (X\i. 
k^  ac/.'  IX 


(^^■+yf+--')-r[-^-r)'        'J 


i  4-  au.       I  ^ 


a/jt.  \  1  4-  ap 
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p  et  (3' sont  finis,  ainsi  que  la  première  ligne  de  F;  les  deux  dernières  lignes 
contiennent  au  contraire  le  petit  facteur  [x. 

On  a  vu,  dans  notre  Tome  III,  page  238,  qu'au  lieu  des  variables  canoniques 


L,    G,    0, 


V,    G'    et    0', 

/',     g'    et    9', 


on  peut  prendre,  avec  M.  Poincaré,  les  suivantes 


L,     v/^CL  — G)  sinnr,     s/^i^G  —  0)  sin9,         L',     v'2(L'— G')  sincj',     v^2(G'— 0')  sin(;', 
l,    v^2(L  — G)coscT,     v/2(G  — 0)cos9,         >.',     v^2(L'— G')  cosgj',    v/2(G'— 0')cos9', 

où  X  et  X'  désignent  les  longitudes  moyennes  des  deux  planètes. 

On  en  conclut  aisément,  par  des  changements  réciproques  de  variables  d'un 
des  groupes  dans  l'autre,  des  changements  de  signes,  et  en  comprenant  les 
facteurs  ^  et  (3'  dans  de  nouvelles  variables,  que,  si  l'on  pose 


Ar=:(3L, 


>^, 


^  =  V'2j3(L—  G)  COSGT, 


(8) 


p  =  \/2^{G  —  Q)  cose, 
A'=P'L', 


|'=v/2(3'(L'-G')cosct', 
/?'  =  v/2[3'(G'— 0')cos0', 

on  aura  ce  système  canonique 


Y)  3r  —  ^2  (3 (L  —  G )  sincT, 
q  =  —  v/2(3(G  — 0)  sin 9, 

n'=—  v/2[3'(L'— G')  sincr', 
^'=:-V'2i3'(G'-0')sin6', 


(9) 


rfA            (?F 

^^            dF 

c//>            JF 

rf£  ~       dX  ' 

dt~       df\' 

</^  "~       dq' 

^             d¥ 

dt  ~      ja' 

dr\            dY 
'dt-        dl' 

dq  _  ^F 
dt  ~        dp 

^A'           ^F 
dt  ~       d//' 

d^l  _       d¥ 
d}—       drj'' 

dp'           d¥ 

dt  ~      dq' 

rfX'             d¥ 

d-n'             dF 

dq'           dF 

dt  ~~      dA'' 

dt  ~       ^;'' 

dt  '       dp' 

218.  Revenons  au  système  (5),  et  montrons,  en  suivant  M.  Poincaré,  com- 
ment on  peut  réduire  le  nombre  de  ces  équations  en  tenant  compte  des  inté- 
grales des  aires,  et  prenant  pour  plan  des  xy  le  plan  invariable.  On  a  alors, 
comme  on  l'a  vu  dans  le  Chapitre  précédent,  et  comme  on  peut  le  voir  d'ail- 
leurs directement, 

(  (30  +  (3'0'=:C,        9=9', 


(.o) 
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La  fonction  F  dépend  d'ailleurs  des  variables 

L,     G,     0,        L',     G',     0', 

on  sait  qu'elle  doit  être  indépendante  de  la  position  de  l'axe  des  x  dans  le  plan 
invariable;  elle  ne  doit  donc  contenir  ô  et  G' que  par  la  différence  9  —  6';  puisque 
6  =  6',  la  fonction  F  sera  donc  indépendante  de  6  et  de  0'.  L'équation 


donne  d'ailleurs 

Faisons  maintenant 

G:=r,         G'  =  r'; 

les  relations  (lo)  nous  donneront 


dQ 

dQ' 

dt 

~  at 

I 

d¥ 

I    ^F 

p 

dQ~ 

'  (3'  d& 

1 

(30   = 

C 

2 

+  ^ 

-(3'M 

2G 

p/2 

> 

(3'0'  = 

G 

2 

+  *- 

2G 

1^2 

dF 

~  ÔG 

+ 

dF  [3r 
â@    G 

ÔF 

(3^ 

r 

G 

(12) 

Nous  en  tirerons 
ou  bien,  en  ayant  égard  à  la  formule  (n), 

et  de  même 

Les  équations  (5)  deviendront  ainsi 

dF  d\J  dF  dr  dF 


dF 

dF 

dr- 

-dG' 

dF 

dF 

dT'~ 

~  dG' 

(i3) 


dL  _ 
dt  ~ 

dF 

dt 

dl 

dt  ~~ 

dF 

(3f^L' 

dg 

dt 

^dg  dt  ""       ^' dl'  dt   ~      ^'dg'- 

dF  ^  _  _     àF  ^'  _  _    ^F 

(3dr'  dt  ~~       ^^"^''  dt   '~~'^~dF'' 


On  a  donc  opéré  ainsi  la  réduction  à  huit  équations  canoniques,  d'une  façon 
plus  simple  que  dans  le  Chapitre  précédent;  la  quantité  C  est  une  constante 
absolue  et  doit  être  regardée  comme  une  donnée  de  la  question.  Il  convient  de 
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compléter  CCS  formules  par  les  suivantes,  auxquelles  il  faudrait  encore  joindre 
l'expression  (7)  de  F, 

^  2  2(.  ^  2  2C 

V  —  e  sin u  =  /,         u'  —  e'  sin  j'  =  /', 
r  z=:a{i  —  e  cosu),         /•'  =  a'{i  —  e'  cosu'), 

^^"^-2=V7^^'"^2'        ^''^"^T=\/7^''«»g2' 
— TTT? — •  =  cos(^  +  w)  cos(^'+  tv')  4-  sin(5'  4-  <p)  sin(^'+  (p')  cos  (/—  t')  ; 


on  voit  bien,  par  cet  ensemble  de  formules,  comment  la  fonction  F  dépend  des 

huit  variables 

L,     L',     r,     F,     /,     /',     g    et    g'. 

219.  Considérons  encore  le  cas  où  le  mouvement  a  lieu  dans  un  plan,  et  pre- 
nons ce  plan  pour  plan  des  xy.  Nous  aurons  i  =  i'  ■=  o,  et  par  suite,  0  =  G  et 
0' =  G'.  Voyons  ce  que  deviennent  alors  les  équations  (5).  Un  argument  quel- 
conque de  F  sera  de  la  forme 

yl-\-y'  l'-^  yi  C7  +  y\  gj', 
et  un  théorème  bien  connu  nous  donnera 

y,  +  y;  =  o; 

donc  les  arguments  de  F  seront  de  la  forme 

OÙ  Ton  a  posé 

CT  —  ct'  =  A. 

On  a  ensuite 

cj  =  9h-^,        m'-B'+g', 

et,  puisque  F  est  indépendant  de  i  et  de  «', 

d¥_  _â¥_  _ 

puis 

dg~  dTn~  âh'         dg'  ~  dxs' ~ 

dh_dw  _d^_dQ^       dg_  _d^  _d^  _ 
di  ~~  dt         dt   ~irt^  dt        dt         dt  ~ 


dY 

dir 

dV 

d¥ 

(3t?G 

4- 

P'dG' 
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Les  équations  (5)  deviendront  donc 

.dL  _dF  dU  _  dF 

^  dl  ^  dl'  ^    dt  ~  dl'' 

^  dt  '^  dh'  ^    dt   ~       dh  ' 

dl  dF  dl'  dF 


On  en  conclut 


dt~       (^dh  dt  ~      (3'  d\J 

dh  _  _    àF_  dF 

Tt^       i^d(^'^  i^'dCj'' 


^f +  ^'f -«'         P^-^-^'G'-C; 


c'est  l'intégrale  des  aires.  Si  Ton  pose 

[3G  =  H,        P'G'  =  C-H, 

F  deviendra  une  fonction  de  L,  L',  H  et  des  arguments  /,  /'  et  A;  on  aura  ainsi 
ces  équations  différentielles,  qui  correspondent  au  problème  actuel, 


rf({3L)        dF 
dt      ~  dl' 

dl 

Jt  ~ 

dF 

c?(l3L)' 

d{^'L')       dF 

dl'  _ 
dt  ~ 

^F 

dt      ~  dl'' 

d(P'L') 

dR           dF 

dt      "~  dh' 

dh  _ 
dt  "" 

dF 
dR 

(i4) 


Nous  avons  à  présenter  une  remarque  importante  au  sujet  de  développe- 
ments qui  se  rapportent  au  problème  des  trois  corps.  Reprenons  les  douze  va- 
riables qui  figurent  dans  les  équations  (5),  et  posons 

^i=:[3L,         ^2  =  (3'L',         ^3  =  (3G,         ^4  =  (3'G',         ^5  =  (30,         a:,  =  ^'&', 
Il  =  i,  72  =  ^'»  y-i  =g,  yk  —  g',  /5  =  5,  76  =  9'. 

Les  équations  (5)  pourront  être  représentées  par 

,  K .  dxi        dF  dvi  dF  ^  .  „ , 

^'^^  -dF  =  djy        -£-=-d^,'  ('  =  ^^,.--,6). 

La  fonction  F  est  d'ailleurs  représentée  par  la  formule  (7),  et  l'on  a,  en  série 

convergente, 

F=Fo-h[xF,  +  ix^F,  +  ..., 

la  fonction  Fo  ne  dépend  donc  que  des  variables  x^  et  x^. 
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Lorsque  {x=  o,  les  équations  (i5)  donnent 

en  désignant  para?"  et  j-  douze  constantes  arbitraires;  les  trajectoires  des  deux 
planètes  sont  alors  des  ellipses  képlériennes. 

Supposons  maintenant  {j^<o,  et  supposons  que,  pour  ^  =  o,  on  ait 

et  demandons-nous  quelles  seront  les  valeurs  de  ces  quantités  x^  et  j,-  pour 
/  =  T.  M.  Poincaré  a  montré  (t.  I,  p.  63)  que  ces  valeurs  sont  développables  en 
séries  convergentes  suivant  les  puissances  des  ^/,  •/],-,  de  t  et  de  [x,  pourvu  que 
les  modules  des  quantités  ^,-,  yj,-  et  [l  soient  assez  petits. 

Nous  pouvons  maintenant  aborder  la  recherche  des  solutions  périodiques  du 
problème  des  trois  corps,  en  nous  limitant  à  celles  du  premier  genre  (voir 
p.  466). 

220.  Recherche  des  solutions  périodiques  du  problème  des  trois  corps. 
—  M.  Poincaré  avait  démontré  (Bulletin  aslron.,  t.  I,  p.  65)  qu'il  existe  trois 
sortes  de  ces  solutions  périodiques  de  premier  genre  :  pour  celles  de  la  pre- 
mière sorte,  les  inclinaisons  sont  nulles,  et  les  excentricités  très  petites  (de 
l'ordre  des  rapports  des  masses  des  deux  planètes  à  la  masse  du  troisième  corps 
qui  est  le  Soleil);  pour  celles  de  la  seconde  sorte,  les  inclinaisons  sont  encore 
nulles,  mais  les  excentricités  finies;  enfin,  pour  celles  de  la  troisième  sorte,  les 
inclinaisons  ne  sont  plus  nulles.  L'auteur  est  revenu  avec  plus  de  détail  sur  ce 
sujet  dans  son  Ouvrage  sur  les  Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste;  nous 
allons  chercher  à  donner  une  idée  de  ces  nouvelles  recherches,  et  nous  repro- 
duirons souvent,  presque  textuellement,  l'exposé  de  M.  Poincaré. 

Pour  les  unes  comme  pour  les  autres  de  ces  solutions  périodiques,  les  dis- 
tances mutuelles  des  trois  corps  sont  des  fonctions  périodiques  du  temps;  au 
bout  d'une  période,  les  trois  corps  se  retrouvent  donc  dans  la  même  position 
relative,  tout  le  système  ayant  seulement  tourné  d'un  certain  angle.  Il  faut  donc, 
pour  que  les  coordonnées  des  trois  corps  soient  des  fonctions  périodiques  du 
temps,  qu'on  les  rapporte  à  un  système  d'axes  mobiles,  animés  d'un  mouve- 
ment de  rotation  uniforme. 

Occupons-nous  d'abord  des  solutions  de  première  sorte.  Soient  S  le  Soleil 

(w„  sa  masse),  M  et  M'  les  deux  planètes   (ctit-m^  et  ol' \km^  leurs  masses); 

nous  rapportons  comme  ci-dessus  la  planète  M  à  des  axes  se  coupant  en  S,  et 

la  planète  M'  à  des  axes  parallèles  se  coupant  au  centre  de  gravité  G  de  S  et 

T.  —  IV.  6i 
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de  M.  Le  mouvement  est  supposé  avoir  lieu  dans  un  plan  que  nous  prendrons 
comme  plan  de  référence. 

Si  l'on  suppose  [x  =  o,  les  masses  des  deux  planètes  sont  nulles,  le  Soleil  est 
fixe,  et  les  deux  planètes  décrivent  autour  de  lui  des  ellipses  képlériennes.  Ad- 
mettons que  ces  orbites  soient  circulaires;  soient  n  et  n'  les  moyens  mouve- 
ments, et  n  ^  n  . 

Plaçons  l'origine  du  temps  au  moment  d'une  conjonction;  à  ce  moment  les 
longitudes  de  M  et  de  M' pourront  être  supposées  nulles,  en  choisissant  l'origine 

des  longitudes.  Au  bout  du  temps -,•,  ces  longitudes  seront  devenues  res- 
pectivement         ,  et -,\  leur  différence  sera  égale  à  it..  Les  deux  petites 

masses  se  retrouveront  en  conjonction  ;  les  trois  corps  seront  de  nouveau  dans 
la  même  position  relative,  tout  le  système  ayant  seulement  tourné  de  l'angle 

— — — y  Si  donc  on  rapporte  le  système  à  des  axes  mobiles  tournant  d'un  mou- 
vement uniforme,  avec  la  vitesse  angulaire  n,  les  coordonnées  des  trois  corps, 
par  rapport  à  ces  axes  mobiles,  seront  des  fonctions  périodiques  du  temps,  et 

la  durée  de  la  période  sera  T  = -,- 

Ainsi,  dans  le  cas  limite  de  [x=:  o,  le  problème  admet  des  solutions  pério- 
diques, quand  on  choisit  convenablement  les  circonstances  initiales  du  mouve- 
ment. Avons-nous  le  droit  d'en  conclure  qu'il  en  sera  de  même  pour  de  petites 
valeurs  de  (j.? 

Nous  prendrons  les  variables  (8)  que  nous  pouvons  réduire  à  huit, 
puisque,  le  mouvement  ayant  lieu  dans  un  plan,  il  est  permis  de  faire 
p  =  q=p'  =  q'=o, 

A  :=  [3L  t=A-(3\/a,      >., 


^=       s/XsJ^^i  —  \/i  —  e-)  cosnr, 


l'^      \/A'\/2(i— v/i  — e'2)cosGj', 


f\  =: —  v'A  V2(i  —  v/i  —  e^)  sincT, 


Tn'  =  — v/A'  \I i{i  —  sji  —  e'^)  sincr'. 

Les  distances  mutuelles  des  trois  corps  et  les  dérivées  de  ces  distances  par 
rapport  au  temps  dépendent  seulement  des  sept  quantités  suivantes 

(A,     ^  cosX — Y]  sinX,      Ç  sin>  +  yj  cos)^, 
^*^^  (  A',    ^'cosV~Y)'sinX',    ^' sinV  +  n' cosV ,       ""    ' 
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on  a,  en  effet,  en  désignant  par  /  et  /'  les  anomalies  moyennes, 

/•  =  a  f  I  —  e  cos  /  +  -  e'^  —  '  e«  cos  2  /+  .  . .  ) , 

V  —-l-{-2e sin /  +  -7  e*  sin 2 /  4-  . .  .  ; 

r'  =  a'(i  —  e'cosl'+  ^  e''-—  ^  e'*  C0S2 /'  +  ...  V 

i^'  =1'-^  2e'  sin i'-h  y  e'^-  sin 2  /'  -r- . .  . . 
4 

xx'  4-  y  y'  =  '•/•'  cos  (c  —  f') 

=  /'/•' cos  Q  — >.'+  2e  sin/—  2e'sin/'4-  ^  e'sin2/— ^  e'^  sin 2  /'-+-...)  ; 

^COSX  — Y}  sinXrrry/Â  v/2(l  —  V^  1  —  e^^)  COS /, 

I  sinX  -hYîcosÀ  z^v'A  V'2  (i  —\J\  —  e"-)  sin/, 

On  en  conclut 

A^ 
a 


k-"  ^-^ 


,  _  (£cosX  —  Y)  sin).)* H-  (^sin).  +  -ocos>.)2 
e--  - 

1  r(^cos>,  —  7)  sinX)2  +  (^sin>.+y)  cos»-"]"^ 


K 


lang/ 


A 

^  sinX  —  Y)  cosX 


^cosX  H-  Yi  sinX 
et  des  formules  analogues  pour  a',  e'  et  /'.  On  voit  ainsi  que  r  et  r'  dépendent  de 

A,     |cosX  —  Y)  sinX,     |  sinX -t- y)  cosX,     A',     ^' cosX'  — yî' sinX',     ^' sinX'4- yj' cos>.'; 

xx' -\-yy'  introduit  l'angle  \  —  A'. 

Pour  que  la  solution  soit  périodique,  il  faut  donc  qu'au  bout  d'une  période 
les  variables  (iG)  reprennent  leurs  valeurs  primitives,  et  que  X  —  X'  augmente 
de  2Tr. 

Si  l'on  fait  [i.  =  o,  le  mouvement  est  képlérien  ;  supposons  de  plus  que,  pour 
^  =  o,  on  ait 

A  =  A.^^,         A'=A;=.ê:^. 

Les  mouvements  des  deux  planètes  seront  circulaires  et  uniformes,  avec  les 
moyens  mouvements  n  et  «';  la  solution  sera  périodique,  et  de  période     __    ,♦ 
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Ne  supposons  plus  maintenant  [x  =  o,  et  considérons  une  solution  quel- 
conque; nous  pourrons  choisir  l'origine  du  temps  au  moment  d'une  conjonction 
moyenne,  et  prendre  pour  origine  des  longitudes  la  longitude  de  cette  conjonc- 
tion. 

Les  valeurs  initiales  de  X  et  de  V  seront  nulles  ;  soient  Aq  h-  ^,  et  AJ,  +  (3o  les 
valeurs  initiales  de  A  et  de  A'.  Soient  encore  ^o,  y]o,  l'^,  y]^  les  valeurs  initiales 
de  ^,  Y],  ^'  et  Y]';  ce  seront  aussi  les  valeuis  initiales  des  quatre  quantités 

IcosX  —  Y]  sin>i,    ^sinX  +  Y)  cos?i,     ^'cosX' —  m' sinX',    |' sinX' +  Yi'cosX' 

qui  figurent  au  nombre  des  variables  (16). 

Soit  maintenant  271  -i-  ^qIsl  valeur  de  X  —  V  au  bout  de  la  période  — — — >  (que 

nous  supposons  la  même  que  dans  le  cas  de  [x  =  o).  Soient,  au  bout  de  cette 

période, 

Ao  +  (3, +4^1,    a;  4- (32+ ^2, 
les  valeurs  de  A  et  A',  et 

^0  +  ^3,   -oo  +  ^4,   t'u  +  4^5,   Y);  +  4^6 

les  valeurs  des  quatre  dernières  variables  (16). 

Pour  que  la  solution  soit  périodique,  il  faut  que  l'on  ait 

^0  --  ^1  —  ^2  =  ^3  =  ^4  =  ^5  —  'le  =  O- 

S'il  en  est  ainsi,  les  valeurs  de  a,  e,  gt,  a',  e' ,  cj'  et  X  —  V  seront  les  mêmes, 
en  effet,  au  commencement  et  à  la  fin  de  la  période;  il  en  sera  de  même  des 
distances  mutuelles  des  trois  corps  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  au  temps. 

Ces  équations  ne  sont  pas  toutes  distinctes;  les  équations  différentielles  du 
mouvement  admettent,  en  effet,  deux  intégrales,  celle  des  aires  et  celle  des 
forces  vives. 

En  écrivant  que  les  premiers  membres  de  ces  intégrales  prennent  les  mêmes 
valeurs  au  commencement  et  à  la  fin  de  la  période,  et  supposant  que  les  condi- 
tions 

(17)  |o  =  <]^3  =  'i^4  =  4^5  =  4^6  =  o 

soient  vérifiées,  ce  qui  entraîne  l'égalité  de  e,  cr,  e',  gt'  et  de  X  —  V,  on  trou- 
vera que  a  et  a'  doivent  reprendre  aussi  les  mêmes  valeurs  :  donc  on  doit  avoir 
^J;,  =  -j»^  =  o.  Nous  aurons  donc  seulement  à  résoudre  les  cinq  équations  (17), 
auxquelles  nous  adjoindrons  l'équation  des  forces  vives  F=  C,  où  nous  regar- 
derons la  constante  C  comme  une  donnée  de  la  question;  ces  six  équations  con- 
tiennent les  six  inconnues 

(•8)  -  (3,,     [32,     ^0,     -^0,     ^'0     et    Y);. 
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Les--);,  sont  (les  fonctions  holomorphcs  de  [x,  et  des  six  variables  (i8),  que 
nous  ne  chercherons  pas  à  former;  elles  s'annulent  avec  ces  sept  variables. 
D'après  un  théorème  démontré  par  M.  Poincaré  (t.  1,  n"  liO),  on  pourra  ré- 
soudre les  équations  (17)  et  F  =  G  par  rapportaux  inconnues  (18),  pourvu  que 
le  déterminant  fonctionnel  des  quantités  F  et  '|/  par  rapport  aux  inconnues  ne 
soit  pas  nul  pour 

^  =  [b,  t=  [32  =  ^0  =  THo  =  ^0  =  TQ's  =  O. 

Rappelons  que  le  déterminant  fonctionnel,  ou  jacobîen,  da  fondions  Yt , y 2^  •-, 
yi  par  rapport  aux  variables^,,  x.^,  ...,Xi  est  le  déterminant 


Or,  pour  ij.  =  o,  on  a 


(19) 


F  =  Fo  = 


iU 


àyi     dyi 
dxi     dx.2 

àyx 
dxi 

ày2    ày-2 

ày^ 

âxi     dx^ 

dxi 

dy,     dyi 

Oyt 

dxi     dx>j. 

dXi 

oi'k"^ 

a,3U''         ,        a'(3'ïÂ'^ 

2L'^    ~   2 

[A„^[3.r- 

'    2(A;  +  [3,r' 

donc  Fo  ne  dépend  que  des  deux  variables  p,  et  pa. 

Soient  ensuite  \^  et  X^  les  valeurs  de  X  et  >.'  à  la  fin  de  la  période;   pour 

jji.  =  o,  >.o  etX'y  seront  égaux  aux  produits  du  temps  écoule     _    ,  par  les  moyens 

mouvements  N  et  N'  qui  sont 


N 


f^-^k'* 


ou  bien 

On  a  donc 
(20) 

ou  encore 
(21) 

La  relation 

donnera  donc 
(22) 


N=: 


(Ao+P.)^' 


N'^ 


N'  = 


A'3    ' 


(3'^A-* 


(A'o  +  fS^r 


2  71  [3U-* 

n-n'  (Ao  +  (3i)'' 


XI  rz: 


2  IZ 


fâ'^Â:'* 


>..  = 


2/171 


X'„ 


n—  n'  (A;h-(32 


1  n  TZ 
n  —  n 


An 


2  7:  +  <]/o  ==  Xo  —  ^'0 


+.=-[;r^(-ir-;r^(-l!r-]-- 


donc,  comme  F^,  \^  ne  dépend  que  de  [3,  et  de  j^a- 
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En  écrivant  d'ailleurs  que  les  quantités 

I  cosA  —  ri  sin^,  ^  sinA  +  r)  cosX, 
l'cosX' — r/sinX',       ^'sinX'n- -/î'cosX' 

prennent  les  mêmes  valeurs  au  commencement  et  à  la  fin  de  la  période,  on 
trouve  les  relations 

^0  =  ilo  +  ^3)  cos>io  —  C^o  +  '10  sin>o, 
^0=  (^0  +  ^l's)  sinXo  H-  (y]o  +  4^4)  cos>io, 
To  =(^0  +  '^s)  cos>i;  -  (n;  +  4^6)  sinA'o, 
^'0  =  (?o  +  ^5)  sin>;;  +  (m'o  +  ^e)  cos )/„. 


On  en  tire  sans  peine 


(23) 


4'4  =  — ^0  sinAo  +Y]o(cos?.o  —  0» 

l  4>6  =  — ^oSinVo  +r);(cosA;  — 0- 


En  se  reportant  aux  expressions  (20)  de  X^  et  de  X„,  on  voit  que  ^3  et  'j»/,  ne 
dépendent  que  de  l^,  y]o  et  [3,  ;  4^5  et  '^g  ne  dépendent  que  de  EJ,,  yj^  et  ^o.  Notre 
déterminant  fonctionnel  est  donc 


0 

0 

0 

0 

0^, 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

ai'. 

0 

0 

0 

0 

àri'a 

11  est  égal  au  produit  des  trois  déterminants 


(1)--= 


^0    ^0 


(11)  = 


à^3     â^ 


(III) 


à^5     à^6 
an'»     àn'o 
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Il  faudra  donc  calculer  ces  déterminants,  y  faire  ensuite 

(5i  =  (Sa  —  ^0  =  TOo  =  ^'0  =  m'o  —  o , 

et  voir  si  aucun  d'eux  n'est  nul.  Or,  en  se  reportant  aux  formules  (19),  (22)  et 
(28),  on  trouve  aisément 

«  — /i'VA^Ao  A'o^Vo     / 

quantité  négative  essentiellement  différente  de  zéro; 

(II)o  =  (i  —  cosloY  +  sin^Xo, 
(III)o-^(i-cos>.;)2  +  sin=>L;. 

Ces  quantités  ne  peuvent  s'annuler  que  si  l'on  a 

V  et  v'  désignant  deux  nombres  entiers.  En  remplaçant  \^  et  >„  par  leurs  va- 
leurs (21),  après  y  avoir  fait  (3,  =  ^3=  o,  il  vient 


d'où 


n  V  v'+ 1 

—  = ,      ou      = — p- 

n         V  —  I  V 


La  solution  périodique  dont  on  vient  de  démontrer  l'existence  ne  peut  donc 
cesser  d'exister  que  si  le  rapport  des  deux  moyens  mouvements  est  exactement 
commensurable,  et  si,  en  outre,  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction 
qui  représente  alors  ce  rapport  diffèrent  d'une  unité. 

Remarque.  —  La  solution  dont  il  s'agit  est  la  suite  d'un  développement  de 
Laplace  (^voir  notre  T.  I,  Chap.  XXII);  en  supposant  e  =  e' =  o,  les  formules 
citées  peuvent  s'écrire 

/•  =  rt  -h  ^  A,- CCS i (À  —  V), 
1 

V  —  l  +2  B,sin/(X ->.'), 

/•'  =  rt'  +  2  A;cosi(?,  —  V), 
1 

p'  =  }/-h2]B;sin/(X  — X'); 


(24) 
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A,-,  Bj,  A^  et  B^-  sont  des  fonctions  connues  de  a  et  a',  qui  contiennent  m'  ou  m 
en  facteur;  X  et  >/  désignent  les  longitudes  moyennes.  La  démonstration  de 
M.  Poincaré  montre  que  les  formules  conservent  la  même  forme  dans  les  ap- 
proximations successives  où  l'on  tient  compte  des  carrés,  des  cubes,  ...,  des 
masses;  les  quantités  A,,  . . .  sont  alors  développées  suivant  les  puissances  de  [x. 
Les  équations  (24)  représentent  alors  une  solution  du  problème  des  trois  corps, 
quand  les  conditions  initiales  sont  convenablement  choisies  et  que  le  mouvement 
a  lieu  dans  un  plan.  On  a 

i''  —1  =  1'  —l  -+-  lB'iSmi{l  —  V); 

ce  qui  montre  que,  par  rapport  à  un  système  d'axes  mobiles  tournant  uniformé- 
ment avec  la  vitesse  -7-  =  /?,  les  coordonnées  des  deux  planètes  sont  des  fonc- 
tions périodiques  du  temps;   la  période  est  T=     ^  ,•  Nous  allons  donner 

maintenant  quelques  indications  sur  les  solutions  de  la  seconde  sorte,  trouvées 
par  M.  Poincaré. 

221.  Solutions  périodiques  de  la   seconde  sorte.  —  Supposons  que  les 
corps  se  meuvent  dans  le  même  plan.  Les  variables  canoniques  sont 

A  =  (3L,        A'=[3'L',     H, 
l,  l',  h. 

Une  solution  sera  périodique  si,  au  bout  d'une  période.  A,  A'  et  H  ont  repris 
leurs  valeurs  primitives,  et  si  /,  /'  et  h  ont  augmenté  de  271.  On  a  d'ailleurs 


2L2  ^   2L'2' 

on  voit  que  Fo  ne  dépend  que  de  A  et  de  A'.  On  a  les  équations 


(25) 


Si  l'on  suppose  [x  =  o,  ces  équations  donnent 

dA  _  dk'  _  ^H  _ 

dt  ~  dt   "~  'dt  ~^' 

dh_  ^__o'Fo_  ^__^Fo 

dt~°'         dt~       <?A  ~  "'  dt~~  M' 


dA           ÔF 
dt  ~       01' 

dR 

dt   ~ 

dF 
dix 

dA' 

dt   ~ 

dF 
dl' 

dl           d¥ 
dt~~dA' 

dh 

dt  ~ 

dF 

dl' 
dt  ~ 

dF 
dA! 
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d'où,  en  désignant  par  Ao ,  Ao ,  Ho ,  A» ,  /„  et  /„  des  constantes, 

A=:A„,        A'=A;,        H  =  Ho,        h.  =  h,, 
l—nt-\-l^,         V^n't  +  l'^. 

Donc,  pour  ix  =  o,  si  Ao  et  Aô  ont  été  choisis  de  manière  que 

/iT=:2V7:,         /t'T  =  2v'Tr; 


d'où 


n  V 


OÙ  V  et  v'  sont  des  entiers,  les  équations  du  mouvement  admettront  une  solu- 
tion périodique,  de  période  T,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  constantes  H,, 

Voici  la  question  que  nous  posons  : 

Est-il  possible  de  choisir  les  constantes  Ho,  /„,  /q  ^t  Ao  de  façon  que,  pour  les 
petites  valeurs  de  [x,  les  équations  du  mouvement  admettent  une  solution  pé- 
riodique de  période  T,  et  qui  soit  telle  que  les  valeurs  initiales  des  six  variables 
soient  respectivement 

Ao  +  (3,,     a; +  (32,     Ho +  (33, 

4 +  (34,      h^^-^y      /*o-+-(36, 

les  ^i  étant  des  fonctions  de  [jl  s'annulant  avec  u.? 

Remarquons  pour  cela  que,  la  fonction  F,  étant  périodique  en  /,  /'  et  h,  on 

peut  écrire 

Fi  =  2A  cos(m,  1+  m^V  +  m^h  -+■  x), 

m^,  m.^  et  m^  étant  des  nombres  entiers,  et  les  quantités  A  et  x  des  fonctions 
de  A,  A'  et  de  H.  Remplaçons  dans  F,  les  six  variables 

A,     A',     H,     /,     /'     et     h 
par 

Ao,     A'o,     Ho,     io-hnt,     i^+n't,     h^. 
Il  viendra 

F,  =  2Acos(Gi  +  G'), 
en  faisant 

G  =  m,/t  +  m^n'^         G'=  m^lQ  -\-  m^l'^  +  ni^hf^  -h  x. 

F,  est  une  fonction  périodique  de  t;  soit  R  sa  valeur  moyenne,  on  aura 

R  =  2AcosG', 
T.  —  IV.  6a 
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la  sommation  étant  étendue  à  tous  les  termes  tels  que 

(26)  G  =  o        ou  bien         mifi -^  m^n'=  o. 

D'après  les  principes  exposés  précédemment  par  M.  Poincaré  (t.  I,  n**  46), 
on  trouvera  les  valeurs  cherchées  de  Ho ,  /„ ,  4  et  h^ ,  en  les  déterminant  par  la 
condition  que  la  fonction  R  de  ces  quantités  soit  un  maximum  ou  un  minimum, 
c'est-à-dire,  en  résolvant  le  système 


dn       ôR       dR       ôR 

On  a  d'ailleurs 

ÔR                  v>   4       •      /-./  à(ji'                  „            L       '      r^i 

-T7-=—  zAsinG'  -cy-  =—  z/WjA  smG', 

-r-jr=^  —  2AsinG'^nr= — ^/ngAsinG', 
olo  alo 

d'où,  en  ayant  égard  à  la  condition  (26), 

ÔR  ,  dR  -r  i-.  1       .      rM 

n  -^-j-  -\-  n'  -rrjf  z=  —  2GAsmG'=o- 
àlo  àl^ 

f)R 
On  peut  d'ailleurs  choisir  l'origine  du  temps  de  façon  que  /<,  =  o;  donc  -ry  =  o; 

il  reste  ainsi  seulement  les  trois  équations 

M.  Poincaré  établit  ensuite  que  la  fonction  R  a  un  maximum.  Il  trouve  que 
l'on  a 

et  qu'il  existe  toujours  au  moins  deux  solutions  de  cette  sorte.  Ici,  on  arrive  à 
des  excentricités  finies. 

M.  Poincaré  cherche  ensuite  les  solutions  périodiques  de  la  troisième  sorte, 

dans  lesquelles  les  inclinaisons  ne  sont  pas  nulles;  on  doit  avoir  encore  —,  =  ^; 

il  montre  qu'il  existe  de  telles  solutions,  et  c'est  encore  par  la  considération  du 
maximum  ou  du  minimum  de  R  qu'il  y  arrive  ;  mais  nous  ne  pouvons  pas  entrer 
dans  les  détails  de  la  démonstration. 

222.  Application  des  solutions  périodiques.  —  M.  Poincaré  fait  remar- 
quer, à  ce  point  de  vue,  qu'il  est  infiniment  peu  probable  que,  dans  aucune 
application  pratique,  les  conditions  initiales  du  mouvement  se  trouvent  être 


INDICATION    DES   TRAVAUX    I)K    M.    POINCARÉ.  49 1 

précisément  celles  qui  correspondent  à  une  solution  périodique.  Cependant,  il 
montre  comment  on  peut  prendre  une  solution  périodique  comme  point  de  dé- 
part d'une  série  d'approximations  successives,  et  étudier  ainsi  les  solutions 
qui  en  diffèrent  fort  peu.  Si  l'on  suppose  que,  dans  le  mouvement  d'une  pla- 
nète, il  se  présente  une  inégalité  considérable,  il  pourra  se  faire  que  le  mou- 
vement véritable  de  cette  planète  diffère  fort  peu  de  celui  d'un  astre  idéal, 
dont  l'orbite  correspondrait  à  une  solution  périodique.  Il  arrivera  alors  souvent 
que  l'inégalité  dont  on  vient  de  parler  aura  sensiblement  le  même  coefficient 
pour  les  deux  astres  ;  mais  ce  coefficient  pourra  se  calculer  beaucoup  plus 
facilement  pour  l'astre  idéal,  dont  le  mouvement  est  plus  simple,  et  l'orbite 
périodique. 

La  plus  belle  application  qui  ait  été  faite  est  celle  de  M.  Hill  pour  le  cas  de 
la  Lune;  en  supposant  nulles  les  excentricités  de  la  Lune  et  du  Soleil,  ainsi 
que  les  inclinaisons,  on  a  une  Lune  idéale  dont  la  longitude  est  affectée  de 
l'inégalité  connue  sous  le  nom  de  variation.  On  a  alors  une  orbite  périodique 
de  la  première  sorte. 

On  peut  calculer  ainsi  avec  une  grande  précision  le  coefficient  de  la  varia- 
tion et  le  mouvement  du  périgée,  comme  nous  l'avons  montré  dans  le  Tome  III, 
Chapitre  XIV;  on  obtient  ainsi,  pour  la  Lune  réelle,  et  avec  une  approximation 
presque  indéfinie,  les  parties  du  coefficient  de  la  variation  et  du  mouvement  du 
périgée,  qui  sont  indépendantes  des  excentricités,  de  l'inclinaison  de  l'orbite 
de  la  Lune,  et  de  sa  parallaxe  ;  et  ces  parties  sont  de  beaucoup  les  plus  consi- 
dérables. 

Voici  un  autre  cas  important  :  on  a  vu  plus  haut  que  les  solutions  périodiques 
de  la  première  sorte  cessent  d'exister  quand  le  rapport  des  moyens  mouvements 

—,  ="^-i^,  y  étant  entier.  Mais,  si  le  rapport    _^    ,i  au  lieu  d'être  égal  à  un 

entier/,  en  est  très  voisin,  la  solution  périodique  existe  et  présente  alors  une 
inégalité  considérable.  On  conçoit  donc  que,  si  les  conditions  initiales  vérita- 
bles du  mouvement  diffèrent  peu  de  celles  qui  correspondent  à  une  telle  solution 
périodique,  cette  grande  inégalité  existera  encore,  et  que  le  coefficient  en  sera 
sensiblement  le  même.  Or,  tel  paraît  être  le  cas  des  satellites  Titan  etHypérion. 
et,  dans  le  Chapitre  VII  de  ce  Volume,  j'ai  calculé  la  solution  périodique  au  lieu 
de  la  vraie.  Toutefois,  on  conçoit  que,  comme  on  est  voisin  d'un  point  critique, 
il  sera  nécessaire  de  pousser  assez  loin  le  calcul  de  la  solution  périodique,  en 
tenant  compte  des  puissances  successives  de  la  masse  de  Titan. 

Indiquons  encore  une  dernière  application  : 

L'Académie  des  Sciences  de  Copenhague  avait  mis  au  concours,  pouri892,  une 
question  concernant  la  recherche  des  solutions  périodiques  du  problème  des 
trois  corps,  dans  le  cas  d'une  masse  infiniment  petite  C  attirée  par  deux  masses 


492  CHAPITRE   XXVII. 

égales  A  et  B  ;  ces  deux  dernières  sont  supposées  décrire  un  même  cercle  autour 
de  leur  centre  de  gravité  0,  situé  au  milieu  de  AB  et  regardé  comme  fixe  ;  la  pe- 
tite masse  G  est  supposée  se  mouvoir  dans  le  plan  de  ce  cercle.  M.  Garl  Burrau, 
par  des  calculs  numériques  habilement  condmts(Astron.  Nachr. ,  n*'^3230,3251), 
a  trouvé  une  classe  de  solutions  périodiques,  quand  le  point  G  est  placé  d'abord 
près  du  point  de  Lagrange,  sur  le  prolongement  de  AB,  et  qu'il  est  animé  d'une 
vitesse  convenable;  s'il  était  placé  au  point  de  Lagrange  lui-même,  dans  des 
conditions  déterminées,  il  n'en  bougerait  pas,  et  la  trajectoire  relative,  par  rap- 
port à  deux  axes  rectangulaires  O'C  et  Ov],  dont  le  premier  coïncide  avec  AB, 
serait  un  point;  pour  des  conditions  voisines  des  précédentes,  cette  trajectoire 
relative  sera  une  petite  courbe  fermée.  MM.  Perchot  et  Mascart  (Bull,  astron., 
t.  XII,  août  1895)  ont  étudié  analytiquement  ces  solutions  périodiques,  d'après 
les  méthodes  de  M.  Poincaré,  et  leurs  résultats  viennent  à  l'appui  des  calculs 
de  M.  Burrau.  Ge  dernier  astronome  avait  aussi  considéré  le  cas  où  la  position 
initiale  de  G  forme  un  triangle  équilatéral  avec  A  et  B,  ce  qui  correspond  au 
second  cas  de  Lagrange,  et  il  avait  trouvé,  par  ses  calculs,  qu'il  n'y  a  pas  de 
solution  périodique  dans  le  voisinage;  MM.  Perchot  et  Mascart  ont  démontré 
qu'il  en  devait  bien  être  ainsi.  Il  arrive,  en  effet,  que  les  expressions  des  com- 
posantes du  déplacement  relatif  du  point  G,  ou  de  sa  vitesse,  contiennent  toujours 
en  facteur  une  exponentielle  réelle,  parce  que  les  exposants  caractéristiques 


sont  de  la  forme  a  -h  (3  sj—i  ;  tandisque,dansrautrecas,ilenest  bien  de  même 
pour  deux  des  exposants,  mais  les  deux  autres  sont  de  la  forme  ^sj—  i  ;  ^,  y],  -j- 

et  -^  ont  des  expressions  telles  que 


si  l'on  s'arrange  de  manière  à  avoir  A,  =  A2  =  o,  l'orbite  est  périodique.  Nous 
avons  déjà  dit  un  mot  de  ce  sujet  (t.  I,  p.  157),  à  propos  d'un  Mémoire  de 
Liouville. 

Nous  croyons  devoir  terminer  ce  Ghapitre  par  la  citation  du  passage  suivant 
de  l'Ouvrage  de  M.  Poincaré  (t.  I,  p.  i56)  : 

«  Les  solutions  périodiques  dont  il  a  été  question  jusqu'ici  ne  sont  pas  les 
seules  dont  il  soit  possible  de  démontrer  l'existence.  Ainsi  le  problème  des 
trois  corps  comporte  des  solutions  périodiques  de  la  nature  suivante  :  les  deux 
petits  corps  décrivent  autour  du  grand  des  orbites  très  peu  différentes  de  deux 
ellipses  képlériennes  E  et  E'  ;  à  un  certain  moment,  ces  deux  petits  corps  passent 
très  près  l'un  de  l'autre  et  exercent  l'un  sur  l'autre  des  perturbations  considé- 
rables; puis  ils  s'éloignent  de  nouveau  et  décrivent  alors  des  orbites  qui  se 
rapprochent  beaucoup  de  deux  nouvelles  ellipses  képlériennes  E<  et  E', ,  très 
différentes  de  E  et  E'.  Les  deux  petits  corps  s'écartent  très  peu  des  ellipses  E, 
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et  E',  jusqu'à  ce  qu'ils  se  retrouvent  encore  une  fois  très  près  l'un  de  l'autre. 
Ainsi  le  mouvement  est  presque  képlérien,  sauf  à  certains  moments  où  la  dis- 
tance des  deux  corps  devient  très  petite  et  où  il  se  produit  des  perturbations 
considérables,  mais  de  très  courte  durée.  11  peut  arriver  que  ces  sortes  de 
collisions  se  reproduisent  périodiquement  et  de  telle  sorte  qu'au  bout  d'un 
certain  temps  les  deux  corps  se  retrouvent  sur  les  ellipses  E  et  E'.  La  solution 
est  alors  périodique.  Je  reviendrai  plus  tard  sur  cette  sorte  de  solutions  pério- 
diques, qui  diffèrent  complètement  de  celles  que  nous  avons  étudiées  dans  ce 
Chapitre.   » 

11  est  bien  à  désirer  que  M.  Poincaré  développe  cette  nouvelle  espèce  de 
solutions  périodiques,  qui  trouverait  peut-être  son  application  dans  l'étude  des 
transformations  que  fait  subir  Jupiter  aux  orbites  des  comètes  périodiques. 
Dans  ce  cas,  la  masse  de  l'un  des  corps  (de  la  comète)  devrait  être  supposée 
nulle. 

Nous  bornerons  là  ce  que  nous  voulions  dire  de  l'Ouvrage  si  remarquable  de 
M.  Poincaré;  il  abonde  en  résultats  féconds,  et,  dans  les  conditions,  quelque- 
fois plus  simples  que  celles  de  la  pratique,  où  s'est  placé  l'auteur,  la  rigueur 
des  démonstrations  ne  laisse  rien  à  désirer. 
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CHAPITRE  XXVIII. 

VITESSE  DE  PROPAGATION  DE  L'ATTRACTION. 


223.  Sur  la  propagation  de  l'attraction.  —  On  ne  sait  rien  à  ce  sujet,  et 
force  est  de  recourir  aux  hypothèses.  Laplace  considère  le  mouvement  relatif 
d'une  planète  P  par  rapport  au  Soleil  S;  il  dit  que,  si  l'attraction  est  produite 
par  l'impulsion  d'un  fluide  sur  le  centre  du  corps  attiré,  et  si  V  désigne  la 
vitesse  de  propagation  de  cette  impulsion,  on  peut  appliquer  à  l'ensemble  du 
fluide  et  de  la  planète  une  vitesse  (^  égale  et  contraire  à  celle  de  la  planète;  cette 
dernière  se  trouvera  ainsi  réduite  au  repos.  Si  donc  on  porte  sur  la  direction 
PS  une  longueur  PA  =  V,  et  sur  la  tangente  à  l'orbite  en  P,  mais  en  sens  con- 
traire du  mouvement,  une  longueur  PB  =  (^,  la  diagonale  PC  du  parallélogramme 
construit  sur  PA  et  PB  représentera  la  direction  apparente  de  l'attraction. 

Soit  (T  l'angle  CPA,  et  yj  l'angle  BPA,  on  aura 

sina        (^ 

sin(y)  —  a)        V 
OU  plus  simplement 

sina  =  :^  sinr). 

Ce  qui  précède  est  analogue  à  ce  que  l'on  fait  pour  l'aberration  de  la  lumière. 
Laplace  considère  ensuite  l'attraction  PC  dirigée  suivant  PC,  et  la  décompose 
en  deux  autres  PA'  et  PB'  dirigées  suivant  PS  et  PB.  On  peut  prendre 

,.2 

à  cause  de  la  petitesse  de  l'angle  a;  on  aura  ensuite 

On  voit  donc  que  les  choses  se  passeront  comme  si  la  planète  éprouvait  une 
résistance  proportionnelle  à  la  simple  vitesse,  de  la  part  d'un  milieu  dont  la 
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densité  serait  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la  distance  au  Soleil. 
Cette  question  a  été  examinée  dans  le  Chapitre  XIII  de  ce  Volume;  mais  il 
convient  de  la  reprendre  directement.  Soient  R  et  S  les  composantes  de  la  force 
perturbatrice,  suivant  le  rayon  vecteur  et  la  perpendiculaire  au  rayon  vecteur; 
on  trouve 

R=:o,  S  — r:r7sin-r). 

La  formule 

donnera,  en  négligeant  l'excentricité,  et  faisant  r— /?  =  a,  yj  =  90", 

da ik  V 

On  en  conclut 

dn        "ikn  V        ^    »  v 
a^ 


V  J  2  V 


la  longitude  contiendrait  donc  un  terme  proportionnel  au  carré  du  temps. 
Supposons  V  égal  à  la  vitesse  de  la  lumière,  (^,,  et  calculons  Bl  dans  le  cas  de 
la  Terre;  nous  aurons  ç'<  =  ioooo(^;  au  bout  de /années, 


èl= -. r,   =  1220"  X  i*. 

loooo  sin  i 


Ainsi,  au  bout  d'un  an,  la  longitude  aurait  une  inégalité  dépassant  20'; 
c'est  impossible.  On  pourrait  écrire  qu'au  bout  d'un  siècle  l'inégalité  de  la 
longitude  doit  être  inférieure  à  2",  ce  qui  est  peut-être  ce  que  l'on  peut  con- 
clure des  observations.  En  faisant  i  =  100,  il  viendra 


1220"  X   100'  X   ;^  <  2",  V>6lOOOOOt'j 


Ainsi,  la  vitesse  de  propagation  de  l'attraction  devrait  être  au  moins  égale  à 
six  millions  de  fois  celle  de  la  lumière. 

Dans  le  cas  de  la  Lune  et  de  la  Terre,  l'inégalité  Bi  aurait  pour  valeur,  au 
bout  d'un  siècle. 


^  X  68000000'; 
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en  écrivant  que  cette  quantité  est  inférieure  à  2",  on  trouve  que  la  vitesse  V 
devrait  être  au  moins  égale  à  trente  millions  de  fois  la  vitesse  de  la  lumière. 

Mais  il  faut  reconnaître  que  cette  conclusion  relative  à  la  vitesse  énorme,  et 
pour  ainsi  dire  infinie,  de  la  vitesse  de  l'attraction,  n'est  pas  démontrée  rigou- 
reusement. La  manière  dont  Laplace  introduit  la  force  perturbatrice  considérée 
plus  haut  laisse  à  désirer.  Il  y  a  une  double  considération  de  vitesses  et  de 
forces,  qui  est  beaucoup  moins  satisfaisante  que  quand  il  s'agit  d'obtenir  l'angle 
d'aberration. 

224.  M.  Lehmann-Filhès  (Astron.  Nachr.,  n**  2630;  1884)  a  cherché  à  tenir 
compte  autrement  de  la  vitesse  de  propagation  de  l'attraction.  Nous  allons 
présenter  rapidement  ses  calculs.  Soient,  à  l'époque  t,  Eo,  yjo,  ^0  les  coordon- 
nées rectangulaires  du  Soleil  0,  rapportées  à  des  axes  fixes;  ^,  yj,  X,  les  coor- 
données d'une  planète  P  ;  oc, y,  z  ses  coordonnées  relatives  par  rapport  au  Soleil. 
On  aura 

1  —  Iq  —  oc,  yj  — y)o=/,  Ç  — Co  =  -S, 

L'auteur  suppose  que  l'action  que  subit  la  planète  à  l'époque  /  est  partie  de 
la  position  S^  qu'occupait  le  Soleil  à  l'époque  ^  —  ^  =  /  —  "kr,  en  faisant  X  =  y- 
On  aura  donc,  en  désignant  par  ^y,  y]'^"  et  C'o"  les  coordonnées  de  So, 


—  k 


or, 


On  aura  donc 


d'où,  en  négligeant  V, 

.  d^\ k'^x        X^*c?^o        ^"kk^x  f     d^o  d-Oo  d^o 

^^^  'dt^~~~?         l^Tt^       W\f~dt^y~dr'^^~di 

Admettons  de  même  que  l'action  que  subit  le  Soleil  soit  partie  de  la  planète 
à  l'époque  /  —  Xr.  On  aura 

-— -  —Km  ^, 


or, 
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si  l'on  néglige  'km,  on  peut  prendre 


(2) 


dt^ 


Il      ^ 
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On  conclut  des  équations  (i)  et  (2) 


(3) 


OÙ  l'on  a  posé 


(4) 


^H-^^(:^.0,?=X, 


d^ 
d^z 


dt^     '   ^Hi  +  zn); 


-,  Ik^  .      Zlk^y ,  ^ 

Y  =  -  —  (3+— -^(«x -4- (3/ +  75), 

—  y  H -;r--  {ajc  +  [3/  -h  7  J), 


Z  = 


"^  ~  dt' 


Ces  composantes  X,  Y,  Z  n'admettent  pas  de  potentiel,  comme  on  s'en  assure 
aisément.  11  faut  calculer  les  composantes  R,  S  et  W  de  la  force  perturbatrice 
suivant  les  axes  mobiles.  On  a,  en  désignant  par  L  la  longitude  dans  l'orbite, 

-  =:cos9cos(L—  6)  —  sin9sin(L—  9)0039. 
-^  =  sinôcos  (L—  9)  -+■  cos9sin(L—  d)  COS9, 
-=  sin(L  —  Q)  sincp, 


/■  /•  /• 


à^ 


^1-        ^^'        ^7- 


W="  X  sinôsinç—  Y  cosôsinç  -1-  Zcos(p. 


T.  —  IV 


63 
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On  en  déduit  aisément 


\k^ 
W  = -^  (a  sinô  sin9  —  [3  cosô  sin©  +  y  coscp). 


/• 


M.  Lehmann-Filhès,  dans  l'ignorance  où  l'on  se  trouve  du  mouvement  absolu 
du  Soleil,  prend  pour  a,  ^  et  y  les  composantes  (d'ailleurs  encore  assez  mal 
connues)  de  la  vitesse  de  translation  du  Soleil  par  rapport  aux  étoiles. 

On  ne  peut  s'empêcher  de  remarquer  que,  tandis  que  Laplace  tient  compte 
seulement  du  mouvement  relatif  de  la  planète  par  rapport  au  Soleil,  M.  Lehmann- 
Filhès  fait  intervenir  seulement  le  mouvement  de  translation  du  Soleil,  à  tel 
point  que,  si  l'on  suppose  a  =  j3  =  y  =  o,  les  équations  (3)  sont  les  équations 
différentielles  du  mouvement  elliptique. 

Calculons  ^a  et  §/«,  en  supposant  9  =  0;  nous  aurons 

-  =:  cosL,  -=sinL,         -=o,         Lr^w+cj. 

/■  /•  r 

Négligeons  e%  il  viendra. 

^=        -  [ResmpvH-S(i  H-ecosMf)], 

"kk^ 

S  =      — ^  (a  sinL  —  [3  cosL); 

Tt=       --7:r(«sinL-pcosL) 

ie\k^ 
H ^  [2  sinMf(a  cosLh- (3  sinL)  H- cos(p(a  sinL— (3  cosL)]; 

da           'i.lk'^  ,  s  /      .    ,       o         , 

-77=     ^  (i  +  26  008^)  (asinL— [3  cosL) 

2  G 

H 2  ^-^^[2  sin«'(acosL  +  (3sinL)  +  costp(asinL—  jScosL)]. 

Cherchons  seulement  la  partie  séculaire,  et  tenons  compte  de  la  relation 
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nous  trouverons 

Ht  ~  /7^»  ^(«  sinro  -  j3  cosBj) . 

Soit 

a  sincj  —  (3coscj=r  «'«sinH; 

^0  sera  la  projection  de  la  vitesse  du  Soleil  sur  le  plan  de  l'orbite  de  la  pla- 
nète, H  l'angle  que  fait  cette  projection  avec  la  direction  du  périhélie  de  la 
planète  : 

da  Vq    . 

-j-  =:  nae   -^  sin  H, 

dn            3  <'o    •    XI 

an  1= n^et  -^j  sin  H  , 

2  V 


àl 


§ndl=i—  j  en^t-~  sin  H. 


L'inégalité  est  de  l'ordre  de  celle  à  laquelle  conduit  la  méthode  de  Laplace, 
cette  dernière  étant  multipliée  par  e,  car  v^  est  de  l'ordre  de  t',  dans  le  cas 
de  la  Terre.  On  serait  donc  encore  conduit  à  une  vitesse  de  l'attraction  beau- 
coup plus  grande  que  celle  de  la  lumière,  bien  que  moins  forte,  à  cause  du 
facteur  e. 

Nous  citerons  encore  un  Mémoire  de  M.  v.  Hepperger  {Sitzungsberichte  de 
Vienne,  i888),  fondé  sur  les  mêmes  principes  que  celui  de  M.  Lehmann-Filhès, 
mais  dans  lequel  l'auteur  a  tenu  compte  d'un  certain  nombre  de  termes  com- 
plémentaires. 

225.  Loi  d'attraction  conforme  à  la  loi  électrod3mamique  de  Weber. 

—  Nous  passons  maintenant  à  un  ordre  d'idées  entièrement  différent,  concer- 
nant les  phénomènes  électrodynamiques.  Gauss  avait  cherché  une  formule  fai- 
sant connaître  l'attraction  mutuelle  de  deux  éléments  de  courants,  quand  on 
suppose  que  ces  éléments,  au  lieu  d'être  en  repos,  sont  animés  d'un  mouvement 
relatif  connu.  Il  avait  obtenu,  dans  ce  but,  une  formule  qui  n'a  été  publiée 
qu'après  sa  mort,  et  sur  laquelle  nous  donnons  plus  loin  quelques  indications. 
Weber,  de  son  côté,  en  a  proposé  une  autre  qui  est  bien  connue;  l'action  mu- 
tuelle de  deux  éléments  serait  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint,  et  son 
intensité  serait  représentée,  à  un  facteur  constant  près,  par  l'expression 

^^^  '^-7\'~ci-dr^'^à^'''dr^)-7-^7^'^-  -dF-'^ 
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le  terme  -^  de  cette  formule  représente  Feffet  statique,  et  les  autres  tiennent 

compte  de  l'effet  dynamique;  c  est  une  vitesse  qu'il  faudra  déterminer  par  les 
observations.  Si  l'on  suppose  que  les  deux  éléments  de  courant  soient  animés 

d'un  mouvement  relatif  uniforme,  suivant  la  direction  de  la  droite  qui  les  joint, 

dr 
et  si  cette  vitesse  -j-  est  égale  à  c,  l'effet  dynamique  détruira  l'effet  statique,  et 

la  formule  précédente  donnera  si=  o;  cela  peut  être  considéré  comme  une 
définition  de  c.  La  formule  (6)  embrasse  à  la  fois  les  phénomènes  d'électricité 
statique  qui  sont  régis  par  la  loi  de  Coulomb  et  les  phénomènes  électrody- 
namiques qui  sont  compris  dans  la  loi  d'Ampère.  Il  ne  semble  pas  que  la  for- 
mule (6)  ait  été  démontrée;  on  s'est  borné  à  vérifier  quelques-unes  de  ses  con- 
séquences. 

Zôllner  a  été  conduit  à  penser  que  la  loi  de  Weber  pouvait  être  employée, 
non  seulement  en  Électrodynamique,  mais  encore  en  Astronomie;  ses  idées 
sur  ce  sujet  ont  été  exposées  ensuite  dans  l'Ouvrage  intitulé  :  Principien  einer 
electrodynamischen  Théorie  der  M aterie,  Leipzig,  1876.  S'il  en  était  ainsi,  deux 
éléments  de  masses  m  et  m' ,  séparés  par  la  distance  r,  exerceraient  l'un  sur 
l'autre  une  attraction  qui,  au  lieu  d'être  représentée  par  la  loi  de  Newton 

1 111 111 

•'  _,    ?  serait  donnée  par  la  formule  de  Weber, 

,    ,  ^         fnun'  (  I    dr'''        2      d'^r 

La  question  se  posait,  dès  lors,  de  savoir  quelles  perturbations  apporterait 
dans  les  mouvements  des  planètes  l'introduction  de  la  loi  de  Weber.  On  peut  se 
borner  à  considérer  une  planète  et  le  Soleil;  les  équations  différentielles  du 
mouvement  sont  alors 


(8) 


Dans  une  thèse  soutenue  à  Gôttingue,  en  1864,  M.  Seegers  a  montré  que  l'on 
pouvait  intégrer  rigoureusement  les  équations  (8)  à  l'aide  des  fonctions  ellip- 
tiques, mais  son  travail  est  purement  analytique  et  l'on  ne  voit  pas  bien  les  mo- 
difications cherchées.  M.  J.  Bertrand  ayant  bien  voulu  attirer  mon  attention  sur 
ce  sujet,  j'ai  considéré  les  équations  (8)  comme  étant  celles  d'un  mouvement 
elliptique  troublé  par  une  force  dont  les  composantes  seraient 

k'^x  (dr''  dyr\  fây^f(lr^_        d^\  ^  [^  _      .^ 

,di^'  ~^''  di^r  ^['dF-       ^'''  df'J'  c'rAdt''        "^^   dt' 


d^x 
df 

k''x  f  I  dr''  2  d''r 
"        r^    \       c'  dt-    '    e  ^  df 

d^y 
df 

k''y  f  I  dr''  2  d''r 
~        r^    V       c^  df    '    c"-  ^   df 

d^z 

k^z(          I    dr^        1      d^r 

de 

~        r'   y       c''  df    '    c2  ^   df 
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J'ai  employé  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires;  les  résul- 
tats de  mes  calculs  ont  été  présentés  à  l'Académie  des  Sciences  {Comptes  ren- 
dus, 3o  septembre  1872).  Mais  il  me  semble  préférable  ici  de  les  conclure  de 
l'intégration  rigoureuse  des  équations  (8). 

226.  Intégration  rigoureuse  des  équations  (8).  —  Ces  équations  admet- 
tent les  intégrales  des  aires  ;  donc  l'orbite  est  plane.  Prenons  son  plan  pour  plan 
desa;/;  nous  pourrons  nous  borner  aux  deux  premières  équations  (8).  Nous 
en  déduirons  sans  peine 
.   .  dy         dx      ,    r- 

d  dx^  +  dy^  2  A-2  dr  f         i   dr""        2      d''r\  ,,  d  ( \  i     rf/-« 


dl         df^  r^    dt\        c^  df"        c^      df"  J  dt  \  r       c'r  di^ 

,     ^  dx^-hdy^        ,.('>.  r>.     dr-         i 

(^^>  dt^   '      =''   \l--c-^rdiJ-Z 

aetp  désignant  des  constantes  arbitraires.  Nous  mettrons^  sous  la  forme 

p  =  a{i  —  e^). 

En  introduisant  les  coordonnées  polaires  r  et  ô,  les  équations  (9)  et  (10) 
deviennent 


^^     t.  r 


dr^-hr-d9^ 
dr- 


\r        a        c^r  d^  ) 


On  en  conclut 


/        2  A:* 

V/  ^  +  "1- 

(II)  kdL=       ^_1  ""  '        ^dr, 

4  A  _  1  _  ^(^~^') 

\  r       a  r« 


S/l-'a- 


Jr  I 

dB^  — ^^- d-> 

a(i  — e*)      '■ 


Soit  posé 


a(i  — e),         r"  =.  a{\ -\- e)\ 


on  aura 


ik"'  I 
(12)  dB=      ./    '^  ^=L=^dy 


± 
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On  voit  que  les  limites  a(i  —  é)  et  a(i  -+-  e),  entre  lesquelles  varie  r,  restent 
les  mêmes  que  dans  le  mouvement  elliptique.  Mais  le  périhélie  ne  reste  plus 
immobile.  Soit,  en  effet,  0  l'angle  décrit  par  le  rayon  vecteur  quand  il  passe 
de  la  valeur  r'  à  la  valeur  maxima  r"  qui  la  suit  immédiatement. 

Nous  aurons 


0 


cfr 


Posons 


et  nous  trouverons 


Jr         \/\r'        rj\?        r") 


y.  =  y'  cos^cp  +  psin^^, 


k^ 

La  quantité  -5—  est  très  petite  vis-à-vis  de  l'unité  ;  on  peut  négliger  son  carré, 
et  il  vient 

L         c'a{i  —  e-)\ 

Donc,  quand  la  planète  a  fait  un  tour,  le  périhélie  s'est  déplacé  dans  le  sens 
direct  de   ^   j  _      •  En  général,  au  bout  du  temps  /,  on  a 

A"' 
(i3)  èxs—-^— Y  Ht. 

Il  est  aisé  de  voir,  en  se  reportant  aux  formules  (i  i)  et  (12),  que  la  longitude 
moyenne  de  l'époque  contiendra  aussi  un  terme  en  nt;  mais  on  sait  qu'il  n'y  a 
pas  à  se  préoccuper  de  ce  terme;  enfin  il  y  aura  des  inégalités  périodiques, 
mais  elles  sont  insensibles.  L'inégalité  séculaire  (i3)  n'arrivera  à  produire  un 
effet  sensible  qu'en  raison  du  facteur  t  qui  croît  sans  cesse. 

Mercure  est  la  planète  pour  laquelle,  en  un  temps  donné,  ^rar  sera  le  plus 
sensible,  et  cela  en  raison  du  facteur 

n k 
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qui  sera  d'autant  plus  grand  que  la  planète  sera  supposée  plus  voisine  du  Soleil. 
Soit  fo  la  vitesse  de  la  Terre  dans  son  orbite,  en  négligeant  son  excentricité  ;  on 

aura  vl  =  — >  et  la  formule  (i3)  pourra  s'écrire 

(i4)  8m^('^\        ^°         nt. 

\c  J    a(i  — e-) 

Proposons-nous  de  calculer  Ixn  pour  Mercure,  au  bout  d'un  siècle.  Dans  cet 
intervalle  de  temps,  le  moyen  mouvement  de  la  planète  est 

nf  =  538107000"; 
d'ailleurs 

—  =0,387;       6  =  0,206; 

d'où 

On  peut  prendre  v^^  =  3o'^"',o.  D'autre  part,  Weber  a  trouvé  par  ses  expériences 
électrodynamiques  (t^o/rZôllner,  loc.  cit.,  p.  112),  c  =  439450"*™.  En  admettant 
que  c  ait  la  même  valeur  dans  le  cas  de  l'attraction  du  Soleil,  on  trouve 

iog(^y= 9,668  42. 

Il  en  résulte 

ôcj  ^  6",  77. 

Ainsi,  en  un  siècle,  en  vertu  de  la  loi  de  Weber,  le  périhélie  de  Mercure  tour- 
nerait dans  le  sens  direct  de  6",  77;  cette  quantité  est  appréciable  à  cause  de  la 
grande  excentricité  de  l'orbite  de  Mercure.  En  un  siècle,  le  périhélie  de  Vénus 
se  déplacerait  seulement  de  i",36,  ce  qui  produirait  un  effet  presque  insensible, 
en  vertu  de  la  très  petite  excentricité  de  Vénus. 

Concluons  donc  que  la  substitution  de  la  loi  de  Weber  à  celle  de  Newton  ne 
produirait  aucun  changement  sensible  dans  les  mouvements  des  planètes,  si 
ce  n'est  un  petit  déplacement  proportionnel  au  temps  dans  le  périhélie  de  Mer- 
cure, à  raison  de  6",  77,  par  siècle. 

Si  l'on  supposait  c  égal  à  la  vitesse  de  la  lumière,  Sooooo'*",  on  trouverait, 
pour  Mercure,  et  en  un  siècle,  §ct  =  i4",52.  Si  l'on  demandait  enfin  quelle 
devrait  être  la  valeur  de  c  pour  que,  en  un  siècle,  le  périhélie  de  Mercure 
tourne  de  38",  on  trouverait  c  =  180000''™,  soit  les  f  de  la  vitesse  de  la 
lumière.  Ces  données  numériques  trouveront  leur  application  dans  le  Chapitre 
suivant. 
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227.  Loi  de  Rîemann.  —  Riemann  a  proposé  une  autre  loi  électrodyna- 
inique  (voir  les  Leçons  de  Riemann,  Schwere,  Elektricitàt  und Magnetismus,  pu- 
bliées par  HattendorfF).  Mais,  avant  d'arriver  à  cette  loi,  il  convient  d'indiquer 
une  extension  de  la  notion  du  potentiel.  Supposons  que,  dans  les  phénomènes 

k^ 

électrodynamiques,  le  potentiel  ait  pour  expression,  non  plus  —  >  mais 
(.5)  .'(i-^> 

oiiD  est  une  fonction  de  ir,j,  z  et  de  x'  =  -jr^y'  =  -4-^  -'  =  -n'i  nous  supposons 

D  homogène  et  du  second  degré  en  x' ,  y,  z' .  Soient  X,  Y,  Z  les  composantes 
de  la  force;  si  l'on  veut  avoir  encore  l'équation  du  travail  ou  des  forces  vives, 

/"(X  dx-{-Ydy  +  Zdz)=  f{Xx'-+-  Yy'+Zz')  dt  =  k^  (l -^, 

il  faudra  prendre  (*) 

i^2^      k^  Vdiy       d  /  d^W 
H    '^  c^Ydx       dt\d^')y 
k^y       k^VdD        d/dî)\-] 
^=--jf^^\d^--jc[d7')y 
^3     +  c2  \_dz        dt\dz')y 

Nous  pouvons  vérifier  aisément  ce  théorème.  On  tire,  en  effet,  des  for- 
mules (i6),  en  supposant  z  =  o,  Z  =  o,  pour  simplifier  l'écriture, 


Xx'-^Yy'  =  -k^ 


k^ 


Or  on  a 


xx'  H-  yy' 

k^  [   ,dD         ,dB 
c^  [^     dx      ^    dy 

«?/.?D\            dU 
dt\dx')       -^  dt\l 

dl 
r 

dt 

k^V   ,d[)         ,dD 
c^  \_     dx       "^    dy 

„  dD         „  d\) 

dx'      "^    dy 

dt\     dx'^^   dy'Ji 

,  dJ}         ,  dD         „ 

,dp_         ,d\)         „  dï)         „  dï)  _  dD 
""  dx~^^  dy'^''   dx'  '^^  dy'  ~  dt  ' 


(1)  Voir  E.  Mathieu,  Réflexions  sur  les  principes  mathématiques  de  V Électrodynamique{Annales  de 
l'École  Normale,  2*  série,  t.  IX). 


il  en  résulte  donc 
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•^  dt        c*   dt 


(17)  |(Xc/a:4-Y«[x)  =  Â:M  1^^  —  —  Wconst.  c.q.f.d. 

On  voit  que,  dans  ce  cas,  on  peut  calculer  le  travail  total  entre  deux  époques 
quelconques,  connaissant  seulement  les  valeurs  des  coordonnées  et  des  compo- 
santes de  la  vitesse  h  ces  deux  époques,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  connaître 
les  valeurs  intermédiaires.  L'intégrale  des  forces  vives  s'appliquera  encore. 

Supposons,  par  exemple, 

(,8)  ^^Ç^(--'yy)\ 

Il  viendra,  en  appliquant  les  formules  (i6), 

c'est  le  second  membre  de  la  première  des  équations  (8);  on  retrouve  donc 
ainsi  la  loi  de  Weber. 

Supposons,  en  second  lieu, 

(.9)  d  =  î:i±^. 

L'application  des  formules  (i6)  donnera 

k-x      k^ 


X  =r  -         ^ 

(20) 


Les  formules  (19)  et  (20)  expriment  la  loi  proposée  par  Riemann  en  Électro- 
dynamique; l'attraction  n'est  pas  dirigée  suivant  le  rayon  r.  Supposons  que  la 
loi  s'applique  aussi  aux  attractions  des  corps  célestes;  les  équations  différen- 
tielles du  mouvement  d'une  planète  seront  donc 


d^ 
dt 


x_      k^x'     k'-V     x'^+y  f[./'^'\l 


d}y  __       k\Y       A-^r    g^-'  +  y       ,^/./\1. 
dt'  "        /-^  c-  [-^         r'  dt\r  J\ 

IV.  64 
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Nous  allons  montrer  que  l'on  peut  intégrer  rigoureusement  ces  équations. 
En  effet,  on  en  tire  d'abord 


~dt^ 


I  /     d'-v  d'-x 


dy  dx\ 


dt  J 


dl-       -^    dC^  )       \     dt       -^    dt) 
On  peut  intégrer  et,  en  désignant  par  P  une  constante  arbitraire,  il  vient 

dy  dx        ,    r^       nh^-  (     dy  dx^ 


"^  dt       y  dt~^^ 


ik'-  f     dy  _   ^ 


dt 


(21) 


dy 
~dt 


-y 


dx 
~dt 


A-y/P 
ik^ 

1+  -T- 


Les  formules  (17)  et  (19)  donnent  ensuite,  en  désignant  par  A  une  nouvelle 
constante  arbitraire, 

dx^-\-dy^'  ^ik""        k^        2k^  x''^ -\- y"- 
'    r         A         c^  r 


(22) 


df'  r 

dx^  +  dy^  /         2^ 


k'- 


Introduisons  les  coordonnées  polaires  dans  les  équations  (21)  et  (22);  nous 
trouverons 


dt  \         c-r 


dr^  +  r'-  dQ'-  /         ^k^ 
dC"  V^""  c^- 


On  en  déduit 


(23) 


(2/i) 


kdt—{\  + 


ik' 


dr 


•V( 


dB 


v/P 


2       i\f       ik'- 

r        A/  \         c^ r 
dr 


V/(7.-x)(-^)-^' 


on  est  ainsi  ramené  aux  quadratures.  Égalons  à  zéro  la  quantité  placée  sous  le 
radical;  nous  aurons 


c^   I  \r 


k^ 


Cette  équation  a  ses  racines  réelles  lorsque  c  =ao;  elle  les  aura  encore  si 
nous  supposons  c  très  grand.  Représentons  les  deux  racines  par 


a(i  +  e)' 


P  - 


a{i  —  e)' 
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nous  aurons 


c-A  a 

2 


On  en  tire 

(25)  A  =  a+-,  P.-=_l__i_HfL_; 

r  variera  entre  les  limites  a{i  —  e)  et  «(i  H-e).   Si  l'on  pose-  =p,  l'équa- 
tion (24)  donne 

dO dp 

On  fait 


et  il  vient 


p=zp'sin^9  +  p"cos>,        <^=,^^^('  +  ~^^ 


rf9  ^  0  -   9o 

VI  -l-o"  v^  +  °" 


Oo  désignant  une  constante  arbitraire.  On  a  ensuite 

2  p  1=  p"  +  p'  +  (  p"  —  p'  )  COS  2  C 


(26)  r  = 


i  -h  e  COS 1 

VU-  «T 


Au  bout  d'une  révolution,  9  augmente  de  tc,  et  0  de  211  y'i  +  o". 
On  a 

^GT— 27r(\/H-C7— l)—  2Tr( \-.  .  .  j. 

On  peut  donc  prendre,  au  bout  du  temps  t, 

ÔCT^r:  -  nt, 
2 

OU  bien 

'ik* 
(27)  6x3= -r—, T^  ^^• 


5o8  CHAPITRE   XXVIII. 

On  voit,  par  comparaison  avec  la  formule  (i3),  que,  sic  a  la  même  valeur  que 
dans  la  loi  de  Weber,  la  loi  de  Riemann  a  pour  effet  de  faire  tourner  le  périhélie 
deux  fois  plus  vite.  Le  périhélie  de  Mercure  tournerait  de  i3",3o  en  un  siècle, 
avec  la  valeur  de  c  trouvée  par  Weber,  et  de  28", 44  en  supposant  c  égal  à  la 
vitesse  de  la  lumière.  Il  suffirait  de  prendre  c  —  25oooo''™,  pour  avoir,  au  bout 
d'un  siècle,  §gï  =  38''. 

C'est  M.  Maurice  Lévy  qui  a  considéré  d'abord  (Co//2/?/e5  re/îû?w5,  t.  CX,  p.  545) 
la  loi  de  Riemann,  et  a  calculé  le  §ct  correspondant  par  la  méthode  de  la  varia- 
tion des  constantes  arbitraires.  Il  a  fait  remarquer  aussi  que  l'on  peut  faire  une 
combinaison  linéaire  des  valeurs  de  D  qui  correspondent  aux  lois  de  Weber  et 
de  Riemann,  et  prendre,  en  désignant  par  x  une  constante, 

D  "■  X ^ h  (i  —  x) f^—  • 


Pour  X  =  I,  on  a  la  loi  de  Weber,  et  celle  de  Riemann  pour  x  =  o.  La  valeur 
de  Scî  sera  la  somme  de  celles  qui  correspondent  aux  deux  parties  de  D;  on 
aura  donc 


ÔCJ 


=   X  -T— -h  (i  —  x)  -^— —   m, 


(28)  (5tïT=:(2  — x)    ^— ^ -^  «^. 

La  valeur  x  —  —  -  donnerait  âw  =  38"  au  bout  d'un  siècle. 

228.  Loi  de  Gauss  (*).  --  Cette  loi,  à  laquelle  nous  avons  fait  allusion 
plus  haut,  donne  pour  la  force  qui  s'exerce  entre  deux  particules  en  mouve- 
ment, et  suivant  leur  distance. 


^h^--'^:)] 


w  désignant  la  vitesse  relative.  J'ai  montré  {Comptes  rendus,  t.  GX,  p.  3i3) 
que,  si  on  l'applique  à  l'Astronomie,  il  en  résulte 

2  k^ 

ÔGT  —  -r-- nt  ; 

c^a{i  —  e^) 

c'est  la  même  valeur  qu'avec  la  loi  de  Riemann.  Mais  la  loi  de  Gauss  ne  cor- 
respond pas  à  un  potentiel,  et  l'on  a  fait  des  objections  contre  son  introduction 
dans  la  Physique  mathématique. 

(1)  Foir  les  Leçons  sur  la  Théorie  matliéinatique  de  l'électricité,  par  M.  J.  Bertrand,  p.  t83. 
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Dans  ma  dernière  Communication,  citée  quelques  lignes  plus  haut,  j'avais 
rappelé  mon  travail  de  1872  et  donné  la  formule 


relative  à  la  loi  de  Weber.-  M.  Harzer,  directeur  de  l'observatoire  de  Gotha,  qui 
avait  intégré  rigoureusement  les  équations  du  mouvement  et  avait  obtenu 

ÔCT  :rr=  — —  ni , 

a  fait  remarquer  que  j'avais  dû   commettre  une  petite  erreur   en   écrivant 

3        .,        . 
I  H —  e-;  j'aurais  dû  trouver  i  -h  e^  -h Il  avait  raison,  et  l'erreur  provenait 

de  ce  que  j'avais  remplacé  la  formule 

dm y/ 1  —  e'  dR 

dt  na^e     de 

par  la  suivante,  qui  est  incorrecte  quand  on  veut  conserver  les  termes  en  e^, 

dv5 I      (^R 

dt        na^e  de  ^ 

il  en  résulte  que  j'aurais  dû  trouver 

14 —  e^ e*  =  I  -+-  e'. 

2  2 

229.  Loi  de  Clausius.  —  Glausius  a  proposé  une  loi  qui  assigne  à  la  force 
appliquée  à  un  élément  M  et  provenant  de  l'action  d'un  élément  M' les  compo- 
santes suivantes  (')  : 

V       1.      r\  {dldl'       dndn'       dl^dK'W        ,,     d/idl'\ 

âl   L  \^'  ^^        ^^   ^^        ^^  f^f  /  ]  <^t  \r  dt  J 

an  L        '^\dt  dt    '    dt   dt  ~^  dt  dt)\    '        ""  dt\r  dt  y 

^^''  i^V-^\dtdt^-Tt-dt'^m-dï)\-^'''dt\:rdï)^ 


C^)  Foir  wn  Mémoire  de  Clausius,  Sur  la  déduction  d'un  nouveau  principe  d'Électrodjnamique 
[Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  V  série,  l.  IV,  p.  ii6,  formule  (81)]. 
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l,  Y],  *(,  ^\  Y]',  'C  désignent  les  coordonnées  des  deux  éléments,  rapportées  à  des 
axes  fixes,  r  leur  distance, 

/•2  zrz  (^  - 1')2  +  (y,  -  n'y  +  (Ç  "  Z'y. 

Appliquons  cette  loi  à  la  détermination  du  mouvement  d'une  planète  autour 
du  Soleil;  soient  œ,  y,  z  les  coordonnées  relatives  de  la  planète  par  rapport 
au  Soleil,  ^',  y]',  t'  les  coordonnées  absolues  du  Soleil.  On  aura 

nous  supposerons  que  le  mouvement  du  Soleil  est  rectiligne  et  uniforme,  et 

nous  poserons 

dx' dy' „  dz'  __ 

~dt'~'''  'dt~^'  ~dt~'^' 

Il  viendra 

ak^x  (    dx        ^  dy  dz\        g k^a  f    dx  dy  dz 

-'--7^\''^-^^dt'^ydt)---i^\''-dï^^'-dt'^'dï 

En  modifiant  it-  et  négligeant  a^,  on  peut  écrire  ainsi  les  équations  différen- 
tielles du  mouvement  de  la  planète, 

d'^x        k'^x       (jk^x  f     dx        „  dy  dz\       uk^a  f    dx  dy  dz\ 


dt^  r'^  /■'     \     ^^        ^  dt        '  dt  )  r'     \     dt        "^   dt  dt  ) 

d^y       k^y ak^y  /     dx       a  <^f  <^^\       c7A-(3  /    dx  dy  dz 

•^^  +  TT  —  —;t-  y- ~di  '^  ^  ~di  ^  "^  di  )        7^  \^  ~di '^  ^ 'di  ^  ^  ~di 

d'^z        k^z        (jk'^z  (     dx       „  dy  dz\        trA-y  /     dx  dy  dz\ 

Multiplions  ces  équations  respectivement  par  idx,  ndy,  idz,  et  ajoutons;  il 
viendra 

,   dx'^ -\- dy^  +  dz'^        ik-   ,         2<jk\      ,  ,  -,   s  f    dx       ^  dy  dz\ 

^  ' dF—  -^  7^  ^^  =  -7^  (  ^  ^-^  -^  ^  ^-^  +  ^  ^^  )  V  ^  ^  +  ^  i  +  y  ^  j 

2o-A-%      ,  „   ,  (     dx  dy  dz\ 

---^^adx  +  ^dy  +  ydz)[x-+yf^^z-^^y^o. 

La  force  perturbatrice  est  normale  à  l'orbite;  on  a  ainsi  l'intégrale  des  forces 
vives 

dx^  +  dy^  +  dz-  1.2/2        1 


df'  V  / 
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on  voit  que  la  quantité  a  est  une  constante  absolue,  qui  n'est  modifiée  en  rien 
par  les  termes  additionnels  de  Clausius.  Tous  les  autres  éléments,  même  le 
nœud  et  l'inclinaison,  ont  des  inégalités  séculaires.  Nous  renverrons,  pour 
leur  calcul,  à  une  brochure  de  M.  Oppenheim  :  Zitr  Frage  nach  dcr  Fort- 
pjlanzungsgeschwindigkeit  der  Gravitation,  Vienne,  iSqS,  qui  contient  de  nom- 
breux renseignements  et  documents  bibliographiques  sur  les  matières  traitées 
dans  ce  Chapitre. 

On  pourra  consulter  avec  fruit  les  Ouvrages  suivants  : 
IsENKRAHE,  Das  RdtJisel  vou  der  Schwerkruft.  ^v^Viï\^c\\vie\^,  i^79i 

Bock,  Die  Théorie  der  Gravilation  von  Isenkrahe  in  ihrer  Anwendung  auf  die 
Anziehung  und  Hewegiing  der  Himmelskôrper.  Munich,  1 891  ; 

Tait,  Conférences  sur  quelques-uns  des  progrès  récents  de  la  Physique  (Traduc- 
tion de  M.  Krouchkoll).  Paris,  Gauthier-Villars,  1887; 

M.  Brillouin,  Essai  sur  les  lois  d'élaslicité  d'un  milieu  capable  de  transmettre  des 
actions  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  (^Annales  de  V  École  Normale^  1 887 .) 

Seeliger,  Ueber  das  Nev(^tonsche  Gravitationsgesetz  (Astron.  Nachr.,  N°  3273). 

L'auteur  examine  la  loi  d'attraction  représentée  par  -^  E~^'',  loi  déjà  consi- 
dérée par  Lapiace  (Mécanique  céleste,  Livre  XVI),  et  qui  tient  compte  de  l'in- 
fluence qu'une  diminution  de  l'attraction  par  l'interposition  des  corps  ou  par 
l'absorption  d'un  milieu  aurait  sur  les  phénomènes  célestes.  On  peut  déterminer 
la  très  petite  quantité  X  de  manière  à  obtenir  pour  Mercure,  et  en  un  siècle,  un 
déplacement  du  périhélie  de  38",  dans  le  sens  direct;  mais  alors  on  aurait,  pour 
Vénus,  la  Terre,  Mars,  Jupiter  et  Saturne,  des  déplacements  correspondants  de 

28",  19",  10"  et  8".  Ici  la  fonction  perturbatrice  -:^  (i  —  E"'^)  = —  est  dirigée 

vers  le  Soleil,  et  l'on  a 

d^         A"   -  ,  . 

e  -j-  =:  ~—A  cos(»'(  I  H-  ecosw); 

si  l'on  ne  s'occupe  que  des  inégalités  séculaires,  on  peut  prendre 

dxs  A"    .  »  I       aX 

-7-   :=  —  /  ,  ÔGT  =: nt  . 

dt        2^p  2  y/i_e« 
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CONFRONTATION  DE  LA  LOI  DE  NEWTON  AVEC  LES  OBSERVATIONS. 
LE  VERRIER  ET  NEWCOMB. 


229.  Confrontation  de  la  loi  de  Newton  avec  les  observations.  —  Quand 
il  s'agit  de  la  Lune,  les  observations  des  éclipses  anciennes,  rapportées  par 
l'Almageste,  et  celles  des  Arabes  sont  précieuses  pour  la  détermination  de 
l'accélération  séculaire.  Mais,  pour  les  planètes,  les  observations  anciennes  qui 
nous  ont  été  transmises  par  Ptolémée  ne  sont  d'aucun  secours;  elles  ne  sont 
pas  assez  précises,  et  tout  ce  que  l'on  peut  faire,  c'est  de  montrer  que  la  théorie, 
fondée  exclusivement  sur  les  observations  modernes,  représente  les  observa- 
tions anciennes  dans  les  limites,  très  larges  d'ailleurs,  de  leur  précision. 

On  ne  dispose  donc  que  des  observations  méridiennes,  c'est-à-dire  d'environ 
un  siècle  et  demi  d'observations,  en  commençant  à  Bradley  (on  n'a  pas  intérêt 
à  employer  les  observations  antérieures,  faites  depuis  la  découverte  des  lunettes 
astronomiques;  le  recul  que  l'on  gagnerait  ainsi  dans  le  temps  ne  serait  pas 
suffisant  pour  compenser  l'infériorité  de  la  précision). 

Le  Verrier  a  entrepris  (^)  et  mené  à  bonne  fin  la  construction  des  Tables  des 
grosses  planètes.  Mercure,  Vénus,  la  Terre,  Mars,  Jupiter,  Saturne,  Uranus  et 
Neptune.  Pour  Neptune,  la  découverte  est  encore  trop  récente  pour  que  l'accord 
entre  les  Tables  et  les  observations  puisse  conduire  à  des  conclusions  positives 
sur  la  façon  dont  la  loi  de  Newton  représente  les  observations.  Il  en  est  presque 
de  même  d'Uranus;  d'ailleurs,  les  perturbations  de  cette  planète  comprennent 
certains  éléments  de  Neptune,  qui  ne  sont  peut-être  pas  encore  assez  bien 
connus. 

Les  petites  planètes  sont  aussi  dans  le  même  cas;  il  n'en  est  d'ailleurs  qu'un 
nombre  très  restreint  dont  la  théorie  complète  ait  été  élaborée  et  confrontée  avec 


(')  Avant  Le  Verrier,  des  Tables  avaient  été  construites,  pour  les  diverses  planètes,  par  Delambre, 
Bouvard,  Lindenau,  Bessel,  etc.,  en  partant  des  formules  de  la  Mécanique  céleste. 
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les  observations.  Nous  citerons  cependant  Vesta;  les  Tables  construites  par 
M.  Leveau  {Annales  de  l'Observatoire,  Mémoires,  t.  XXI)  représentent  fidèlement 
les  observations  faites  durant  quatre-vingt-sept  années. 

La  loi  de  Newton  a  été  vérifiée  par  le  calcul  des  perturbations  des  comètes; 
elle  a  suffi  à  l'explication  des  mouvements  observés;  foutefois,  les  observations 
de  ces  astres  ne  présentent  pas  la  même  précision  que  celles  des  planètes,  et 
ce  n'est  peut-être  pas  de  ce  côté  que  l'on  peut  obtenir  les  preuves  les  plus  fines 
de  l'exactitude  rigoureuse  de  la  loi  de  la  gravitation. 

Nous  avons  donc  à  montrer  comment  les  Tables  de  Le  Verrier  représentent 
les  positions  observées  des  planètes  Mercure,  Vénus,  la  Terre,  Mars,  Jupiter  et 
Saturne. 

Il  convient  de  donner  quelques  indications  sur  les  inconnues  qui  figurentdans 
cet  ensemble  de  théories.  11  y  a  d'abord,  pour  chaque  planète,  six  constantes  cor- 
respondant aux  six  éléments  du  mouvement  elliptique,  puis  la  masse  de  cette 
planète.  Quelques-unes  des  masses  peuvent  être  déterminées  directement  par  les 
observations  de  leurs  satellites;  tel  est  le  cas  de  Mars,  de  Jupiter,  de  Saturne,  d'U- 
ranus  et  de  Neptune.  Mais  les  masses  de  Mercure  et  de  Vénus,  qui  n'ont  pas  de 
satellites,  doivent  être  considérées  comme  des  inconnues  distinctes;  il  en  est  de 
même  de  la  masse  de  la  Terre,  si  l'on  ne  veut  pas  avoir  recours  à  la  valeur  de 
la  parallaxe  du  Soleil,  qui  peut  être  déterminée  par  d'autres  procédés.  Pour 
toutes  les  planètes,  Le  Verrier  part  des  valeurs  des  masses  qu'il  pouvait  supposer 
les  plus  précises.  Soient  m^,  m'^,  m"^,  ...  ces  masses  (rapportées  à  celle  du 
Soleil  prise  pour  unité),  en  commençant  par  Mercure  et  suivant  par  Vénus,  la 
Terre,  etc.  Il  pose 

m  =  mo(r-l-v),         m'=  m^  (i  +  v'),  

Les  calculs  de  perturbation  sont  faits  avec  les  valeurs  /Wo,  m^,  ...  ;  les  coeffi- 
cients des  diverses  inégalités  sont  des  fonctions  de  v,  v',  . . . ,  que  l'on  pourra 
réduire  au  premier  degré. 

Il  s'agit  donc,  en  somme,  de  déterminer  sept  inconnues  pour  chaque  planète. 
Cette  détermination  résultera  d'un  nombre  considérable  d'équations  qui  con- 
tiendront les  diverses  inconnues,  toutes  au  premier  degré. 

Dans  la  théorie  de  Mercure  figureront  les  inconnues  v',  v",  v ',  ...  ;  dans  celle 
de  Vénus,  v,  v",  v'",  ...;  dans  celle  de  la  Terre,  v,  v',  v",  ...  11  faudra  que  la 
discussion  des  observations  de  chaque  planète  conduise  aux  mêmes  valeurs  pour 
les  inconnues  v,  v',  v",  .. .  Ainsi,  en  particulier,  v',  ou  la  correction  relative  de 
la  masse  de  Vénus,  devra  avoir  la  même  valeur,  qu'on  la  déduise  des  observa- 
tions de  Mercure  ou  de  celles  de  la  Terre.  De  même,  les  observations  de  Vénus 
et  de  Mars  devront  conduire  à  des  valeurs  égales  pour  la  masse  de  la  Terre. 
Enfin,  si  l'on  détermine  ainsi  les  masses  des  planètes  à  satellites,  on  devra 
retrouver,  dans  la  limite  des  erreurs  des  observations,  les  nombres  auxquels 
T.  —  IV.  65 
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conduit  la  détermination  des  mêmes  masses  à  l'aide  des  mouvements  observés 
pour  les  satellites. 

Il  importait  tout  d'abord  d'établir  sur  des  bases  solides  la  théorie  du  mouve- 
ment de  la  Terre,  car  les  coordonnées  des  autres  planètes  ne  peuvent  être  déter- 
minées que  quand  on  connaît  les  positions  occupées  par  la  Terre  aux  moments 
où  sont  faites  les  observations  des  diverses  planètes. 

230.  Théorie  du  mouvement  de  la  Terre  (^).  —  On  dit  aussi  :  Théorie  du 
mouvement  du  Soleil,  parce  que  ce  sont  les  observations  du  Soleil  qui  permettent 
de  déterminer  les  positions  de  la  Terre.  Il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  de  donner 
ici  les  principales  inégalités  du  mouvement  de  la  Terre,  afin  que  l'on  puisse  se 
faire  une  idée  du  montant  des  perturbations.  Reproduisons  d'abord  les  inéga- 
lités séculaires  de  l'excentricité  et  du  périhélie,  ou  plutôt  les  variations  annuelles 
de  ces  éléments  : 

ae"=:  —  o", 0895  —  o", 0029  V  +  o",oi 36  v'— o", 0182  v"'— o",o8 16  V"', 
eMGj"r=  +  o",  1980  —  o",oo46  V  -+-  o",  0.589  v'+  o",oi89  v'^^  o",  1 165  v". 

Il  faut  multiplier  ces  expressions  par  le  temps  écoulé  depuis  i85o,o,  et 
exprimé  en  années  juliennes  et  fractions  d'année.  On  a  ainsi,  pour  une  époque 
quelconque  i85o  +  /,  les  petites  quantités  qu'il  faudra  ajouter  aux  constantes  / 
et  xs"  convenablement  déterminées  (cette  valeur  e"  est  supposée  exprimée  en 
secondes;  elle  sera  employée  ainsi  dans  le  calcul  de  l'équation  du  centre,  tandis 
qu'on  devra  employer  e"  sin  1"  dans  le  calcul  du  rayon  vecteur).  Les  formules 
du  mouvement  elliptique  auront  ensuite  des  coefficients  de  la  forme  a  +  a.'t,  où  a' 
sera  très  petit.  On  a  deux  formules  analogues  pour  calculer  les  variations  sécu- 
laires du  nœud  et  de  l'inclinaison  de  l'orbite.  Nous  ne  les  reproduirons  pas; 
nous  nous  contenterons  d'écrire  l'expression  de  l'obliquité  moyenne  co  de 
l'écliptique  à  l'époque  i85o  +•  t  ; 

(1)       coi=  wo  — (o",/4757  +o",oo5v  +  o",289v'h-  o",oo8  v'"h- o",  160  v'^-h  o",oi3  v^)  t. 

On  aura  l'obliquité  vraie  en  ajoutant  au  second  membre  la  nutation  ù. 

Voici  maintenant  les  principales  inégalités  périodiques  de  la  longitude  v"  de 
la  Terre  : 

Action  de   Vénus. 

ô/'=-4",9sin(/"-/')H-5%6sin(2/"-2/')  +  o",7  sin  (3^-3/') 

+  i",i  sin(3f-2/'-Gj')  +  o",7  sm(4/"~3/'-Gî')  — 3",4sm(3/"-2/'-G7") 

—  2",i  sm(4^"-3r— Gj")  — o",7  sin  (5/"- 3/'— 257')    . 

-  i",3  sin(i3/"— 8/')+  i/',4  cos  (i3r— 8/'); 


(*)  Annales  de  l' Observatoire,  t.  IV. 
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Action  de  Mars. 

dv"  —  +  2",4  sin  (2/'"—  2^)  —  o",7  sin  (2^—  /"—  cr") 

H-  i", 5  sin  ( 2  r  -  /"  —  m'" )  +  o", 5  sin  (4  T  —  3  /" -  cr'"  ) 
4-o",6sin(/ir— 2r-2nT"'); 

Action  de  Jupiter. 

di>"  =  +  7",  2  sin  (  /'^'  —l")  —  2", 7  sin  (  2  /'^-  —  2  /"  )  —  1  ",  5  sin  (  2  /'^  —  /"  —  w" ) 

—  2",6sin(/'^  — cT"')+o",6  sin  (2/'^— /"— gj'O  —  o",6  sin  (3/'*— 2/"— ct'^. 

/',  /",  r  et/"  sont  les  longitudes  moyennes  de  Vénus,  la  Terre,  Mars  et  Jupiter; 
nous  n'avons  relevé  que  les  inégalités  dont  le  coefficient  est  supérieur  à  o",  5; 
dans  ces  conditions,  les  perturbations  causées  par  Mercure,  Saturne  et  Uranus 
devaient  être  laissées  de  côté. 

Le  Verrier  n'a  pas  discuté  moins  de  8911  observations  du  Soleil,  faites  de 
lySo  à  1846  dans  les  Observatoires  de  Greenwich,  Kônigsberg  et  Paris.  Cette 
discussion  a  présenté  des  difficultés  sérieuses,  provenant  surtout  de  l'équation 
personnelle,  variable  d'un  astronome  à  l'autre,  dans  les  observations  des  bords 
du  Soleil.  La  conclusion  de  cette  discussion  a  montré  que  les  observations 
étaient  bien  représentées  par  la  théorie,  à  la  condition  d'astreindre  les  incon- 
nues V,  v',  ...  à  vérifier  certaines  relations.  Nous  nous  arrêterons  seulement  à 
l'une  de  ces  relations,  la  plus  importante,  et  qui  résulte  des  déterminations  de 
l'obliquité  de  l'écliptique.  Ces  valeurs,  quand  on  en  défalque  la  nutation,  sont 
reproduites  dans  la  troisième  colonne  du  Tableau  suivant  : 

Obliquité  moyenne 
Années.  N.  observée.  calculée.  Résidus. 

1755 i5 

1795 20 

1798 19 

1815 


23.28. i5, 22 

i5,3o 

—  0,08 

»     27.57,66 

57,00 

-1-0,66 

»     27.55,05 

55,63 

—  o,58 

(27.47,48 
127.43,78 

47,85 

-0,37 

43,27 

-f-  o,5i 

»     27.35,56 

35,95 

-0,39 

»     27.33,88 

33,66 

-4-0,22 

1825 S"^-* 

1841 t2 

1846 26 

N  désigne  le  nombre  de  solstices  employés.  On  peut  relier  les  valeurs  obser- 
vées par  la  formule 

(2)  co  =  23°27'3i%83  — o",4576/, 

OÙ  ^désigne  le  nombre  d'années,  après  i85o, o.  Les  nombres  de  la  quatrième 
colonne  du  Tableau  ci-dessus  désignent  les  valeurs  de  a>,  calculées  par  la  for- 
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mule  (2),  pour  chacune  des  époques  considérées.  On  voit  que  les  résidus  sont 
assez  faibles,  et  que  leur  allure  ne  présente  rien  de  systématique. 

Mais  alors,  en  remplaçant  dans  la  formule  (i)  w  par  sa  valeur  (2),  et  multi- 
pliant le  résultat  par  100,  il  vient,  en  laissant  de  côté  v'^  et  v^,  qui  peuvent  être 
supposés  bien  connus, 

(3)  28",9v'+o",8v'"-ho",5v+ i",8i=o; 

cette  équation  de  condition  est  importante  à  cause  de  la  grandeur  du  coefficient 
de  v';  il  paraît  impossible  que  le  terme  tout  connu  soit  en  erreur  de  i". 

231.  Théorie  de  Mercure  (*).  —  Le  Verrier  a  trouvé,  pour  les  inégalités 
séculaires  des  éléments  e  et  cr,  les  formules  suivantes  : 

(4)  '   ^  y  » 

^'  (  fe=4-5",27i4i4-2",8o64v'^  +  o",836iv"f+ .... 

Nous  ne  reproduirons  pas  ici  les  inégalités  séculaires  du  nœud  et  de  l'incli- 
naison, non  plus  que  les  inégalités  périodiques  de  la  longitude  héliocentrique 
de  Mercure. 

Les  observations  anciennes  rapportées  dans  V  Aima  geste  Xi^  peuvent  pas  être 
employées  utilement.  Heureusement  on  possède  des  observations  des  passages 
de  Mercure  sur  le  disque  du  Soleil,  et  l'observation  de  chacun  de  ces  phé- 
nomènes permet  d'en  déduire,  avec  une  grande  précision,  la  position  de  la 
planète. 

Le  premier  qui  ait  été  observé  est  celui  du  7  novembre  i63 1 .  Les  passages  ont 
lieu,  soit  quand  la  planète  passe  par  son  nœud  ascendant,  au  mois  de  novembre, 
ou  au  mois  de  mai,  près  du  nœud  descendant.  Après  discussion  et  rejet  des  ob- 
servations défectueuses ,  Le  Verrier  a  conservé  neuf  passages  de  novembre, 
s'étendant  de  1677  à  1848,  et  cinq  passages  de  mai,  de  1753  à  i845.  il  a  joint 
à  ce  matériel  897  observations  méridiennes  faites  à  Paris  de  t8oi  à  1842. 

Donnons  quelques  indications  sur  la  manière  d'utiliser  les  observations  des 
contacts  dans  les  passages.  Au  moment  d'un  contact,  la  distance  angulaire  des 
centres  du  Soleil  et  de  Mercure  est  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  demi- 
diamètres  apparents  des  deux  astres,  le  tout  étant  vu  du  point  où  se  trouve 
l'observateur.  Soient  4^'  et  V  la  longitude  et  la  latitude  du  centre  de  Mercure, 
0'  et  A'  les  mêmes  coordonnées  pour  le  centre  du  Soleil,  les  deux  astres  étant 
vus  du  lieu  d'observation;  soit  enfin  D  la  distance  apparente  de  leurs  centres. 
On  aura  la  formule 

cosD  ==  sinX'sinA'4-cosX'cosA'cos(4^'  —  0'), 
(1)  Anncdes  de  l'Observatoire,  t.  V. 
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d'où 

j'I A/ 

cosD  z=  cos(V—  A')  —  2CosX'cosA'sin*  ^^^^ ; 

2 

la  latitude  A'  du  Soleil  est  extrêmement  petite;  X'  est  seulement  petit.  On  peut 
écrire 

D^                        (X'— A')»                 (j''_0')2 
I h. ..  =1  — -\-  ...  —  ^-^ ^4-..., 

2  2  2 

et  se  borner  à 

D^  =  {^>—Q'y  +  {V—A')K 

Cette  formule  simple  permettra  de  calculer  la  distance  apparente  des  centres 
pendant  toute  la  durée  du  phénomène.  Soit  t„  le  moment  de  l'observation  (sup- 
posée exacte)  d'un  contact;  soient  4^,  X,  0  et  A  les  valeurs  des  coordonnées 
tirées  des  Tables  pour  l'époque  t^,  et  transportées  du  centre  de  la  Terre  au  lieu 
d'observation. 

Ces  valeurs  ne  sont  pas  exactes,  mais  elles  i.nt  besoin  de  corrections  5^,  SX, 
§0  et  §A;  de  même,  si  c  désigne,  par  exemple,  la  différence  des  demi-diamètres 
apparents,  la  quantité  c  aura  besoin  de  la  correction  ^c. 

Donc,  à  l'instant  ^0»  on  doit  avoir 

D2  =  (<_—  0  H-  di^—  (30)2  +  (X  —  A  -H  âX  -  B\y  =  (c  +  dey. 

Soit  maintenant  t^  le  temps  du  contact,  calculé  avec  les  valeurs  tabulaires 
inexactes;  la  valeur  de  J^k  l'instant  t^  sera  égale  à 


•CH- 

On  aura  donc 


t+sf  ('.-'.)■ 


En  retranchant  cette  équation  de  la  précédente,  et  négligeant  de  très  petites 
quantités,  il  vient 

i  cdc  =  (  C-  ®)('5C—  «5®)  +.(>^  -  A)  (ôX  —  ÔA) 

Soient  maintenant  r,  v  et  s  les  coordonnées  héliocentriques  de  Mercure, 
A  sa  distance  au  centre  de  la  Terre,  R  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil.  On  a 

les  formules 

/  AcosXcos41  =  rcos5Cosf  4- R  COS0, 

(6)  <  AcosXsin.C='*cos5sinr -hR  sin0, 

AsinX  =:rsini  -+-RsinA. 
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Supposons  que  les  quantités  tabulaires  r,  v,  5,  R  et  0  aient  besoin  des  correc- 
tions Sr,  ^v,  §5,  <5R  et  §0,  on  pourra  admettre  que  ^v  est  la  correction  de  la 
longitude  dans  l'orbite.  En  différentiant  la  dernière  des  équations  (6)  et  négli- 
geant les  quantités  très  petites,  on  a  d'abord 

A 
Les  deux  premières  équations  donnent  ensuite 

—  A  cos^  sin4M^4-  cos41â(A  cosX)  =:  —  r  cos5  sin  vàç 

H- cos(>ô(r  C0S5)  —  Rsin0ô0  + cos0(5R, 

4- AcosXcos41<5^^+  sin4ÎL<5(AcosX)  =  h-  /-cos^cosç-ôt^ 

+  sin(^â(r  C0S5)  +  R  cos0(50  +  sin0(5R; 

d'où,  par  l'élimination  de  S(A  cosX), 

AcosXô4^  =  r  Q,o?,s  cos{v  —  JQàv 

+  sin(  ^  —  <_)ô(r  C0S5)  +  R  cos(0  —  r  )  Ô0  +  sin(0  —  J^)ÔR. 

Or,  les  différences  4^  —  0  et  ç»  —  ^  sont  voisines,  la  première  de  zéro,  la  seconde 
de  180°;  on  peut  écrire  simplement 

AÔ41=  — rÔPH-RÔ0; 
d'où 

041- ô0  =  -  ^  ôc  +  ?^-^  60  =  ^  (^0  -  ôr). 

En  portant  dans  l'équation  (5)  les  valeurs  que  l'on  vient  de  trouver  pour  SX 
et  0^—  §0,  et  regardant  comme  exacte  la  latitude  A  du  Soleil,  il  viendra 

côc  =  - (41- 0)  ^' (ÔP  -  (50)  +  (X  -  A)  ^ 05  4- (i,- ^o)A, 
OÙ  l'on  a  posé 

L'avant-dernière  équation  sera  mise  sous  la  forme 

(8)  ^LzL?(a.-ô0)-^^-:^a5  +  ôc-(^,-^o)A^o. 

Il  y  aurait  aussi  à  tenir  compte,  dans  §4—  §0  et  SX,   de   la  correction  à 
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apporter  à  la  valeur  attribuée  à  la  parallaxe  du  Soleil;  mais  cet  efFet  est  moins 
important  et  peut  être  laissé  de  côté. 

Cela  étant,  nous  allons  reproduire  l'équation  (8)  pour  chacun  des  passages 
observés,  avec  les  valeurs  numériques  correspondantes  des  coefficients;  nous 
ne  nous  attacherons  qu'aux  coefficients  de  Oi^. 


Passages  de  novembre. 


(9) 


(lO) 


Epoques.  Entrée. 

1697,  84 

1723,85 o,45S('  — o',86  =  o 

1786,   86 0,288c  +  0,75  =  o 

1743,   84 0,340c  —  o,oi  =  o 

1769,  85 0,44  8c -4- 0,99  =  o 

1782,  86 0,178c  —  0,92  =  0 

'789,  84 o,38Sc-(-  1,81  =0 

1802,  85 

1848,   86 4- o, 46 8c  H- 2,27  =  o 

Passages  de  mai 

Époques.  Entrée. 

1'   1753,   34 

1786,34 0,458c -+-4'j  84  =  0 

A    17991   34 0,808c -+- 5,65  =  o 

I  i832,   34 0,61  8c -+- o,  ry  =  o 

\  1845,   35 0,748c — i,o3  =  o 


Sortie. 

o,398c-t-o,45  =  o, 

o,i68c-i-o,  i3  =  o, 
0,428c  -I-  0,92  =  o, 

o,o38c  ■+-  o,i3  =  o, 
0,448c-»- 0,97  =  o, 
o,468c  -f-  1,47  =  o; 


Sortie, 

0,778c -t-i2,o5  =  o, 
o,658c-i-  5,11  =0, 
0,698c -4-  3,83  =  o, 
0,778c —  o,58  =  o. 


L'inspection  de  ces  équations  est  très  instructive  : 

«  On  remarquera,  dès  l'abord,  que  les  observations  des  passages  par  le  nœud 
ascendant  ne  donnent  lieu  qu'à  de  faibles  erreurs;  tandis  que  les  passages  par 
le  nœud  descendant  donnent  lieu  à  une  erreur  de  12", o5  en  1703,  et  qui,  dimi- 
nuant à  peu  près  régulièrement  à  mesure  que  le  temps  augmente,  se  réduit  à 
—  i",o3  en  1845.  Ces /mse  secondes  de  variation,  en  quatre-vingt-douze  années, 
demandent  à  être  prises  en  sérieuse  considération,  en  raison  de  l'exactitude  du 
mode  d'observation  dont  elles  résultent.  Elles  ne  sauraient,  en  effet,  être  attri- 
buées aux  incertitudes  des  observations  des  passages,  puisqu'il  faudrait  supposer 
que  tous  les  astronomes  auraient  commis  des  inexactitudes  considérables  dans 
la  mesure  des  temps  des  contacts;  ces  inexactitudes  devraient  en  outre  varier 
d'une  manière  progressive  avec  le  temps,  et  différer  de  plusieurs  minutes  au 
bout  de  la  période  de  quatre-vingt-douze  ans.  Circonstances  tout  à  fait  inad- 
missibles! 

»  Cela  étant,  on  aperçoit  qu'on  ne  parviendra  à  détruire  les  erreurs  signalées 
dans  les  passages  de  mai,  sans  en  introduire  dans  les  passages  de  novembre. 
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qu'en  modifiant  les  valeurs  attribuées  aux  parties  proportionnelles  au  temps  de 
deux  des  éléments  de  l'orbite.  Les  deux  corrections  devront  se  détruire  à  peu 
près  dans  les  passages  de  novembre,  tandis  qu'en  s'ajoutant,  elles  rendront 
raison  des  écarts  observés  dans  les  passages  du  mois  de  mai.  La  considération 
du  mouvement  du  nœud  ne  peut  dès  lors  servir  à  résoudre  la  question  ;  l'erreur 
de  la  longitude  du  nœud  influe  sur  le  calcul  du  temps  des  passages  d'une  ma- 
nière toute  différente,  suivant  la  latitude  de  la  planète  (').   » 

On  a  les  formules 

5 
v=:  l -\-  2esin(/  —  cr)  H-  j  e^  sin(2/ —  2gî)  +. . ., 

4 

1=:  nt  -h  e. 

Supposons  que  nous  fassions  varier  les  éléments  n,  i,  e  et  gj  et,  en  outre,  les 
parties  proportionnelles  au  temps,  ou  les  inégalités  séculaires  de  e  et  trr;  les  va- 
riations complètes  de  ces  deux  éléments  seront  donc  représentées  par 

§rn-hrn't,     de-he't, 

t  désignant  un  nombre  d'années  écoulées  à  partir  de  i85o.  Nous  aurons 

àv  =.     (èe-htàn)     i  -\-2ecos{l  —  rn)  H —  6^008(2/—  2m)  \ 

-h(de-]-  te')\         2    sin(/  —  5t)h —  e  sin  (2/  —  2m) 

—  (ôcj+icr')  2ecos(/  —  m)  H —  6^008(2/ —  2m) 

OU  bien 

(11)  (5p  =  a  +  (3^, 

en  faisant 


(X  =  \  1-4-2  6  COS  (  /  —  5T  )  -h  -  e*  cos  {2I  —  2Tn)\ès 
+    2sin(/— CT)-i--esin(2/— 2Gy)ôe —    2ecos(/— c?)  -+--e^cos{2l — 2m)    ôcj, 

^  =  \i-h2ecos{l—TD)-\--e^cos,{2l—2Xxj)\6n 

+    2sin(/  — TOr)H--esin(2/— 2nT)    e' —    2ecos(^— gj)+  -e^cos(2/ — 2ro)    m'. 

(1)  Cette  citation  est  empruntée  à  Le  Verrier,  annales,  t.  V,  p.  76. 


(12) 


(i3) 
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On  peut  remplacer /— cr  par  sa  valeur  moyenne,  dans  les  passages  de  no- 
vembre ;  ce  qui  donne 

I  a  =11, 492 Ô£  —  I  ,o445(?  —  o,49'i<înT, 
(  [3=  1,492 on — I  ,o44e'  —0,492 Gj'. 

On  peut  substituer  dans  les  équations  (9)  l'expression  (i  1),  en  y  remplaçant 
successivement  ^  par  —  i52,iG, ...,  —  i,i4;  on  obtiendra  ainsi  treize  équations 
contenant  au  premier  degré  les  inconnues  a  et  p.  Le  Verrier  on  ;i  tirô 

a  =—4",  43,         |3=  — o",o3io. 

Ces  valeurs  laissent  dans  les  treize  équations  les  résidus  suivants  : 


■+-  o,56 

—  0,44 

—   1,20 

—   0,  10 

—   1,08 

-i-  0,47 

-1-0,02 

-^   0,09 

—  0,54 

•4-  0, 18 

H-   0,77 

-1-   0,9.5 

—  0,06 

Pour  les  passages  de  mai,  on  fera  de  même 

(i5)  ôp  — a'-+-[3'^ 

et  Ton  trouvera  a'  et  ^'  en  remplaçant,  dans  les  expressions  (12)  et  (r3)  de  a  et 
de  p,  /  —  cT  par  sa  valeur  moyenne, 


(16) 


a'  =  o,7i2Ôe  -t- o,9i6ôe  4- 0,284  ÔGT, 
^'  =  o,']i9.§n  -HO, 916  e'  -+-  o,  284^7'. 


On  substitue  maintenant  l'expression  (i5)  de  Sv  dans  les  équations  (10),  ce 
qui  donne  huit  équations  aux  deux  inconnues  oc'  et  ^'.  Leur  résolution  donne 

a' =  3", 22,         i3'=io",  i884; 

les  résidus  des  équations  correspondantes  deviennent  alors 

-h  0,07  —  0,06  —  o,8-i  —  0,67 

-f-   0,11  -I-   0,71  -I-  0,08  -+-  Ojfio 

On  voit  que  les  forts  résidus  du  Tableau  (10)  ont  disparu  complètement.  En 
tenant  compte  des  valeurs  numériques  de  a,  [3,  a'  et  ^'.  les  équations  (i4)et 
(iG)  deviennent 

I  1 ,492<5£—  I  ,o44^^  —  0,492  ôcj=  —  4", 43, 
^  ^'  I  o,7i2(5e -1-0, 9i6(3e-t- 0,284  <5nT=:-h3'', 22; 


(18) 


I   1 ,  492  on  —  \ ,  o44  e'  —  o ,  492  ci'  =  —  o",  o3 1  o, 

I  o,ji2èn  -i-o,9i6e'-t-  o,284gj'  =-l-  o",  1884. 

T.  -  IV.  66 
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On  ne  peut  pas,  avec  ces  quatre  équations,  déterminer  les  six  inconnues  §£, 
Bn,  Be,  Sw,  e'  et  cr';  entre  les  équations  (17)  éliminons  0£,  puis  on  entre  les 

équations  (18),  et  il  viendra 

OGT-i-  2,72(5e^=  10", 27, 

Clt' -h  2 ,  72  e' =1   o",  392. 

Le  Verrier  entreprend  ensuite  un  calcul  plus  précis  en  tenant  compte  de  h; 
on  a 

^=r  tanj^cpsin(p  —  6), 

et,  dans  le  voisinage  des  nœuds,  sin  (ç  —  0)  étant  petit,  on  peut  prendre 

ô,ç=:±:tang(p(ôp  — Ô0). 

La  forme  des  équations  de  condition,  qui  était 

\ôv  -h  B§s  ±  de  —  A  §e  -h  K  =  o, 
devient 

{A±o,i22B)di^z^o,i22B§9±dc  -\è&-\-K=o. 

Les  passages  observés  (novembre  et  mai)  donnent  vingt  et  une  équations  de 
condition,  d'où  l'on  déduit  Bn  et  Se;  quand  on  veut  former  l'équation  finale  dont 
dépend  Strr,  on  trouve  que  Se  disparaît  presque  entièrement  des  équations,  et 
ce  qui  se  trouve  bien  déterminé,  c'est  la  combinaison  ocr  +  2,72  oe;  de  même, 
quand  on  détermine  ct',  e'  s'élimine  presque  complètement;  on  trouve  ainsi 

(19)  GJ'+  2,72  e'  rr:o",  383. 

On  voit  que  ces  résultats  confirment  ceux  de  la  première  approximation. 

Ces  valeurs  des  inconnues  vérifient  les  équations  de  condition  des  passages 
avec  une  précision  remarquable,  et  Le  Verrier  a  fait  une  découverte  importante 
en  mettant  en  évidence  la  correction  considérable  tu -f-  2,72e'  qui  atteint  38",  7 
en  un  siècle,  sans  laquelle  les  observations  présentent  des  désaccords  inad- 
missibles, et  grâce  à  laquelle  ces  désaccords  disparaissent  comme  par  enchan- 
tement. 

Pour  chercher  à  déterminer  e\  il  fallait  s'adresser  aux  observations  méri- 
diennes. C'est  ce  qu'a  fait  Le  Verrier;  mais  le  résultat  d'une  discussion  com- 
plète a  montré  qu'il  n'était  pas  possible  de  déterminer  ainsi  e'  avec  précision; 
cependant  e'  devait  être  négatif.  En  ayant  égard  aux  valeurs  (4)  de  e'  et  trr', 

savoir 

e'  =:o",0282v'  +  o",oro6v", 

cj'=2",8o64v'  +  o",836iv", 
Le  Verrier  trouve  que  l'équation  (19),  multipliée  par  loo,  devient 

(A)  288"v'  +  87"v"  =  38",3; 
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Rapprochons-en  la  condition  (3),  que  nous  récrirons, 

(li)  28",9v'+o,5v  +  o,8y"'— -  i",8j. 

Toute  la  discussion  va  rouler  sur  les  deux  équations  (A)  et  (B). 

En  faisant  à  l'incertitude  de  v"  la  part  la  plus  forte  possible  dans  l'équa- 
tion (A)  (supposant,  par  exemple,  v"  =  o,i),  on  voit  que  v'  doit  être  égal  au 
moins  à  o,i.  Ainsi,  les  observations  des  passages  de  Mercure  indiquent  nette- 
ment que,  si  l'on  veut  faire  cadrer  le  mouvement  du  périhélie  de  cette  planète, 
d'après  le  calcul  et  l'observation,  il  faut  augmenter  la  masse  de  Vénus  d'au 
moins  sa  dixième  partie.  Mais  alors  on  est  conduit  à  des  résultats  inconciliables 
avec  les  déterminations  de  l'obliquité  de  l'écliptique.  Reportons-nous,  en  effet, 
à  l'équation  (i),  et  faisons-y  v'  =  4-0,1;  nous  trouverons,  en  exprimant  le 

temps  en  siècles, 

co,  =  6J0  —  5o",  46 1  —  o",  ovt  —  o",  8  v"  l. 

La  diminution  séculaire  de   l'obliquité  serait  donc  certainement  supérieure 
à  5o";  voyons  comment  cette  diminution  de  ;'>o"  seulement  s'accorde  avec  les 
valeurs  observées  {voir  p.  5x5). 
Ces  équations  deviennent 

Résidus. 
•ïi .  28 .  1 5  ,"2  =  Wq  -+-  J<>  X  o , 95  —  2,5 


27.37,7  = 

-{-  io  X  0,55 

0,0 

27.55,0  = 

+  5o  X  o,52 

—  1,2 

27.47,5  = 

+  5o  X  0,35 

—  0,2 

27.43,8  = 

-+-  5o  X  0,25 

-+-  1,1 

27.35,6  = 

-(-  5o  X  0,09 

-+-0,9 

27.33,9  = 

-H  5o  X  0,04 

-<-  ',7 

On  en  conclut 

&)(,  =  23°27'3o",2, 

et  cette  valeur,  étant  substituée  dans  les  équations  précédentes,  y  laisse  sub- 
sister les  résidus  mis  en  regard.  Or,  ces  résidus  sont  inadmissibles,  tant  pour 
le  signe  que  pour  la  grandeur  absolue. 

Concluons  donc  qu'il  est  impossible  de  déterminer  une  valeur  de  la  masse 
de  Vénus  qui  rende  compte,  en  même  temps,  et  des  observations  des  passages 
de  Mercure,  et  des  observations  de  l'obliquité  de  l'écliptique.  Si  l'on  détermine 
v'  de  manière  à  faire  disparaître  le  désaccord  dans  la  théorie  de  Mercure,  il 
reparaît  dans  celle  de  la  Terre,  et  inversement.  D'ailleurs,  la  valeur  v'  =  -h  0,1 
introduit  des  dérangements  notables  dans  d'autres  équations  de  condition  que 
nous  n'avons  pas  indiquées  ici,  et  qui  proviennent  des  théories  de  Mercure  et 
de  la  Terre.  La  valeur  v'  =  o  satisfait  bien  à  ces  diverses  conditions  :  on  est  con- 
duit à  l'admettre,  et  alors,  les  théories  de  Mercure  et  de  la  Terre  sont  d'accord 


524  CHAPITRE    XXIX. 

avec  les  observations,  pourvu  qu'en  un  siècle  le  périhélie  de  Mercure  ne  tourne 
pas  seulement  de  527",  comme  cela  arriverait  en  vertu  des  actions  combinées 
des  autres  planètes,  mais  de  527"  -t-  38";  il  y  a  donc  dans  le  périhélie  de  Mer- 
cure un  excès  de  déplacement  qui  s'élève  à  38"  en  un  siècle,  et  qui  n'est  pas 
expliqué. 

On  ne  saurait  nier  ce  déplacement  supplémentaire  de  38"  sans  admettre  chez 
d'habiles  observateurs  des  erreurs  de  plusieurs  minutes  dans  l'estime  des  temps 
des  contacts  des  passages  de  Mercure  sur  le  Soleil.  Il  faudrait,  en  outre,  que 
ces  erreurs  grossières  se  soient  reproduites  à  diverses  époques,  et  d'une  manière 
progressive  et  régulière.  L'importance  du  sujet  nous  fera  pardonner  d'avoir 
reproduit  en  détail  l'argumentation  puissante  de  Le  Verrier.  Reste  à  trouver 
la  cause  de  cette  anomalie  bien  caractérisée  du  mouvement  dn  périhélie  de 
Mercure. 

232.  Hypothèse  des  planètes  intra-mercurielles.  —  On  pourrait  supposer 
d'abord  qu'il  y  a  quelques  inexactitudes  dans  le  calcul  du  mouvement  séculaire 
de  527".  Or,  Le  Verrier  a  vérifié  ce  nombre  de  plusieurs  façons,  notamment  par 
une  méthode  d'interpolation;  on  l'a  recalculé  depuis  par  la  méthode  de  Gauss 
(t.  I,  Chap.  XXVII);  il  n'y  a  rien  à  espérer  dans  cette  direction.  Mais  a-t-on 
tenu  compte  de  toutes  les  masses  attirantes  situées  en  dehors  du  Soleil? 

Le  Verrier  se  demande  si  une  planète,  ou  un  groupe  de  petites  planètes,  cir- 
culant dans  les  parages  de  l'orbite  de  Mercure,  serait  capable  de  produire  l'effet 
observé.  Pour  que  cet  effet  ne  se  répercute  pas  aussi  sur  Vénus,  il  faut  sup- 
poser les  planètes  placées  entre  Mercure  et  le  Soleil.  Considérons  l'une  d'entre 
elles. 

On  a  (t.  I,  p.  406)  cette  expression  de  la  fonction  perturbatrice  de  Mercure, 
en  considérant  seulement  les  termes  séculaires  les  plus  importants, 

m„,  6(1  etcTo  désignant  la  masse,  l'excentricité  et  la  longitude  du  périhélie  du 
petit  astre  perturbateur.  On  a  ensuite 


dzn v^i  —  e^  dSi  de ^1  —  e'^  dS{. 


dt  nà^e      de  dt  na^e     ôth 

d'où 

dxjs 


=      y  mo/iarB(^)— Bf2)  ^cos(cj  — cTo)], 


dt  4 

On  peut  supposer  nuls  les  produits  eQCOs(ts  —  ©0)  ^t  e,,  sin(cr  —  ©o),  soit 
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parce  que  les  excentricités  des  petites  planètes  perturbatrices  seront  vraisem- 
blablement petites,  soit  parce  que,  s'il  y  en  a  un  assez  grand  nombre,  il  s'éU- 
blira  des  compensations  dans  les  sommes 

^eoCOSGT,,         et         leQ&'uïxno. 

On  pourra  donc  admettre  que 

<^e         ,  drs  .       I 

j^=e=o,  et  -^^=m'=-^m,na\V^K 

Dès  lors,  l'équation  (19)  devient 

-  //^o/^aB(')=ro",383. 
Mais  on  a  (t.  1,  p.  272) 

an 


aB(»)=:a^<3";  a=^. 


a 


On  trouvera  donc  l'équation 

?  m,n  U^-j  a* 4-  —.  ^^-^  a«  +  . .  ."j  =  o",383. 
4  \         24  2.4  4.6  /         ' 

Or,  en  un  an,  /i  =  5  38o  000";  posons  en  outre 


Wn  — 


10  000  000 


,         ,35,      3.D  5.7    ^ 
2  4         2-4  4-6 
il  viendra 

Ajrr=o,95; 

de  sorte  que,  quand  on  supposera  «o  connu,  donc  a,  x  en  résultera,  et,  par 
suite,  m.  Le  Verrier  donne  à  a  les  valeurs  0,8;  0,7;  0,6;  o,5;  o,4;  o,3.  Le 
calcul  de 

A  r=  «2  +  I  ,"8750  a*  +  2 , 7344  a»  +  3 ,  6889 a»  +  4 , 44 1 2  a'«  -h . . . 

présente  des  longueurs  pour  a  =  0,8  et  a  =  0,7.  Mais,  en  employant  la  formule 
(32)  (t.  I,  p.  290),  on  peut  écrire 

(3«  = 


I  —a' 

A  =  (3^-+- 0,8750 (3*— 0,01 56(3* +  0,0107 (3»— 
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On  peut  former  ainsi  le  Tableau  suivant  : 

Plus  grande 

.  m  m.  éloneation 

a.  a,.  A.  X.  —2.  —-2-.  » 

m  (m)  au  Soleil. 

o,8  o,3i  4,6  o,2i  o,o6  o,i5  i8 

o,7  0,27  1,8  0,53  0,16  0,37  16 

0,6  0,23  0,84  1,1  0,33  0,77  i3 

0,5  0,19  0,43  2,2  0,66  1,5  II 

0,4  (),i5  0,22  4î3  1,3  3,0  9 

0,3  0,(2  o,iT  8,6  2,6  6,0  7 

m  désigne  la  masse  de  Mercure  adoptée  d'abord  par  Le  Verrier,  savoir  ^^ > 

°  ^  ^  6  000  000 

et  (m)  la  valeur,  sans  doute  plus  exacte,  de  la  même  masse, 

^     ^  r  '  '  ^  000  000 

On  voit  que  la  masse  de  la  planète  supposée  augmente  quand  on  admet  qu'elle 
est  plus  voisine  du  Soleil;  elle  serait  égale  à  la  masse  de  Mercure  à  la  distance 
0,21,  et,  dans  ses  grandes  digressions,  elle  s'écarterait  du  Soleil  d'environ  j3°. 
On  l'aurait  certainement  aperçue  depuis  longtemps,  même  à  l'œil  nu,  dans  des 
conditions  favorables.  Plus  loin  du  Soleil,  la  masse  troublante  est  plus  faible; 
mais  ne  l'aurait-on  pas  aperçue  pendant  les  éclipses  totales  de  Soleil,  ou  même, 
n'aurait-on  pas  dû  la  voir  de  temps  à  autre  passer  sur  le  disque  du  Soleil? 

«  Telles  sont,  dit  Le  Verrier,  les  objections  qu'on  peut  faire  à  l'hypothèse 
de  l'existence  d'une  planète  unique,  comparable  à  Mercure  pour  ses  dimensions, 
et  circulant  en  dedans  de  l'orbite  de  cette  dernière  planète.  Ceux  à  qui  ces 
objections  paraîtront  trop  graves  seront  conduits  à  remplacer  cette  planète 
unique  par  une  série  d'astéroïdes  dont  les  actions  produiront  en  somme  le  même 
effet  total  sur  le  périhélie  de  Mercure.  Outre  que  ces  astéroïdes  ne  seront  pas 
visibles  dans  les  circonstances  ordinaires,  leur  répartition  autour  du  Soleil  sera 
cause  qu'ils  n'introduiront  dans  le  mouvement  de  Mercure  aucune  inégalité 
périodique  de  quelque  importance. 

»  L'hypothèse  à  laquelle  nous  nous  trouvons  ainsi  amenés  n'a  plus  rien  d'ex- 
cessif. Un  groupe  d'astéroïdes  se  trouve  entre  Jupiter  et  Mars,  et  sans  doute  on 
n'a  pu  en  signaler  que  les  principaux  individus.  Il  y  a  lieu  de  croire  même  que 
l'espace  planétaire  contient  de  très  petits  corps,  en  nombre  illimité,  circulant 
autour  du  Soleil.  Pour  la  région  qui  avoisine  la  Terre,  cela  est  certain. 

»  La  suite  des  observations  de  Mercure  montrera  s'il  faut  définitivement 
admettre  que  de  tels  groupes  d'astéroïdes  existent  aussi  plus  près  du  Soleil. . .  Dans 
tous  les  cas,  comme  il  se  pourrait  qu'au  milieu  de  ces  astéroïdes  il  en  existât 
quelques-uns  de  plus  gros  que  les  autres  et  qu'on  n'aurait  d'autres  moyens  d'en 
constater  l'existence  que  par  l'observation  de  leurs  passages  devant  le  disque 
solaire,  la  discussion  présente  devra  confirmer  les  astronomes  dans  le  zèle  qu'ils 
mettent  à  étudier  chaque  jour  la  surface  du  Soleil.  Il  est  fort  important  que  toute 
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tache  régulière,  si  minime  qu'elle  soit,  et  qui  viendrait  à  paraître  sur  le  disque 
du  Soleil,  soit  suivie  pendant  quelques  instants  avec  la  plus  grande  attention, 
afin  de  s'assurer  de  sa  nature  par  la  connaissance  de  son  mouvement.  » 

Or,  un  amateur  d'Astronomie,  le  D'  Lescarbault,  observa,  le  26  mars  iSSg,  à 
Orgères  (Eure-et-Loir),  le  passage  sur  le  Soleil  d'un  petit  disque  noir,  bien 
circulaire,  dont  le  diamètre  apparent  lui  sembla  inférieur  au  quart  du  diamètre 
qu'il  avait  trouvé  à  Mercure  dans  son  passage  sur  le  Soleil  le  8  mai  i845.  Il  fit 
connaître  les  points  du  disque  solaire  où  avaient  eu  lieu  l'entrée  et  la  sortie, 
ainsi  que  les  instants  de  ces  phénomènes  :  la  durée  du  passage  avait  été 
de  i'*i7'». 

Le  Verrier,  en  discutant  l'observation  du  D""  Lescarbault,  arriva  à  déterminer 
la  position  du  plan  de  l'orbite  de  Vulcain  (c'est  le  nom  qui  fut  donné  au  nouvel 
astre);  il  trouva  que  ce  corps  circulait  autour  du  Soleil  en  19^,7;  en  lui  suppo- 
sant la  même  densité  qu'à  Mercure,  et  adoptant  le  diamètre  apparent  de  3"  au 

moment  de  l'observation,  il  en  conclut  que  sa  masse  n'était  que  le  —  de  celle  de 

Mercure;  sa  plus  grande  élongation  au  Soleil  étant  d'environ  8°,  et  la  lumière 
totale  qu'il  nous  envoie  étant  beaucoup  plus  faible  que  celle  de  Mercure,  on 
comprendra,  ajoute  Le  Verrier,  qu'on  n'ait  pas  aperçu  cette  planète  jusqu'ici. 
Ce  corps  serait  du  reste  beaucoup  trop  petit  pour  produire,  à  lui  seul,  l'irrégula- 
rité signalée  dans  le  mouvement  de  Mercure.  En  se  rapportant  au  Tableau  de  la 
page  526,  on  voit  qu'il  faudrait  au  moins  25  masses  égales  à  celle-là,  et 
situées  dans  la  même  région,  pour  produire  l'effet  voulu  (il  en  faudrait  même 
plus  de  60,  en  admettant  la  masse  la  plus  probable  de  Mercure). 

A  diverses  reprises,  des  observateurs  avaient  noté  le  passage  sur  le  disque  du 
Soleil  de  petits  corps  obscurs  qui  ne  pouvaient  être  confondus  avec  des  taches 
solaires,  soit  à  cause  de  leur  mouvement  rapide,  soit  en  raison  de  leur  appa- 
rence même.  M.  R.  Wolf,  de  Zurich,  avait  dressé  une  liste  de  20  observations 
de  ce  genre,  dans  son  Handbuch  der  Astronomie.  Une  observation  analogue,  faite 
parM.  Weber  en  1876  et  signalée  à  Le  Verrier,  le  conduisit  à  discuter  ces  phéno- 
mènes. Il  en  rejeta  plusieurs  comme  douteux,  et  parmi  ceux  qui  pouvaient  être 
conservés,  il  en  reconnut  quatre  qui  pouvaient  appartenir  au  petit  corps  observé 
par  M.  Lescarbault.  11  calcula  une  orbite,  et  annonça  un  nouveau  passage,  dou- 
teux d'ailleurs,  pour  le  22  mars  1877,  et  un  autre,  beaucoup  plus  certain,  pour 
le  i5  octobre  1882  Les  astronomes  ont  surveillé  à  ces  dates  la  surface  du  Soleil 
et  n'ont  rien  vu  d'anormal. 

Lors  de  l'éclipsé  totale  de  Soleil  du  29  juillet  1878,  les  astronomes  améri- 
cains avaient  inscrit  dans  leur  programme  la  recherche  des  planètes  intra-mer- 
curielles,  durant  la  totalité.  M.  Watson  crut  en  avoir  découvert  deux;  malheu- 
reusement, il  leur  assignait  à  fort  peu  près  les  positions  que  devaient  occuper 
au  même  instant  deux  étoiles  0  et  ^  de  la  constellation  de  l'Écrevisse;  l'opinion 
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des  astronomes  compétents  a  été  que  M.  Watson  avait  observé  ces  deux  étoiles, 
et  non  pas  deux  planètes.  Pour  plus  de  détails  sur  les  planètes  intra-mercu- 
rielles,  je  renverrai  le  lecteur  à  une  Notice  que  j'ai  publiée  sur  ce  sujet  dans 
V Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  1882. 

Les  recherches  systématiques  de  Carrington,  deSpôrer  et  d'autres  astronomes 
sur  les  taches  solaires,  les  photographies  innombrables  du  Soleil  qui  ont  été 
prises  dans  ces  dernières  années,  et  l'insuccès  des  recherches  faites  pendant 
plusieurs  éclipses  totales,  semblent  indiquer  que  l'explication  de  l'anomalie  du 
périhélie  de  Mercure,  donnée  par  Le  Verrier,  ne  peut  guère  être  maintenue  ;  dans 
tous  les  cas,  il  faudrait  supposer  qu'il  s'agisse  d'une  nuée  de  corpuscules,  dont 
chacun  échappe  aux  observations  par  sa  petitesse,  leur  ensemble  formant 
cependant  une  masse  notable,  comparable  à  celle  de  Mercure.  Nous  aurons  à 
discuter  plus  loin  d'autres  hypothèses  mises  en  avant  pour  expliquer  l'anomalie 
en  question.  Mais  auparavant  nous  voulons  donner  encore  quelques  indications 
sur  les  résultats  de  la  confrontation,  faite  par  Le  Verrier,  de  la  loi  de  Newton 
avec  les  observations  de  Vénus  et  de  Mars. 

233.  Théories  de  Vénus  et  de  Mars  (<)•  —  Le  Verrier  a  établi  la  théorie  de 
Vénus  sur  les  deux  passages  de  la  planète  sur  le  Soleil,  observés  en  1761  et 
1769,  et  sur  les  observations  méridiennes  faites  de  1751  à  1857.  Le  passage  de 
1639  a  été  observé  par  Horroxius  qui  n'a  pu  noter  aucun  des  contacts,  mais  a 
mesuré  à  plusieurs  reprises  la  distance  des  centres  des  deux  astres,  sur  une 
image  solaire  de  six  pouces  de  diamètre.  On  ne  peut  malheureusement  tirer 
aucun  parti  de  cette  observation  dont  la  précision  laisse  trop  à  désirer. 

Le  résultat  de  la  discussion  a  été  que  les  observations  de  Vénus  sont  bien 
représentées  si  l'on  diminue  d'environ  moitié  la  masse  de  Mercure,  mais  surtout 
si  l'on  augmente  de  0,09  la  masse  de  la  Terre;  mais  l'accord  serait  détruit  si 

l'on  augmentait  de  —  la  masse  de  Vénus  ;  Le  Verrier  trouve  même  qu'il  faudrait 
la  diminuer  d'environ —•  On  voit  ainsi  confirmée  l'impossibilité  d'expliquer 

l'anomalie  du  périhélie  de  Mercure  en  corrigeant  les  masses  des  planètes  per- 
turbatrices :  on  porterait  ainsi  le  trouble  dans  la  théorie  de  la  Terre  et  dans 
celle  de  Vénus.  En  discutant  les  observations  du  Soleil  et  déterminant  le  coef- 
ficient de  l'équation  lunaire,  Le  Verrier  avait  déjà  été  conduit  à  admettre  que 
la  masse  de  la  Terre  devait  être  augmentée  de  plus  de  —  de  sa  valeur. 

Pour  la  théorie  de  Mars,  Le  Verrier  disposait  d'observations  méridiennes 
nombreuses,  de  1751  à  i858,  et  d'une  conjonction  de  Mars  avec  les  étoiles 
4'<'  4^2  et  (1*3  du  Verseau,  observée  en  1672  en  France,  par  Picard,  et  à  Gayenne, 


(*)  Annales  de  l'Observatoire,  t.  VI- 
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par  Richer,  en  vue  de  déterminer  la  parallaxe  de  Mars,  et  par  suite  celle  du 
Soleil;  mais  les  Tables  ont  été  fondées  uniquement  sur  les  observations  méri- 
diennes. 

«  Nous  mentionnerons,  dit  Le  Verrier,  le  fait  capital  auquel  conduit  la  dis- 
cussion, savoir  :  l'impossibilité  absolue  de  représenter  les  observations  sans  un 
mouvement  du  péribélie  de  Mars  plus  fort  que  celui  qui  résulte  du  calcul  basé 
sur  les  valeurs  habituellement  reçues  pour  les  masses  planétaires.  Et  de  plus 
il  est  remarquable  que,  si  l'on  veut  obtenir  cet  accroissement  du  mouvement  du 
périhélie  de  Mars  en  augmentant  les  masses  perturbatrices,  on  n'y  puisse  par- 
venir qu'en  supposant  pour  la  Terre  une  masse  plus  forte  à'un  dixième  (au 
moins)  que  celle  qu'il  est  d'usage  de  lui  attribuer.  C'est  un  résultat  pareil  à 
celui  que  nous  avons  conclu  des  latitudes  de  Vénus  et  du  mouvement  du  nœud 
de  cette  planète. 

»  Mais,  s'il  est  ainsi  nécessaire  d'accroître  la  quantité  de  matière  admise 
dans  la  partie  inférieure  de  notre  système  planétaire,  s'ensuit-il  que  cette  addi- 
tion doive  réellement  porter  sur  la  masse  de  la  Terre?  ou  bien  la  nouvelle 
matière  occupe-t-elle  une  place  spéciale,  telle  que  les  petites  planètes  situées 
entre  Mars  et  Jupiter,  ou  telle  que  les  astéroïdes  dont  l'observation  a  constaté 
la  présence  dans  les  environs  de  la  zone  où  la  Terre  circule  autour  du  Soleil? 
Une  grave  objection  semble  s'opposer  à  ce  que  l'on  ajoute  à  la  masse  de  la  Terre  : 
on  ne  pourrait  l'accroître  du  dixième  de  sa  valeur  sans  augmenter  à.' un  tren- 
tième la  quantité  admise  pour  la  parallaxe  solaire,  et  cette  conséquence  est  con- 
traire à  toutes  les  idées  reçues  touchant  l'exactitude  de  ce  dernier  élément  du 
système  solaire.  L'action  d'un  anneau  de  corpuscules,  circulant  autour  du 
Soleil,  paraît  au  contraire  rendre  compte  des  phénomènes  observés,  sans  soule- 
ver de  difficultés  nouvelles.  » 

Disons  maintenant  que  la  détermination,  par  l'ensemble  des  observations,  de 
l'excès  de  mouvement  du  périhélie  de  Mars,  représente  très  bien  toutes  ces 
observations.  C'est  une  chose  bien  remarquable  que  la  crainte  de  Le  Verrier  à 
la  pensée  de  toucher  à  la  masse  de  la  Terre;  nous  indiquerons  dans  un  moment 
quelle  était  la  raison  de  cette  crainte.  Mais  nous  voulons  faire  observer  immé- 
diatement que  l'observation  n'a  pas  indiqué,  comme  semble  le  croire  Le  Verrier, 
l'existence  d'une  sorte  d'anneau  enveloppant  Torbite  de  la  Terre;  si  cet  anneau 
existait  réellement,  sa  masse  s'ajouterait  tout  entière  à  celle  de  la  Terre  dans  le 
calcul  des  perturbations  séculaires  causées  par  la  Terre  sur  les  planètes  les  plus 
voisines,  Vénus  et  Mars.'  Or  l'observation  nous  révèle  seulement  l'existence  des 
étoiles  filantes  et  des  bolides  dont  les  orbites  rencontrent  certainement  l'orbite 
terrestre.  Mais  M.  Schiaparelli  a  démontré  que  la  vitesse  absolue  des  étoiles 
filantes  est  comparable  à  celle  de  la  Terre  multipliée  par  y'^;  ces  corpuscules 
cheminent  donc,  non  pas  sur  des  orbites  semblables  à  celles  de  la  Terre,  mais 
T.  -  IV.  67 
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sur  des  orbites  paraboliques.  Quant  aux  bolides,  leurs  vitesses  sont  parfois  plus 
grandes  encore,  et  quelques-unes  des  trajectoires  sont  hyperboliques.  L'en- 
semble de  ces  astéroïdes  ne  peut  donc  pas  être  considéré  comme  formant  un 
anneau  enveloppant  l'orbite  de  la  Terre. 

Voyons  maintenant  comment  avait  été  déterminée  la  masse  de  la  Terre, 
employée  au  début  des  calculs  de  Le  Verrier.  Quand  on  compare  la  chute  des 
graves  à  la  surface  de  la  Terre  à  la  chute  de  la  Terre  sur  le  Soleil,  pendant  une 
seconde,  on  obtient,  par  la  méthode  proposée  par  Newton,  la  relation  suivante 
entre  la  parallaxe  du  Soleil  et  la  masse  de  la  Terre  : 

(20)  m"— 4,4320  { •  )  : 

\iooo/ 

d'où  l'on  déduit 

TT— 6o8",79v/^'(i). 

Cette  formule  montre  que,  si  la  masse  de  la  Terre  est  donnée,  la  parallaxe 
s'en  déduit,  et  inversement.  OrEncke  avait  conclu  de  la  discussion  des  obser- 
vations des  passages  de  Vénus  de  1761  et  1769  : 

71  =  8",  5776  +  0",  0870; 

cette  valeur  a  été  acceptée  pendant  longtemps  par  les  astronomes  avec  une 
entière  confiance.  On  en  déduit,  par  la  formule  (20), 

m"  =  o ,  000002797  ; 

c'est,  à  fort  peu  près,  la  valeur  adoptée  par  Le  Verrier.  C'est  donc  la  confiance 
générale  dans  le  nombre  d'Encke  qui  l'empêchait  de  songer  à  corriger  m!'\  les 
quatre  décimales  données  par  Encke  dans  la  valeur  de  ti  en  imposaient  à  tout  le 
monde;  or  on  sait  aujourd'hui  que  la  première  décimale  était  fausse!  Si,  à 
l'époque  oii  Le  Verrier  publiait  ses  Tables  de  Mars,  il  avait  adopté  la  correction 

-^  =  —  5  il  en  serait  résulté  —  =  — ,  ir  =  8",  86,  valeur  à  très  peu  près  exacte, 
m"          10  TT         3o  ri 

Le  Verrier  pouvait  donc,  à  l'opposé  de  ce  qui  s'était  passé  pour  Mercure,  faire 

disparaître  presque  tout  l'excès  de  mouvement  du  périhélie  de  Mars  (24''  par 

siècle),  en  corrigeant  la  valeur  fautive  de  m!' .  M.  Newcomb,  en  employant  une 


(1)  Voir,  pour  la  démonstration  de  cette  formule,  notre  Mémoire  Sur  le  résumé  des  tentatives  faites 
jusqu'ici  pour  déterminer  la  parallaxe  du  Soleil  {Annales  de  l'Observatoire,  t.  XVI).  En  partant  des 
données  les  plus  récentes,  nous  avons  trouvé 

■^  =  609",  49  y  m!'. 
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parallaxe  beaucoup  plus  exacte,  a  pu,  comme  on  le  verra  plus  loin,  réduire 
beaucoup  l'excès  de  mouvement  du  périhélie  de  Mars. 

234.  Les  théories  de  Jupiter  et  de  Saturne  (*)  présentent  de  grosses  diffi- 
cultés tenant  principalement  à  la  grandeur  de  l'action  perturbatrice  exercée 
par  chacune  de  ces  planètes  sur  l'autre.  Pour  nous  en  rendre  compte,  désignons 
pour  un  moment  par  m  et  m' les  masses  de  Jupiter  et  de  Saturne,  par  r,  /  et  A 
leurs  distances  au  Soleil  et-  leur  distance  mutuelle.  Le  rapport  de  la  force  per- 
turbatrice du  mouvement  de  Saturne  à  l'attraction  exercée  sur  cette  planète 
par  le  Soleil  est 

m      \  \      fr 


A2  ■  r'-       io47  \^ 


r' 


or,  à  certaines  époques,  -r  peut  être  voisin  de  2,  de  sorte  que  la  force  perturba- 
trice est  le  -y-  de  la  force  principale;  c'est  une  fraction  très  notable.  Une  autre 

cause  de  difficulté  provient  de  la  commensurabilité  très  approchée  des  moyens 
mouvements  des  deux  planètes,  qui  sont  à  peu  près  dans  le  rapport  de  5  à  2.  II 
en  résulte  une  inégalité  dont  la  période  très  longue  est  voisine  de  neuf  cents  ans, 
et  qui,  dans  son  maximum,  atteint  1200"  pour  la  longitude  moyenne  de  Jupiter, 
et  environ  3ooo"  pour  celle  de  Saturne. 

Le  Verrier  a  voulu  surmonter  toutes  les  difficultés,  et  il  a  calculé  ses  Tables 
pour  des  époques  très  éloignées,  jusqu'à  deux  mille  ans,  à  partir  de  l'époque 
actuelle.  Le  succès  a  répondu  à  ses  espérances  pour  Jupiter;  les  observations 
méridiennes  de  cette  planète,  faites  de  1700  à  1869,  sont  en  effet  représentées 
avec  une  précision  qui  ne  laisse  rien  à  désirer;  les  erreurs  de  la  longitude 
dépassent  rarement  i". 

Le  Verrier  a  été  moins  heureux  pour  Saturne  :  les  résidus  atteignent  ±  5" 
pour  les  observations  comprises  entre  1887  et  1869,  et  même  —  9"  pour  la 
période  plus  ancienne  de  1730  à  1826;  en  outre,  la  marche  des  résidus  présente 
un  caractère  systématique  prononcé.  Nous  avons  dit  (p.  170)  que  M.  Gaillota 
découvert  dans  les  calculs  de  Le  Verrier  de  petites  inexactitudes;  en  les  corri- 
geant, il  est  arrivé  à  représenter  les  observations  de  Saturne,  faites  de  1750  à 
1890,  de  façon  que  l'erreur  de  la  longitude  ne  dépasse  jamais  ±  3".  Néanmoins, 
ces  petits  résidus  présentent  encore  une  allure  systématique  bien  nette,  qui 
disparaît  complètement  quand  on  attribue  à  la  valeur  calculée  du  mouvement 
séculaire  du  périhélie  de  Saturne  un  accroissement  de  4^"  par  siècle;  mais  il 
resterait  à  trouver  la  cause  de  cet  excès  de  mouvement,  analogue  à  celui  qui 
s'est  présenté  pour  Mercure. 


(•)  Annales  de  l'Observatoire,  t.  X,  XI  et  XII. 
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Les  Tables  de  Saturne,  publiées  tout  récemment  (iSgS)  par  M.  Hill,  et  dont 
nous  avons  parlé  (p.  SyS),  du  moins  au  point  de  vue  de  la  théorie  qui  leur  sert 
de  base,  représentent  bien  les  observations  de  1730  à  1888  :  les  résidus  SxcoscD 
dépassent  rarement  3"  pour  les  observations  de  la  première  période  (1750  à 
1826),  et  i"  pour  les  observations  postérieures.  Cependant,  la  marche  de  ces 
résidus  est  encore  nettement  systématique.  Les  calculs  théoriques  de  M.  Hill 
sont  sensiblement  plus  simples  que  ceux  de  Le  Verrier;  c'est  un  avantage  de  la 
méthode  de  Hansen.  Il  semble  toutefois  que  cette  méthode  ne  donne  pas  le 
mouvement  séculaire  du  périhélie  avec  la  même  précision  que  les  calculs  de 
Le  Verrier. 

235.  M.Newcomb  aentrepris,depuisquelques années, un  travail  considérable: 
la  réfection  des  Tables  des  quatre  planètes  les  plus  rapprochées  du  Soleil,  ce  qui 
a  nécessité  la  réduction  de  soixante-deux  mille  observations  méridiennes,  soit 
au  moins  quatre  fois  plus  que  n'en  avait  utilisé  T^e  Verrier;  il  a  pu  employer, 
en  outre,  les  données  résultant  de  quatre  nouveaux  passages  de  Mercure,  et  des 
passages  de  Vénus  de  1874  et  de  1882.  L'augmentation  du  matériel  d'observa- 
tions est  l'une  des  raisons  de  l'entreprise  de  M.  Newcomb;  il  y  en  a  une  autre  : 
les  diverses  Tables  planétaires  de  Le  Verrier  ne  sont  pas  calculées  avec  les 
mêmes  masses  des  planètes;  quand  une  correction  avait  été  bien  établie  par 
une  théorie,  on  en  tenait  compte  dans  la  théorie  suivante. 

M.  Newcomb,  partant  des  travaux  déjà  si  complets  de  son  prédécesseur, 
a  pu  introduire  dans  ses  Tables  un  système  de  données  homogènes. 

L'ensemble  des  résultats  de  ce  grand  travail  est  exposé  dans  un  petit  volume 
fort  intéressant,  The  Eléments  of  the  four  inner  Planets,  and  the  fundamental 
constants  of  Astronomy  (Washington,  1893).  Nous  allons  en  présenter  une  ana- 
lyse succincte. 

Disons  d'abord  comment  on  a  déterminé  les  masses.  Celle  de  Mars  résulte  de 
l'observation  de  ses  satellites.  Pour  la  Terre,  on  a  calculé  sa  masse  en  partant 
de  la  parallaxe  du  Soleil  [uoîVla  formule  (20)];  cette  parallaxe  elle-même, 

71  — 8",8o2H=o",oo5, 

a  été  conclue  de  sept  valeurs  assez  concordantes;  on  a  attribué  un  poids  assez 
considérable  à  la  détermination  qui  résulte  de  la  constante  de  l'aberration  et  de 
la  vitesse  de  la  lumière.  Ayant  obtenu  la  masse  de  la  Terre,  on  y  ajoute  la  masse 
de  la  Lune,  et  c'est  l'ensemble  qui  figurera  dans  les  calculs  de  perturbation, 
sous  le  nom  de  masse  de  la  Terre. 

La  masse  de  Jupiter  résulte  de  six  valeurs  obtenues  par  l'ensemble  des 
observations  des  satellites,  et  par  les  perturbations  causées  par  Jupiter  dans  les 
mouvements  de  Saturne,  ou  des  comètes  Faye  et  Winnecke,  ou  des  petites 
planètes  Thémis  et  Polymnie;  c'est  la  détermination  fondée  sur  les  observa- 
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lions  (le  Polymnie,  qui  a  reçu  un  poids  considérable,  et  joue  presque  un  rôle 
exclusif. 

La  masse  de  Vénus  a  été  déduite  des  inégalités  périodiques  que  produit  cette 
planète  dans  la  longitude  de  la  Terre;  l'ensemble  de  ces  inégalités  ne  dépasse 
guère  8"  dans  des  conditions  favorables;  mais  le  nombre  dos  observations  du 
Soleil  que  l'on  peut  utiliser  est  considérable,  et  l'on  ne  voit  pas  d'erreurs  systé- 
matiques à  redouter.  Cependant,  le  Tableau  suivant  donnant  les  valeurs  de  la 
correction  relative  v'  à  apporter  à  la  masse  de  Le  Verrier,  d'après  les  moyennes 
de  onze  séries  chacune  de  six  années  d'observations  faites  à  Paris,  montre  que 
la  détermination  est  délicate  : 


1801-07... 

v'  =  —  o,025 

1837-44. . . 

v'=  — o,o34 

1866-70. . . 

v'=H-O,00O 

1808-15... 

H-o,oi5 

18io-52... 

■+-  0,009 

1871-79... 

-+-0,048 

1816-22. . . 

~o,o5o 

1853-59... 

+  0,014 

1880-89... 

H- 0,002 

1823-29. . . 

—  o,o5o 

1860-65... 

-f-o,oo3 

Finalement,  comme  moyenne  générale  des  observations  faites  pendant  un 
siècle,  dans  dix  observatoires,  M.  Newcomb  a  adopté 

v'  =  —  0,0118  ±  0,0034. 

On  n'a  pas  pu  déterminer  v'  par  les  observations  de  Mars,  parce  que,  dans  la 
théorie  de  cette  planète,  existe  un  petit  défaut  dont  l'explication  n'a  pas  encore 
été  trouvée. 

La  masse  de  Mercure  a  été  conclue  des  inégalités  périodiques  que  produit 
cette  planète  dans  la  longitude  de  Vénus.  Si  l'on  adopte  la  masse  choisie  comme 

point  de  départ  par  Le  Verrier,  ^ ,  l'ensemble  des  inégalités  en  question 

ne  dépasse  guère  i"  dans  des  conditions  favorables.  Si,  en  même  temps,  Vénus 
est  dans  le  voisinage  de  sa  conjonction  inférieure,  l'écart  correspondant  sera 
d'environ  2"  dans  la  longitude  géocentrique.  Cet  écart  n'atteint  sans  doute  que 
1",  parce  que  la  masse  prise  pour  point  de  départ  semble  deux  fois  trop  forte. 
On  voit  donc  que  la  détermination  de  la  masse  de  Mercure,  par  cette  voie,  n'est 

pas  chose  facile.  M.  Newcomb  trouve    ~    ' — 

*^  7  900  000 

L'influence  de  la  masse  de  Mercure  sur  le  mouvement  de  la  comète  d'Encke 
est  plus  sensible,  parce  que  ces  deux  astres  peuvent  se  rapprocher  beaucoup  à 
certaines  époques.  Il  est  vrai  que  cette  comète  est  soumise  ii  l'action  d'un  milieu 
résistant  et  que  cette  action  paraît  discontinue.  Cependant,  elle  semble  avoir 
été  constante  de  1871  à  1891,  et,  dans  cet  intervalle,  l'influence  de  Mercure  se 
traduit  par  une  perturbation  de  5"  sur  l'anomalie  moyenne  de  la  comète. 

M.  Backlund  a  trouvé  ainsi  (Bulletin  astronomique,  t.  XI,  p.  473)     ^^^^  pour 
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la  masse  de  Mercure;  cette  valeur,  qui  mérite  une  sérieuse  considération,  est 
comprise  entre  les  deux  limites  indiquées  par  M.  Newcomb. 

M.  Newcomb  introduit  donc  les  masses  de  Mercure  et  de  Vénus,  par  les  fac- 
teurs V  et  v',  dans  les  inégalités  périodiques,  mais  pas  dans  les  inégalités 
séculaires.  Il  fait  figurer  comme  inconnues  indépendantes,  pour  chaque  planète, 
les  variations  séculaires  des  cinq  éléments  e,  ro,  i,  O  et  t.  Cette  augmentation 
notable  du  nombre  des  inconnues  doit  sans  doute  diminuer,  dans  une  mesure 
appréciable,  la  précision  des  résultats  obtenus;  mais  M.  Newcomb  y  trouve  un 
avantage  sérieux  :  ce  qui  s'est  passé  pour  le  périhélie  de  Mercure  montre  qu'il 
n'y  a  pas  de  valeurs  admissibles  des  masses,  pouvant  faire  cadrer  les  valeurs, 

observée  et  calculée,   de  -j--  Dès  lors,  le  contrôle  efficace  de  la  loi  de  Newton 

dt 

..II,  J    1  1  .  de       drs    di      .     .  dQ,     ,  de      , , 

consistera  dans  l  accord  des  valeurs  inconnues  -j-i  e-j-i  -j-»  s\ni-r-  et  -r»  de- 

dt        dt     dt  dt         dt 

duites  pour  les  quatre  planètes  des  équations  de  condition,  et  des  mêmes  valeurs 

calculées  par  les  principes  connus,   avec  les  masses  admises  pour  Mercure, 

Vénus,  la  Terre,  Mars  et  Jupiter,  et  corrigées  en  raison  des  valeurs  trouvées 

en  même  temps  pour  v  et  v'.  Nous  donnerons  bientôt  ce  double  Tableau  des 

valeurs  des  variations  séculaires  déduites  des  observations  et  du  calcul;  mais 

auparavant  il  convient  de  donner  quelques  indications  sur  des  points  importants 

du  travail  de  M.  Newcomb. 

Le  savant  astronome  a  cherché  à  déterminer  les  corrections  des  éléments  de 
l'orbite  terrestre,  non  seulement  par  les  observations  directes  du  Soleil,  mais 
encore  par  les  observations  géocentriques  des  trois  planètes  Mercure,  Vénus 
et  Mars.  Il  trouve  que  le  succès  n'a  pas  été  aussi  grand  qu'il  pouvait  l'espérer 
d'abord;  cependant,  il  y  a  des  avantages  à  procéder  ainsi,  pour  la  longitude 
moyenne  £  de  l'époque,  à  cause  de  la  grandeur  des  équations  personnelles 
qui  affectent  les  observations  du  Soleil.  Quoi  qu'il  en  soit,  les  corrections 
trouvées  pour  les  éléments  de  l'orbite  terrestre  et  leurs  variations  séculaires 
sont  très  faibles,  et  montrent  l'excellence  des  Tables  du  Soleil  de  Le  Verrier. 

Pour  les  planètes  Mercure  et  Vénus,  une  difficulté  se  présente  :  les  passages 
de  ces  planètes  sur  le  Soleil  donnent  entre  les  inconnues  des  équations  de  con- 
dition plus  précises  que  les  observations  méridiennes,  parce  que  ces  dernières 
observations  sont  impossibles  quand  les  planètes  sont  voisines  de  leur  conjonc- 
tion inférieure,  et  que,  dans  cette  situation,  l'influence  d'une  petite  variation 
de  la  longitude  héliocentrique  de  Vénus  est  à  peu  près  doublée  dans  la  longi- 
tude géocentrique.  D'autre  part,  les  observations  des  passages  ne  donnent  pas 
quelques  éléments  directement,  mais  seulement  des  relations  entre  les  correc- 
tions des  inconnues.  On  peut  se  demander  alors  quels  poids  il  faut  donner  à  ces 
relations,  et  c'est  là  une  question  difficile  à  résoudre.  M.  Newcomb  a  été  amené 
à  donner  deux  solutions;  dans  la  première,  il  a  employé  exclusivement  les 
observations  méridiennes,  et  dans  la  seconde  il  a  combiné  les  équations  nor- 
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maies  provenant  des  passages  avec  celles  tirées  des  observations  méridiennes. 
Il  est  arrivé  à  ce  résultat  :  si  l'on  n'avait  pas  les  observations  des  passages  de 
Mercure,  les  erreurs  des  éléments  et  de  leurs  variations  séculaires,  calculées 
avec  tout  l'ensemble  des  observations  méridiennes,  auraient  causé  une  erreur 
de  5"  par  siècle  sur  la  longitude  béliocentrique  de  la  planète,  au  moment  des 
passages  de  mai,  et  une  erreur  de  3"  au  moment  des  passages  de  novembre. 
C'est  un  fait  important  qui  montre,  comme  Le  Verrier  l'avait  dit,  que  les  obser- 
vations méridiennes  déterminent  mal  les  variations  séculaires  des  éléments,  et 
ce  point  mérite  peut-être  encore  d'attirer  l'attention  des  astronomes. 

Voici,  d'après  M.  Newcomb,  pour  les  quatre  planètes  considérées,  les  valeurs 
finales  des  variations  séculaires  déduites  des  observations;  les  valeurs  des 
mêmes  quantités  déduites  de  la  théorie,  et  enfin  les  différences,  observation 
moins  théorie,  avec  les  erreurs  moyennes  de  ces  différences  : 


Mercure. 

Observation. 

Théorie. 

Différences. 

de 

dt 

+     3';36 

-+-    4'i'^4 

—  o',88 

±  o,5o 

dxs 

•  •  •          -f-i  18,24 

4-109,76 

-^  8,48 

±  0,43 

di 

di" 

+     7,14 

-f-    6,76 

4-  o,38 

±  0,80 

.    .dQ 
dt 

-  91.89 

—  92,50 
Félins. 

H-  0,61 

±    0,02 

de 

,  ,  k             n    't(^ 

—     9  "67 

-H  o'ai 

±  o',3i 

dt 

9)4" 

dvs 

e  —r- 

dt 

-V      0,29 

■+-     0,34 

—  o,o5 

±  0,25 

di 

dt 

+      3,87 

-+-     3,49 

-^  o,38 

±.  0,33 

.    .dQ 
''""di 

--io5,4o 

— loGjOO 
La  Terre. 

-f-  0,60 

±  0,17 

de 

dt 

—     8",55 

—     8",  57 

■+■  0,02 

±  0,10 

dm 
'-di 

-    19,48 

+   19,38 
Mars. 

-T-      0,10 

rir  o,i3 

de 

dt 

•  .  •          -1-19,00 

-+-   18",  71 

-+-     0,29 

±  0*27 

dxs 
'di 

-m49,55 

-f-i48,8o 

"♦"  0)7^ 

:+:  0,35 

di 

dt 

•  •  •         —    2,26 

—       ^,25 

—  0,01 

±:  0,20 

.    .dQ 
dt 

-  72,60 

-  72,63 

-f-  o,o3 

±  o,aî 

536  CHAPITRE   XXIX. 

On  devra  multiplier  les  erreurs  moyennes  précédentes  par  0,67  pour  en  dé- 
duire les  erreurs  probables. 

On  voit  que  l'accord  complet  entre  la  théorie  et  l'observation,  dans  les  limites 
des  erreurs  de  cette  dernière,  existe 

pour  les  variations  séculaires  de     i  et  Q     dans  le  cas  de  Mercure, 


e,  w  et  i  »  Vénus, 

e  et  cj  »  la  Terre, 

e,  i  et  Q  »  Mars. 


Il  y  a  un  désaccord  manifeste,  celui  qui  avait  été  si  bien  mis  en  lumière  par 
Le  Verrier,  pour  le  périhélie  de  Mercure  ;  l'excès  de  mouvement  en  un  siècle  est 
même  porté  de  38"  à  4i"- 

Il  y  a  d'autres  désaccords,  beaucoup  plus  faibles  : 

Pour  le  mouvement  du  nœud  de  Vénus,  le  désaccord  dépasse  cinq  fois  l'er- 
reur probable; 

Pour  le  périhélie  de  Mars,  le  désaccord  est  trois  fois  l'erreur  probable; 

Pour  l'excentricité  de  Mercure,  le  désaccord  dépasse  deux  fois  l'erreur  pro- 
bable; mais  cette  erreur  probable  est  très  difficile  à  fixer  et  peut  très  bien  avoir 
été  estimée  au-dessous  de  sa  valeur  réelle. 

Il  ne  reste  donc,  outre  le  périhélie  de  Mercure,  que  le  périhélie  de  Mars  et 
le  nœud  de  Vénus. 

236.  M.  Newcomb  examine  les  diverses  hypothèses  que  l'on  peut  faire  pour 
expliquer  ces  désaccords. 

Hypothèse  de  la  non-sphéricité  du  Soleil.  —  Il  suffirait  de  très  petits  aplatisse- 
ments dans  les  surfaces  de  niveau,  pour  expliquer  l'anomalie  du  mouvement  du 
périhélie  de  Mercure.  Si  l'équilibre  existe  à  la  surface  du  Soleil,  on  aura,  pour 
le  potentiel  relatif  à  l'attraction  du  Soleil  sur  Mercure,  l'expression  suivante 
(t.  II,  p.  210) 

V  =3 /M  [i  +  |l-3  (^..  -  i  cp)  (I  -  3  sin^ô)]  ..  ^  +  ÔV, 

OÙ  M  désigne  la  masse  du  Soleil,  a^  son  rayon  équatorial,  e^  son  aplatissement 
superficiel,  cp  le  rapport  de  la  force  centrifuge  équatoriale  à  l'attraction,  r  la 
distance  de  Mercure  au  centre  du  Soleil  et  §  sa  déclinaison  rapportée  à  l'équa- 
teur  solaire.  On  aura,  pour  déterminer  le  mouvement  du  périhélie  de  Mercure, 
produit  par  l'aplatissement  du  Soleil,  l'équation 


dx;j  _  ^i  —  e^  d  è\  _ /M  al  /  1 


dt  na^e       de         Zna^e 


(^„  _!,)(,_  3  sin.â)-^\ 
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d'où,  en  ne  prenant  que  la  partie  principale, 


OTS naa\  /  i 

dt  3  e 


{''-{f)-5r- 


Or,  si  l'on  ne  cherche  que  les  inégalités  séculaires,  on  peut  prendre 


73  =  ^('  +  !^')' 
et  il  en  résulte 

drs 

dt         ~  \  a 


«(  —  I  I  ej 


Or,  d'après  la  théorie  de  Clairaut,  on  a 


donc 


5 

4 


(5nT  <;  y  9  (  —  )  nt. 
4      V« 


En  remplaçant  -  9  par  sa  valeur  -^ —  (t.  II,  p.  2o5),  —  par  ^  et  nt  par  le 
moyen  mouvement  de  Mercure  en  un  siècle,  on  trouve 

(5gj  <  i",  2; 

c'est  beaucoup  plus  petit  que  38". 

Sans  recourir  à  la  loi  de  Clairaut,  on  peut  chercher  quelle  valeur  il  faudrait 
donner  à  e^,  l'aplatissement  superficiel  du  Soleil,  pour  que  la  valeur  (21)  de  Sgt 
atteigne  l\i"  au  bout  d'un  siècle.  On  trouve  ainsi 

e, ©  ^ =  ej  sensiblement. 

2  ^         rgoo 

Or  le  diamètre  du  Soleil  étant  d'environ  1920",  on  voit  qu'entre  le  diamètre 
polaire  du  Soleil  et  le  diamètre  équatorial  du  Soleil,  il  devrait  y  avoir  une 
différence  d'environ  i";  mais,  les  recherches  minutieuses  de  M.  Auwers  sur  les 
mesures  de  ces  deux  diamètres  montrent  qu'il  n'existe  entre  eux  aucune  difl'é- 
rence  appréciable. 

L'hypothèse  examinée  n'est  donc  pas  admissible;  nous  ne  pensons  pas  qu'il 
puisse  rester  de  doute,  malgré  la  singulière  rotation  du  Soleil  et  les  fréquentes 
T.  —  IV.  68 
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éruptions  de  protubérances  qui  montrent  que  l'équilibre  n'existe  pas  parfaite- 
ment dans  l'intérieur. 

Le  lecteur  pourra  consulter,  sur  le  même  sujet,  un  Mémoire  de  M.  Harzer, 
Astron.  Nachr. ,  n°  3030. 

Hypothèse  d'un  anneau  ou  d'un  groupe  d' astéroïdes  intra-mercuriels.  —  Nous 
avons  déjà  examiné  cette  hypothèse  (p.  524)  ;  nous  allons  y  revenir  avec  M.  New- 
comb,  en  tenant  compte  des  perturbations  qu'elle  causerait  dans  les  inclinai- 
sons et  les  nœuds  de  Mercure  et  de  Vénus.  Concevons  une  planète  ayant  une 
orbite  circulaire,  et  dont  les  éléments  seront  affectés  de  l'indice  zéro.  L'expres- 
sion de  la  fonction  perturbatrice  provenant  de  l'action  de  cette  planète  sur  Mer- 
cure sera  (t.  I,  p.  4o6) 

S^^l  mo/i'a^'B'i)  [e2  —  ?'—  9^  +  aœcpo  cos(9  —  0o)]  ; 

o 

soit  posé 

9  sinô  =p,        9  cosô  =7, 

9osin5o  =  /?o,      9o  ces  00=  S'a; 
il  viendra 

On  aura  ensuite  (t.  I,  p.  172) 

dp  __     i     dSl  dq  __     1     dSi. 

dt        nà^  dq  dt  na?-  dp  ' 

d'où 

'di^~  \  "^onaB^'^po  —  p); 
èp  ^      y  moaB('^(^o — Ç)  f^t> 
àq  =— jmç,aW^^{p^  —  p)nt\ 


or  on  a  trouvé,  page  525, 


il  viendra  donc,  en  remplaçant  §gj  par  4i"  pour  Mercure, 

àp^[M"{q,-q),  èq^-^i"{p,~p)', 

on  aura  des  équations  analogues  pour  Vénus,  avec  une  autre  valeur  que  4i"»  et  ^' 
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et  q'  au  lieu  de  p  et  de  q.  On  aura  aussi  une  équation  pour  faire  cadrer  la  valeur 
de  cj'  avec  celle  observée  {voir  le  Tableau  de  la  page  535);  on  remplacera  de 
même  §p,  §y,  ^p'  et  ^q'  par  leurs  valeurs  déduites  de  ce  Tableau. 

On  aura  donc  finalement  cinq  équations  contenant  au  premier  degré  les  in- 
connues ;>o  et  ^oî  on  en  conclura />„  et  q^\  puis  on  aura  0^  et  90-  ^-  Newcomb  a 
trouvé  ainsi 

00  ==  48%        9o  =  9°- 

Nous  ne  reviendrons  pas  sur  l'impossibilité  physique  d'une  seule  planète 
perturbatrice. 

M.  Newcomb  n'admet  pas  davantage  l'hypothèse  de  l'anneau  qui,  étant  donnée 
la  grandeur  de  sa  masse,  réfléchirait  beaucoup  de  lumière. 

Il  semble  bien  que  cette  hypothèse  ne  soit  guère  admissible.  On  peut  se  de- 
mander alors  à  quoi  se  rapportent  les  observations  telles  que  celles  de  M.  Les- 
carbault.  Il  ne  serait  pas  absolument  impossible  que  ce  soient  des  passages  de 
comètes  sur  le  disque  du  Soleil. 

M.  Newcomb  écarte  aussi  l'hypothèse  d'une  masse  étendue  de  matière  diff'use 
analogue  à  celle  de  la  lumière  zodiacale  ;  la  partie  qui  agirait  le  plus  pour  faire 
tourner  le  périhélie  de  Mercure  dans  le  sens  direct  serait  la  partie  voisine  du 
Soleil,  et  l'on  rentrerait  ainsi  dans  les  difficultés  de  l'hypothèse  précédente. 

Il  trouve  encore  que  l'on  pourrait  rendre  compte  des  variations  anormales  des 
éléments  de  Mercure  et  de  Vénus,  en  supposant  un  anneau  d'astéroïdes  situé 
entre  ces  deux  planètes;  l'inclinaison  devrait  être  de  7°, 5.  On  peut  se  deman- 
der comment  il  se  fait  que  l'anneau  peut  être  supposé,  soit  en  dedans  de  Mer- 
cure, soit  entre  Mercure  et  Vénus;  cela  tient  à  ce  que,  l'excentricité  e' de  Vénus 
étant  très  petite,  le  produit  e'^cr'  sera  encore  assez  petit,  dans  le  second  cas. 
Mais  un  tel  anneau  n'aurait  pas  pu  échapper  jusqu'ici  aux  investigations  des 
astronomes. 

Hypothèse  de  M.  A.  Hall.  —  On  sait  par  le  théorème  de  Newton  (t.  I,  p.  49). 
que,  si  l'exposant  de  la  loi  d'attraction,  au  lieu  d'être  exactement  égal  à  2,  en 
différait  très  peu,  il  en  résulterait  des  déplacements  très  sensibles  pour  les 
périhélies  des  planètes;  on  peut  voir  (/oc.  cit.)  que,  si  l'on  prenait  2,001  pour 
la  valeur  de  cet  exposant,  le  périhélie  de  chaque  planète  se  déplacerait  de 
io'48",  dans  le  sens  direct,  au  bout  d'une  révolution.  On  se  trouvait  ainsi 
naturellement  conduit  à  voir  quelle  modification  il  faudrait  apporter  à  l'expo- 
sant pour  obtenir  le  déplacement  de  l\i",  en  un  siècle,  pour  le  périhélie  de 
Mercure. 

C'est  ce  qu'a  fait  M.  A.  Hall  (AstronomicalJournal,  t.  XIV,  p.  49);  la  formule 
(34)  (t.  T,  p.  49)  donne,  en  désignant  par  N  l'exposant,  très  voisin  de  2, 

.  nt       r        (N+i)(N-2)    -1 

ÔGT  =    , I  ■+- —. e*  -h ...  \  —  ni. 

v/3  -  N  34  J 
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En  faisant  N  =  2  -+-  a-,  et  remplaçant  nt  par  538  000000",  le  mouvement  de 
Mercure  en  un  siècle,  e  par  ?  et  ^xs  par  4i">  on  trouve  l'équation 


538  000  000  /  / 01 

'  IV  200 


On  en  conclut,  avec  une  précision  suffisante, 


I 

100 


82 


538  000  000 
s- =  0,000 000  1 5 1,         N  :=  2,000000  i5i. 


Les  valeurs  de  §©,  pour  Vénus,  la  Terre  et  Mars,  s'obtiendront  en  multipliant 
4i"  par  les  rapports  des  durées  de  révolution  de  Mercure  aux  durées  de  révolu- 
tion des  planètes  considérées.  On  trouvera  ainsi  les  nombres  suivants  : 


80. 

Mercure 41" 

Vénus 16" 


eSra. 


La  Terre. 
Mars.  . . . 


10" 

5" 


eScj. 

0",2 

o",5 


de  telle  sorte  que  l'on  représenterait  bien  ainsi  l'anomalie  du  périhélie  de  Mer- 
cure, sans  toucher  aux  périhélies  de  Vénus  et  de  la  Terre  qui  vont  bien;  la 
correction  du  périhélie  de  Mars  serait  même  presque  celle  qui  convient,  puisque, 
d'après  le  Tableau  de  la  page  535,  e^xs  est  égal  à  -h  o",']S  pour  Mars,  en  un 
siècle. 

Pour  la  Lune,  la  même  loi  donnerait  pour  le  mouvement  séculaire  du  périgée 
-h  i4o'';  la  différence  à  expliquer  est  de  -h  i56";  l'accord  va  donc  très  bien  en- 
core, mais  il  reste  dans  le  nœud  un  désaccord  de  —  286"  qui  n'est  pas  expliqué 
par  l'hypothèse  de  M.  Hall;  enfin,  l'anomalie  du  nœud  de  Vénus  reste  entière. 

M.  Nev^^comb  cherche  à  annuler  les  corrections  des  variations  séculaires  des 
éléments  autres  que  les  périhélies,  notamment  celle  du  nœud  de  Vénus,  par 
des  corrections  v,  v',  V  et  v'"  convenables;  les  valeurs  ainsi  trouvées  pour  v,  v' 
et  v'"  sont  assez  d'accord  avec  celles  employées  précédemment;  malheureuse- 
ment, il  n'en  est  pas  de  même  de  v".  La  valeur  trouvée  pour  cette  dernière 
quantité  conduit  à  ir  =  8",  759,  valeur  assez  différente  de  celle  à  laquelle  avaient 
conduit  les  meilleures  déterminations  de  la  parallaxe  solaire. 

Finalement,  pour  construire  les  Tables,  il  fallait  prendre  un  parti  et  distri- 
buer, en  quelque  sorte,  également  les  erreurs.  M.  Newcomb  ajoute  aux  périhé- 
lies des  diverses  planètes  les  mouvements  séculaires  suivants  : 


Mercure 43",  37 

Vénus i6",98 


La  Terre. 
Mars . . . . 


10",  45 
5",  55 
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le  premier  de  ces  nombres  étant  supposé  donné,  les  autres  s'en  déduisent  en  le 

T     T      T         T 

multipliant  par  ^»  ^j  ^,,  et  ^yi  comme  si  la  loi  de  l'attraction  avait  pour  expo- 
sant 2  000  000  1612  au  lieu  de  2.  Les  masses  de  Mercure,  Vénus  et  Mars  sont 
légèrement  modifiées;  celle  de  la  Terre  répond  à  la  parallaxe  8", 790;  l'excès  de 

la  valeur  de  s'mi-^,  pour  Vénus,  est  réduit  à  +  o", 25;  mais,  en  supposant 

bien  connue  la  vitesse  de  la  lumière,  la  constante  de  l'aberration  se  trouve 
portée  à  20",  5 1 1. 

La  supposition  d'unexposantde  la  loi  de  Newton,  égal  à  deux  entiers  plus  seize 
unités  du  huitième  ordre,  est-elle  vraisemblable?  Les  astronomes  et  les  géo- 
mètres l'admettraient  avec  une  certaine  répugnance.  Au  reste,  M.  Newcomb  ne 
paraît  pas  être  convaincu  de  la  réalité  de  cette  augmentation;  il  semble  l'avoir 
adoptée,  en  l'absence  de  toute  hypothèse  vraisemblable,  comme  un  procédé 
d'interpolation,"  en  attendant  mieux. 

Les  théories  les  plus  récentes  de  la  Physique  donnent  lieu  de  croire  que  les 
attractions  des  corps  célestes  ne  peuvent  se  transmettre  à  distance  que  par  l'in- 
termédiaire d'un  milieu,  sans  doute  l'éther.  Mais  on  ne  connaît  rien  encore  sur  ce 
mode  de  transmission.  Il  paraît  probableque  le  même  milieu  sert  devéhiculeàdes 
actions  électriques  ou  électromagnétiques.  Pour  les  comètes,  l'influence  d'une 
action  électrique  du  Soleil  a  été  admise  par  plusieurs  astronomes,  notamment 
Olbers  et  Bessel.  La  relation  entre  les  phénomènes  magnétiques  à  la  surface  de 
la  Terre  et  les  taches  solaires  tend  à  nous  confirmer  dans  cette  voie.  C'est  ainsi 
qu'on  se  trouve  amené  à  considérer,  au  lieu  de  la  loi  de  Newton,  des  lois  d'Élec- 
trodynamique,  telles  que  celles  de  Weber;  nous  avons  examiné  quelques-unes 
de  ces  lois  dans  le  Chapitre  précédent,  et  nous  avons  cherché  à  faire  disparaître 
l'excès  de  mouvement  du  périhélie  de  Mercure  (38"  ou  4i")»  en  déterminant 
convenablement  la  constante  qui  figure  dans  les  termes  correctifs  que  ces  for- 
mules apportent  à  la  loi  de  Newton.  Mais  nous  sommes  loin  de  prétendre  à  l'exis- 
tence de  ces  lois,  d'autant  plus  qu'elles  n'expliqueraient  pas  tous  les  petits 
désaccords. 

La  loi  de  Newton  représente,  en  somme,  avec  une  très  grande  précision,  les 
mouvements  de  translation  de  tous  les  corps  célestes.  Si  l'on  ^se  reporte  à  ce 
que  nous  avons  dit  à  la  fin  du  Tome  III,  on  peut  être  émerveillé  de  voir  que  les 
inégalités,  si  nombreuses,  si  compliquées,  et  quelques-unes  si  considérables, 
du  mouvement  de  la  Lune,  soient  représentées  comme  elles  le  sont  par  la 
théorie.  Sans  doute,  il  reste  quelque  chose  :  dans  un  intervalle  de  deux  siècles 
et  demi  environ,  la  Lune  s'écarte  peu  à  peu  de  la  position  calculée,  jusqu'à  un 
maximum  de  i5",  de  manière  que,  durant  ce  long  intervalle,  le  bord  éclairé  de 
la  Lune  passera  un  peu  plus  tôt  ou  un  peu  plus  tard  devant  les  fils  d'araignée 
de  la  lunette  méridienne,  sans  que  l'avance  ou  le  retard  dépasse  une  seconde  de 
temps. 
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De  même,  les  positions  des  planètes,  pendant  un  siècle  et  demi  d'observa- 
tions précises,  sont  représentées  à  moins  de  i"  près.  Il  y  a  une  exception  : 
Mercure  peut  être  en  avance  ou  en  retard  d'une  quantité  qui,  pour  certaines 
régions  de  l'orbite,  s'élève  à  8''  environ,  soit  une  demi-seconde  de  temps  au 
bout  d'un  siècle.  Les  désaccords  pour  le  nœud  de  Vénus  et  le  périhélie  de  Mars 
sont  bien  moins  importants. 

On  éprouve,  en  fin  de  compte,  un  sentiment  d'admiration  profonde  pour  le 
génie  de  Newton  et  de  ses  successeurs,  et  pour  les  immenses  travaux  de  Le  Ver- 
rier, poursuivant  pendant  plus  de  trente  ans  son  enquête  méthodique  dans  toute 
l'étendue  du  système  planétaire,  travaux  si  habilement  continués  et  développés 
par  M.  Newcomb. 
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329 


329        5  en  remontant 

335        9  en  remontant 
335        8  en  remontant 


r(n- v) 
daQ 


r(i-+-v) 
daQ. 


Pase». 

Lignes. 

336 

1 

336 

2 

336 

3 

337 

7  et  8  en  remont 

338 

(i 

338 

3  en 

remontant 

343 

4 

345 

5  en 

remontant 

356 

I  en 

remontant 

358 

3  en 

remontant 

367 

i3  en 

remontant 

368 

5  en 

remontant 

37. 

8  en 

remontant 

37. 

6  en 

remontant 

372 


372 


372 


373 

10 

374 

3  en 

remontant 

395 

I  en 

remontant 

397 

12  en 

remontant 

397 

7  en 

remontant 

398 

\ 

399 

10 

399 

8  en 

remontant 

401 

6  en 

remontant 

4ii 

7  en 

remontant 

419 

1 1 

419 

12 

4"9 

i3 

426 

I  en 

remontant 

ERRATA.    JH 

^11  lien  de  : 

U'»'   et   £(" 

I   —  V 

[]w   et   S'»' 
«S 

()»To 

C(/),    D(" 

^j 

c  —  STj  =  /  =  o) 

+  log 

Lune 

8",  10 

I 

I 
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V" 


I 


«iDy/ 
D 
r' 

l'anomalie 

V'=P' 

cos(iL—  iW) 

C0S('2V'— /<") 


r  =  3 


cosO 
X*  —  j* 
4 

o'',026 

après  1750 

—  3r   et   -t-r,6 

—  2'  et    —  o',8 

—  3'   et   +  3,4 
ligne  à  supprimer 


UteM. 

— («)  —11; 

U      et  £ 

I  -f-  V 

U      et  2 
r» 
a« 

"àg> 


—  log 
Terre 
8',o 

I 


+ 


I 

r 
D 

l'anomalie  vraie 

V'=p'-+-/i' 

cos(/L'— iL') 

(/±I)V'-(^•:pI)V'=f:2A• 

ces  (2  V'— 2//) 

C=  -ab^*^  +  ... 

sin6 

m'  4 

o',oo26 
après  i85o 

—  29'   et   -f-r,6 

—  2'  et   —  o',8 

—  3-  et   -4-3',4 


Les  fautes  ci-dessus  nous  ont  été  signalées  principalement  par  M. 
M.  G.  Leveau  et  M.  E.  Brown. 


L.  do  Bail,  et  quelques  autres  par 


548  ERRATA. 


TOME    IV. 


Pages. 

Lignes. 

5 

6 

en  remontant 

lO 

3 

en  remontant 

25 

5 

en  remontant 

45 

17 

45 

i8 

4o3 

2 

Au  lieu  de  :  Lisez  : 

2/1  —  /  —  2T!T  2/1  —  /  —  CI 

_  4fl:  _  1^ 

I  ^Tr_ 

2  v/262  2  v/2ê2 

?"  '                                                                                P" 

P  (P) 


FIN    DE   L'eRRATA    DES   TOMES   II,    III   ET    IV. 
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